中 外 物理 学 精品 书 系 


经 典 系列 .， 1 


理论 物理 基础 


彭 桓 武 徐 锡 申 编著 


优 比 示 寺 学 出 版 社 
PEKING UNIVERSITY PRESS 


中 外 物理 学 精品 书 系 * 经 典 系 列 1 


理论 物理 基础 


豆 桓 武 (1915-2007) ，1935 年 清华 大 学 物理 系 毕业 ，1938 年 冬 
赴 英 ，1940 年 和 1945 年 先后 获得 爱丁堡 大 学 哲学 博士 和 科学 博士 学 
位 。1947 年 底 回国 后 历任 云南 大 学 、 清 华 大 学 、 北 京 大 学 教授 ， 中 科 
院 近 代 物理 所 、 原 子 能 所 、 高 能 所 研究 员 、 副 所 长 ， 二 机 部 九 院 副 院 
长 ， 理 论 物理 所 所 长 ， 曾 多 次 在 北京 大 学 、 中 国 科技 大 学 及 其 研究 生 
院 授课 。1955 年 当选 为 中 科 院 首 批 院士 。 

他 早年 在 英国 从 事 固 体 理论 、 量 子 物理 和 量子 场 论 的 研究 。 回 国 
后 ， 他 领导 了 我 国 反应 堆 和 核武 器 的 理论 设计 工作 ， 在 固体 和 统计 物 
理 、 原 子 和 分 子 物理 等 领域 作出 了 申 越 的 贡献 ， 培 养 了 一 大 批 优秀 的 
科学 工作 者 

部 模式 晶 荣 获 国家 自然 科学 奖 一 等 效 (1982)、 国 家 科技 进步 奖 特 
等 奖 (1985) 、 何 鞭 何 利 基 金 科 学 与 技术 成 就 奖 (1995) , “两 弹 一 星 功 
助 奖章 ”(1999)。 为 了 表彰 茧 桓 式 在 理论 物理 领域 上 取得 的 成 就 ， 以 
及 他 为 中 国 科学 研究 所 作 的 贡献 ，2006 年 6 月 13 日 ， 经 国际 天 文学 联 
合 会 小 天 体 命名 委员 会 批准 ， 将 国际 永久 编号 为 第 48798 号 小 行星 ， 
命名 为 “ 彰 桓 武 星 ”。 
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徐 锡 申 1924 生 。1990 年 清华 大 学 物理 系 毕业 ，1954 年 北京 大 

学 研究 生 院 毕业 。1954 年 至 1960 年 在 西北 大 学 物理 系 工作 。1960 年 

初 调 至 九 院 九 所 ， 长 期 参加 和 人 负责 国家 重点 工程 物理 项 目 中 物质 的 物 

态 方 程 和 辐射 性 质 等 课题 的 理论 研究 ， 有 多 项 科研 成 果 著 奖 。 曾 多 次 01 

讲授 “量子 统计 物理 学 ”的 研究 生 课程 ， 著 有 《实用 物 态 方程 理论 导 
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物理 学 是 研究 物质 、 能 量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 .材料 ,信息 .能源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ,同时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
又 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激烈 的 今天 ,物理 学 不 
仅 男 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ,而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 、 经 济 、 教 育 、 文 化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ,我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ,做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快速 发 展 的 背景 下 ,近年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 
齐 放 的 良好 态势 ,在 知识 传承 学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 
作用 。 从 另 一 方面 看 ,尽管 国内 各 出 版 社 相 继 推 出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教 
材 和 图 书 , 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ,深入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科 
学 技术 之 间 的 渊源 ,并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 , 仍 
是 我 国 科学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 ,加 快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ,特别 是 展现 近 
年 来 中 国 物理 学 者 的 研究 水 平和 成 果 ,北京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支 
持 下 推出 了 《中 外 物理 学 精品 书 系 》, 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活跃 的 专家 ,确保 了 整套 丛书 的 权威 性 和 前 

这 套 书 系 内 容 丰 富 ,涵盖 面 广 ,可 读 性 强 , 其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 ,也 有 对 正在 蓬勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展示 ; 有 既 引 进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ,也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 《中 外 物理 学 精品 书 系 ?力图 完整 呈现 近 现代 世界 和 中 国 物理 
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科学 发 展 的 全 貌 ,是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 
典 物理 丛书 。 

《中 外 物理 学 精品 书 系 ? 另 一 个 突出 特点 是 ,在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现代 物理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动态 ,可 以 满 
足 当前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ,改革 开放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 ,一 大 批 具 有 和 较 高 学 术 价值 的 著作 相继 问 
世 。 这 套 从 书 首次 将 一 些 中 国 物理 学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 
国际 相关 研究 的 主流 领域 ,使 世界 对 中 国 物理 学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 
了 解 , 不 仅 充分 展示 出 中 国 物理 学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 ”, 也 向 世界 主动 传播 
我 国 科 技 文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实力 ”, 对 全 面 提 升 中 国 科 学 ,教育 和 文化 领 
域 的 国际 形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 ,( 中 外 物理 学 精品 书 系 》 还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 
著作 进行 了 全 面 收 录 。20 世纪 以 来 ,中 国 物理 界 诞生 了 很 多 经 典 作 品 , 但 当 
时 大 都 分 散 出 版 ,如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ,读者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 ,未 见 其 真 "。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ,对 中 国 物理 学 科 不 同时 期 .不 同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意义 和 社会 价值 ,不 仅 可 以 很 好 地 保 
护 和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ,充分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ,更 能 使 
广大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 
真正 领悟 到 老 一 辈 科学 家 严 谭 求 实 .追求 卓越 ,博大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科学 技术 大 会 上 指出 ,加 强 基础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智力 资本 的 重要 途径 ,是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 ”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ,而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 , 这 套 ( 中 外 物理 学 精品 书 系 ) 的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 的 
人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 智力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ,也 将 进一步 推动 其 他 相 
关 基 础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ,为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
贡献 。 


中 国 科学 院 院 士 , 北 京 大 学 教授 
王 恩 哥 
2010 年 5 月 于 菏 园 


值 北京 大 学 百年 诞辰 之 际 
谨 以 此 书 献 给 我 们 的 导师 
周 培 源 教授 原 北 京 大 学 校长 


王 竹 溪 教 授 原 北 京 大 学 副 校 长 


内 容 提要 


本 书简 明 扼 要 地 冰 述 了 理论 物理 的 重要 概念 ,规律 .原理 和 方法 , 选 

呈 。 材 精 当 适 用 、 互 相 贯通 ,构成 比较 系统 全 面 的 基础 。 全 书 始终 坚持 贯彻 由 
实践 到 理论 的 历史 的 发 展 的 观点 。 特 别 强调 联系 实际 时 要 充分 注意 到 理 

论 物理 的 统一 的 与 近似 的 特点 , 它 反 映 物质 世界 的 统一 性 与 一 定时 期 理 

】。 论 认识 上 一 定 程度 的 近似 性 ;而 变 分 原理 或 极 值 原理 与 微 护 理论 则 成 为 


子 论 ,狭义 相对 论 , 气 体 动 理论 ,液体 动 理论 ,统计 热力 学 ,随机 运动 ,量子 
力学 初步 ,碰撞 和 跃迁 ,原子 分 子 等 的 近似 处 理 , 相 对 论 性 电子 理论 ,量子 
统计 力学 ,广义 相对 论 引力 理论 。 

本 书 可 供 高 等 院 校 物 理 系 及 其 他 相关 专业 师 生 作为 参考 教材 , 亦 可 
供 广 大 有 关 科技 工作 者 参考 。 


理论 物理 的 重要 方法 。 
全 书 共 分 14 章 , 内 容 包 括 : 牛 额 力学 ,麦克 斯 书 电磁 理论 , 洛 伦 兹 电 
b> 
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随 着 人 们 通过 多 次 观察 和 实验 等 科学 实践 ,对 物质 世界 中 在 一 定 条 件 下 
一 定 现象 之 出 现 ,获得 大 量 可 靠 的 感性 认识 ,得 到 数据 和 经 验 规律 。 然 后 经 过 
反复 综合 整理 改造 ,形成 概念 ,并 用 判断 和 推理 的 方法 给 以 合乎 逻辑 的 描述 或 
解释 ,这 样 达到 某 种 理性 认识 。 如 能 以 此 为 据 对 新 现象 有 所 预见 且 为 而 后 的 
科学 实验 所 证 实 , 则 表明 这 理性 认识 正确 可 靠 。 对 越 来 越 多 方面 的 物质 现象 
得 到 的 越 来 越 普遍 的 正确 可 靠 的 理性 认识 , 便 构成 发 展 着 的 理论 物理 。 

理论 物理 的 发 源 可 以 从 伽利略 和 牛顿 对 地 面 上 物体 坠落 和 天 空中 行星 绕 
日 等 现象 的 统一 解释 算 起 。 这 英 定 了 牛顿 力学 ,并 从 此 动力 学 观点 流行 。 这 
种 观点 和 方法 ,结合 对 气体 的 物理 实验 和 化 学 实验 的 多 个 经 验 规律 ,产生 并 逐 
渐 泣 清 原子 和 分 子 的 概念 , 阑 明 了 热 的 分 子 运 动 本 质 ,又 结合 电磁 现象 的 观察 
和 大 量 实验 所 总 结 的 一 系列 经 验 规律 ,特别 是 法 拉 第 的 有 关 磁 力 线 和 电力 线 
的 形象 思维 ,帮助 麦克 斯 韦 形成 电磁 场 的 概念 和 其 动力 学 理论 。 不 仅 利用 运 
动 把 电 现象 与 磁 现 象 联结 起 来 ,并 且 从 理论 上 预见 到 电磁 波动 现象 , 光 的 现象 
即 归 结 为 电磁 波动 的 现象 。 这 预见 为 而 后 的 实验 证 实 ,并 为 无 线 电 通讯 英 定 
基础 。 法 拉 第 电解 定律 表明 分 子 原子 内 部 有 带 有 一 定 的 基本 电荷 的 电子 。 有 
鉴于 此 , 洛 伦 兹 对 物质 中 的 电磁 现象 ,提出 电子 论 ,引入 带 有 电子 运动 的 分 子 
和 微观 电磁 场 的 概念 ,后 者 的 局 部 的 多 分 子 的 统计 平均 即 是 麦克 斯 韦 的 宏观 
电磁 场 , 这 样 解释 了 物质 对 光 的 折射 率 随 光 波长 的 变化 的 色散 现象 。 但 对 电 
子 和 其 运动 规律 的 较 清楚 的 认识 , 则 尚 待 从 更 多 的 近代 物理 实验 和 其 伴随 的 
20 世纪 才 发 现 的 相对 论 和 量子 论 。 在 这 两 个 理论 中 ,对 时 间 和 空间 ,粒子 和 
波 , 概 念 上 与 以 前 有 所 深入 ,有 些 人 称 之 为 革命 ,实际 上 不 过 是 , 随 着 认识 到 更 
深 一 层次 ,原来 认为 割裂 的 或 对 立 的 却 是 统一 的 或 同一 的 ,而 回 过 头 来 看 , 原 
来 的 认识 ,在 一 定 范围 内 仍 是 对 的 或 可 靠 的 到 一 定 的 近似 程度 而 已 。 

理论 物理 是 有 用 的 。 作 为 工程 设计 原理 的 早已 成 熟 的 那 部 分 理论 物理 更 
不 必 谈 。 在 开展 理论 ,实验 与 工程 技术 相 结 合 的 工作 时 ,理论 工作 先行 一 步 常 
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可 以 减少 实验 和 工程 的 工作 量 。 有 鉴于 此 ,第 一 作者 于 若干 年 前 曾 萌生 过 写 
一 本 较 全 面 介绍 理论 物理 的 书 的 念头 ,特别 想 强 调 联 系 实际 时 要 充分 注意 到 
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特殊 情况 和 需要 , 乃 边 讲 边 写 讲义 ,希望 在 一 年 之 内 把 大 学 中 学 过 的 四 大 力学 
复习 并 贯通 好 (每 周 四 小 节 课 ,实际 授课 时 间 比 正常 学 年 少 八 周 ,习题 男 有 辅 
导 ) ,以 期 对 他 们 在 不 同 的 研究 领域 工作 中 能 有 帮助 。 选 材 到 可 靠 的 又 常用 的 
部 分 仔细 讲 ,现在 称 之 为 基础 。 

本 书 的 前 12 章 即 是 根据 上 述 讲义 ,由 第 二 作者 徐 锡 申 编辑 整理 而 成 书 
的 。 他 曾 作 王 竹 溪 先生 的 统计 理论 方面 的 研究 生 , 工 作 严谨 细致 ,已 出 版 过 几 
本 书 。 因 受 时 间 限 制 , 讲 义 中 在 统计 和 量子 方面 有 些 缺 漏 ,已 由 徐 锡 申 补充 写 
进 第 13 章 “ 量 子 统计 力学 ”。 量 子 和 统计 理论 发 展 广阔 ,但 相对 于 日 益 受 重 视 
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的 理论 ,而 按 周 先生 的 观点 ,广义 相对 论 是 比 牛 顿 的 引力 理论 更 精确 的 引力 理 
论 , 时 间 和 空间 则 仍 是 狭义 相对 论 的 时 空 。 虽 然 应 用 很 少 ,我 现在 增补 此 章 ， 
也 似 能 更 好 地 体现 理论 物理 的 统一 性 和 近似 性 的 特点 。 
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委 周 月 梅 女士 和 北京 大 学 出 版 社 有 关 人 士 提供 的 方便 致谢 。 我 们 还 要 感谢 帮 
助 我 们 做 本 书 的 索引 的 人 士 。 最 后 ,第 一 作者 愿意 对 第 二 作者 表示 由 衷 的 感 
谢 ,没有 后 者 的 帮助 和 精心 工作 ,承担 起 作者 的 任务 ,本 书 是 无 从 交 稿 的 。 
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第 1 章 牛顿 力学 


1.1 运动 律 


物体 做 机 械 运动 时 , 它 的 位 置 随时 间 变 化 . 如 果 物 体 本 身 的 几何 尺度 在 我 们 所 
讨论 的 问题 中 可 以 忽略 不 计 的 话 , 它 的 位 置 便 可 用 三 维 欧 几 里 得 空间 中 一 个 动 点 
来 表示 ,如 r 一 ri) , 动 点 的 位 置 矢量 > 为 时 间 : 的 函数 . 将 位 矢 对 时 间 求 导数 和 再 
求 导数 ,我 们 定义 物体 运动 的 速度 vy 和 加 速度 a 为 (在 力学 中 常用 .表示 对 + 的 导 
数 ) : 


pe aa 一 旦 一 ”一 产 . 


dt dz 
在 伽利略 (1564 一 1642, 意 )2 对 地 面 附近 物体 运动 的 实验 观察 和 初步 理论 概 
括 的 基础 上 ,牛顿 (1643 一 1727, 英 )® 提 出 运动 律 如 下 :物体 做 机 械 运动 时 ,其 加 速 
度 正比 于 物体 所 受 的 力 而 反比 于 物体 本 身 所 含 物质 的 总 量 . 我 们 简称 物体 所 含 物 
质 的 总 量 为 其 质量 . 考虑 到 物体 的 质量 但 忽略 物体 本 身 的 几何 尺度 的 这 种 近似 把 
一 个 物体 抽象 为 一 个 质点 . 适当 选择 力 的 单位 后 ,运动 定律 可 写 为 
m=F 
等 式 形式 ,m 为 质点 的 质量 ,r 为 质点 的 位 置 矢量 ,而 下 为 质点 所 受 的 力 .后 者 也 必 
然 是 矢量 . 如 质点 同时 受 两 个 或 更 多 的 力 的 作用 时 , 则 运动 方程 右 侧 的 下 应 理解 为 
两 个 或 更 多 的 力 的 总 和 , 即 所 谓 合力 . 力 的 求 和 按 矢量 求 和 规则 进行 . 这 个 定律 现 
在 通称 牛顿 第 二 定律 . 
如 已 知 物体 运动 状态 ,根据 运动 方程 ,计算 导数 , 便 知道 物体 所 受 的 力 . 譬如 ， 
对 于 一 个 静止 的 质点 ,r 一 常量 而 不 随时 间 t 变化 ,物体 所 受 的 力 其 合力 必 为 零 ; 它 
继续 保持 静止 .反之 ,如 已 知 质点 所 受 力 而 求 其 运动 则 需 解 运动 方程 . 这 是 二 阶 常 
微分 方程 ,其 定 解 条 件 为 在 某 初 始 时刻 :二 to 时 质点 的 初始 位 置 m 和 初始 速度 m 
须 给 定 . 譬如 ,对 于 一 个 不 受 力 的 质点 ,方程 m7 二 0 带 上 述 定 解 条 件 的 解 为 一 mm 


® G.Galilei,Discorsie Dimostrazioni matematiche intorno a due scientza ,attenenti alle mecanica e 1 
movimenti locail ,Leyden,1938.(《 关 于 机 械 学 以 及 局 部 运动 的 两 种 新 科学 的 议论 和 数学 证 明 》. 简 译 ( 新 科学 
对 话 》, 该 书 总 结 了 他 的 物理 学 研究 . ) 

@ LNewton, Philosophiae naturalis Principia mathematica ,1687. (《 自 然 哲学 的 数学 原理 》, 简 称 《 原 
理 》，, 建 立 起 了 完整 的 力学 理论 体系 - ) 
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十 wz. 这 表示 物体 沿 初始 速度 继续 作 匀 速 直 线 运 动 ;或 者 说 物体 运动 具有 惯性 . 以 
上 包含 了 牛顿 第 一 定律 ,又 称 伽利略 惯性 定律 的 内 容 . 
另外 还 有 关于 作用 力 和 反作用 力 大 小 相等 .方向 相反 的 牛顿 第 三 定律 . 


1.2 行星 绕 日 和 万 有 引力 


1.2.1 开 普 勒 定律 


行星 绕 日 的 运动 情况 ,从 古 便 受 注意 . 在 第 谷 了 有 计划 地 积累 了 对 各 行星 位 置 
做 精确 观察 的 大 量 数据 的 基础 上 , 开 普 勒 (1571 一 1630, 德 )2 总 结 出 如 下 三 条 定律 ; 

(一 ) 每 个 行星 在 以 太阳 为 一 个 焦点 的 椭圆 轨道 上 运行 ; 

(二 ) 对 每 个 行星 而 言 ,从 太阳 到 该 行星 的 矢 径 所 扫 过 的 面积 与 经 过 的 时 间 成 
正比 ; 

(三 ) 比较 不 同行 星 的 运动 ,该 行星 运动 周期 的 平方 与 该 行星 轨道 的 半 长 轴 的 
立方 成 正比 ( 即 这 比值 对 所 有 行星 都 是 相同 的 ). 

根据 这 种 情况 ,利用 运动 方程 ,牛顿 3 先 计算 每 个 行星 所 受 的 力 如 下 :近似 认 
为 太阳 不 动 ,从 开 普 勒 前 两 定律 算出 行星 受 力 为 

F ——nm( 和 3 让 ers 

式 中 m 为 行星 质量 ,r 为 行星 至 太阳 距离 ,e, 为 太阳 指向 行星 方向 的 单位 矢量 ,而 
比例 系数 恰好 包括 行星 轨道 半 长 轴 a 的 立方 与 该 行星 运行 周期 T 的 平方 的 比值 . 
根据 开 普 勒 第 三 定律 知道 这 比值 对 所 有 行星 都 相同 . 总 之 ,行星 所 受 力 是 指向 太阳 
方向 (注意 一 er 由 行星 指向 太阳 ), 大 小 与 行星 离 太阳 距离 平方 成 反比 又 与 行星 质 
量 成 正比 ,比例 系数 与 行星 无 关 . 


1.2.2 万 有 引力 


从 作用 的 对 称 性 考虑 ,牛顿 揣测 上 述 比例 系数 可 能 与 太阳 质量 成 正比 ,因而 假 
设 任意 两 质点 间 都 有 引力 作用 . 即 , 在 位 置 r 的 质量 为 m 的 质点 受 在 位 置 " 质量 为 
m' 的 质点 的 引力 为 


Ba -GT Em 正二 
lr=r Eh =| 


图 Tycho Brahe (1546-—1601) ,丹麦 天 文学 家 ,他 把 自己 一 生 精 心 观测 的 资料 赠 给 他 的 学 生 和 助手 开 
普 勒 . 
@ J. Kepler,Astronomia nova ,Seu physica coelestis,1609(( 新 天 文学 ,或 天 体 的 自然 哲学 》). 
]. Kepler, Harmonnices mundi ,1619(《 字 宙 和 谐 论 )). 
@ I Newton, 前 引 书 (原理 》. 


1.2 行星 绕 日 和 万 有 引力 3 


而 在 位 置 的 质点 w' 受 在 位 置 r 的 质点 加 的 引力 为 
F =-—G 


mm r— 
Ee 
式 中 力 与 两 质点 的 质量 乘积 成 正比 ,与 其 间距 离 的 平方 成 反比 . 而 普 适 常量 G 称 为 
万 有 引力 常量 . 分别 用 运动 律 二 mi ,F = ma 六 ,比较 两 质点 的 加 速度 得 产 一 


二 六 关系 .如果 m 代表 太阳 的 质量 ,而 mm 代表 行星 的 质量 ,并 设 m 污 m, 则 | 六"| 
安 | 六 | ,这 与 前 面 所 作 的 太阳 不 动 的 近似 相符 .代入 
dna A 
全 ) ~ Orn 
其 中 a=1.495X10" m,T=365. 25 di 
dn’as i 
(a ~ cmaw， 
其 中 a=3.84X10: m,T 一 27.4 di 容易 验证 ， 


TEN wz 3. 31 X 105 > 1. 
7 地球 
近似 地 球 为 球形 ,其 质量 分 布 为 球 对 称 , 则 根据 万 有 引力 公式 ,将 地 球 划分 为 
无 数 质点 ,用 积分 算出 地 面 上 任何 物体 (譬如 苹果 树 上 某 苹果 ) 受 整个 地 球 物质 的 
吸引 力 为 


e, 
Fcmh 一 一 Gmmwn Rr? 


其 结果 指向 地 心 , 与 地 面 上 物体 质量 m 成 正比 ,与 地 心 距 离 亦 即 地 球 半 径 R 的 平 
方 成 反比 . 与 地 面 的 重力 比较 得 
ER2 2 Ga 地 奸 ， 
其 中 8g 为 重力 加 速度 ,R 为 地 球 半径 . 代入 
有一 9.80 m/s’, Roe6.37X10m, 
得 
BgR’ = 3.98 X 10* m’/s:; 


(a ) ~ 3.97 X10 m’/s’ 
符合 .. 
这 样 ,地 球 绕 太 阳 ,月亮 绕 地 球 和 苹果 落地 都 是 万 有 引力 的 表现 . 牛顿 的 《自然 
哲学 的 数学 原理 ?于 1687 年 出 版 . 实验 室 中 证 实 万 有 引力 并 测定 引力 常量 , 则 晚 一 
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百 余年 (1798 , 卡 文 迪 什 (1731 一 1810, 英 79). 测定 
G6.7X10™ mkg's’, 

因而 间接 推出 max 人 5.9X10” kg 及 其 他 天 体质 量 . 

引力 常量 的 国际 科学 技术 数据 委员 会 (CODATA)2006 年 推荐 值 为 @ 

G= 6.674 28(67) X10™ mskg-1s 2， 

括号 中 数字 为 末 位 数字 的 标准 偏差 . 

万 有 引力 用 引力 势 来 表示 更 为 简便 . 定义 一 对 质点 (位 置 r 质量 m 和 位 置 ~ 质 
量 m) 的 引力 势 为 


则 m 作用 于 m 的 万 有 引力 为 
又 m 作 用 于 m 的 万 有 引力 为 


严格 说 来 ,由 于 万 有 引力 ,每 个 行星 运动 时 ,不 仅 受 太阳 的 吸引 ,也 受 其 他 行星 
的 吸引 .但 由 于 太阳 的 质量 最 大 , 比 其 他 行星 的 质量 都 大 得 多 , 主要 还 是 受 太阳 引 
力 ,其 他 行星 的 引力 只 作为 修正 ,用 摄 动 方法 处 理 9. 


1.3 拉 格 朗 日 运动 方程 和 广义 坐标 变换 


1.3.1 牛顿 运动 方程 


考虑 一 个 质点 系 ,各 质点 位 置 随时 间 变 化 而 质量 不 变 . 位 于 ~ 而 质量 为 m, 的 
质点 i 所 受 力 F; 可 分 为 两 部 分 ,一 部 分 来 源 于 质点 系 内 其 他 质点 的 作用 F” , 另 一 
部 分 则 来 源 于 质点 系 外 其 他 物体 的 作用 F*. 根据 运动 律 有 牛顿 运动 方程 (n 为 质 
点 系 中 质点 总 数 ) : 

mi = F=F +F (i=1,2,,n). 

一 般 讲 来 ,来 源 于 系 内 的 力 可 用 势能 负 导 数 表示 : 

FE = 人 一 1,2，…m)， 


® H.Cavendish,Phil. Trans. Roy. Soc. (London) ,18(1798) ,388. 
四 见 本 书 附录 :常用 物理 量 单位 和 物理 常量 
@ ”参见 易 照 华 等 编著 (天 体力 学 引 论 》, 科 学 出 版 社 ,1978. 
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这 里 VA 是 整个 质点 系 的 内 部 势能 . 如 质点 系 代表 太阳 系 (太阳 连 九 大 行星 ) , 取 
7 二 10, 则 


_ le Gmm 
Vn = Vs= et 
这 里 和 以 后 了) 总 是 表示 不 包括 指标 相同 的 项 . 如 质点 系 代表 一 个 水 分 子 
H HH 

| 4 | 到 2 一 3, 从 量子 力学 可 得 其 势能 Vs ,与 三 个 原子 的 几何 安排 (两 个 
OH 键 长 9. 6nm 和 其 夹 角 105") 有 关 . 如 质点 系 不 包括 地 球 ; F” 中 有 一 部 分 来源 
于 地 球 引 力 ,这 部 分 也 可 以 用 重力 势能 的 负 导 数 表示 ,并 与 内 部 势能 合并 为 总 势能 
V. 仍 保留 F? 中 不 能 用 势能 的 负 导 数 表达 的 力 ,现在 改写 为 f;, 则 牛顿 运动 方程 可 
改写 为 


mit oy 一 万 G=1,2,0n). 


1.3.2 拉 格 朗 日 函数 ? 
定义 质点 系 的 总 动能 为 


T= > mi 
并 引入 系统 的 拉 格 朗 日 函数 工 =T 一 V. 我 们 把 
L=T-V=L(,t) 
看 做 以 ri 和 7;(i = 1,2,…,n) 为 独立 变量 的 函数 ,注意 与 ri 无关 ,而 V 与 六 无 
关 , 牛 顿 运动 方程 化 为 
二 ( 钱 )- 兰 = f/f, (i= 1,2,.,n). 
这 里 一 共 折合 3n 个 二 阶 常 微分 方程 ,变量 riG=1,2,… ,7) 共 计 3n 个 . 


1.3.3 广义 坐标 


一 般 情况 ,作为 力学 系 , 质 点 系 的 自由 度 可 小 于 等 于 3n. 因为 , 当 质点 系 的 结 
构 给 定时 ,该 系 的 位 形 可 由 若干 广义 坐标 表达 . 譬如 当 质点 系 近似 为 一 刚体 时 , 虽 
然 可 以 划分 为 大 量 质 点 ,但 质点 相对 位 置 丝 固定 不 变 ;整个 刚体 的 位 形 可 由 6 个 坐 
标 表达 ,其 中 三 个 为 刚体 的 质心 坐标 , 另 三 个 坐标 标志 随 刚体 固定 的 标 架 在 空间 的 
方向 . 换言之 ,质点 系 的 组 成 使 


JL. Lagrange,Mécanique analytique( 分 析 力学 ),1788. 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) ,法国 -意大利 数学 
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产 一 ri(qly qz，qrst) (一 1,2 7)， 
此 处 g(a 二 1,2,3,…，,g) 为 广义 坐标 ,g 为 广义 坐标 总 数 . 所 谓 完整 力学 系 ,其 广义 
坐标 尼 独 立 而 无 相互 约束 条 件 ,这 时 力学 系 自由 度 与 广义 坐标 个 数 相同 . 运动 方程 
应 从 3n 个 二 阶 方程 化 至 g 个 二 阶 方程 .直接 代入 r 的 用 9。 的 表达 式 ,当然 可 以 完 
成 这 个 变换 ,但 利用 变 分 法 运算 可 以 大 大 简化 这 个 计算 ,具体 作法 如 下 面 小 节 
所 示 . 


1.3.4” 变 分 法 
考 虚 泛 函 | dt 的 变 分 ,r(9) 变 为 mn(D 十 Br (0 (注意 如同 附 标 一 样 ,不 变 
化 , 即 8 二 0)， 则 
as Ldt = 上 3Ldt 一 了 > (总 ont 类: rd- 
但 当 r 变 为 ri 十 ar, 时 ,是 r, 变 为 名 (ri 十 3r) 即 #1 变 为 站 十 旺 sr,, 换 言 之 ri 一 
Har,. 所 以 经 过 分 部 积分 得 


a ru- (5 颖 or)| )| + 三 如 Bar -二 (类 ): Bridk 


所 以 ,在 带 有 限制 条 件 3ri(b )=8r.(n) =0 下 ,牛顿 运动 方程 组 与 下 列 变 分 法 等 价 
(其 中 工 一 工 (my 六)， 


a rat BD, and=0. 
1.3.5 拉 格 朗 日 运动 方程 0 


所 以 ,只 消 将 r==r(q.,t) 代 入 LL 二 T 一 V ,并 计算 外 力 的 非 势 能 部 分 所 做 的 功 
总 和 6W 


aW 三 Sr “r= Sag., 
其 中 /为 广义 力 ,于 是 便 可 以 从 变换 后 的 变 分 法 
8 fr. 由 ,de 十 | Bf.84.dt = 0， 
带 8qC6) 一 8q.(G) 一 0 条 件 ,导出 变换 后 的 运动 方程 


@ IL.Lagrange, 前 引 书 . 


1.4 ”哈密 顿 正则 运动 方程 和 正则 变换 了 


站 (2 ) 一 aL 
dead./ 9。 
称 为 拉 格 朗 日 方程 . 注意 ,此 处 (以 后 也 同样 ) 按 物理 习惯 ,同一 个 符号 工 指 同一 物 
理 量 ,在 不 同 坐标 系 下 数学 函数 表示 不 一 样 、 

计算 大 以 直接 计算 5W 更 为 简便 ,因为 在 很 多 情况 下 ,外 力 的 非 势能 部 分 不 
做 功 或 者 做 功 总 和 抵消 .例如 ,在 固定 的 光滑 表面 上 的 反作用 力 (f; 垂直 于 3ri) ,在 
固定 的 完全 不 光滑 表面 上 的 反作用 力 (5r; 二 0) ,在 固定 支 枢 或 绞 链 处 以 及 其 他 刚 
性 连接 处 的 作用 和 反作用 等 (或 gr,=0 或 > 了 ,， ar; 抵消 为 零 ) 都 可 以 不 必 计 入 . 


注意 当 计 及 摩擦 力 时 不 能 所 有 的 /同时 为 零 
通常 ,忽略 摩擦 力 , 常 将 拉 格 朗 日 运动 方程 写 为 (完整 力学 系 ,保守 力 系 ) 
a (aL )- aL 
di\ads/ 59。 


1.3.6 广义 坐标 变换 

拉 格 朗 日 方程 与 变 分 法 的 联系 ,对 坐标 变换 很 方便 . 如 将 坐标 g. 变换 为 新 坐 
标 4, 辟 如 ,9 二 gs Cs0) ;只 须 代 和 人 L(g 191t) 得 L( 耐 , 吉 ,D ,并 计算 >)f.59。 得 
了 fo3_， 新 坐标 下 的 拉 格 朗 日 方程 即 是 


d /aL\) aL 
< 一 | 一 < = = 1,2,…,g)。 
dt (gz) ags oe 2 


= (a=1,2,..,8); 


=0 (a=1,2,…,8). 


当然 ,如 果 方便 的 话 ,也 可 以 直接 从 工 (r ,六 ,2 和 六 7， 。 Br 一 步 变换 到 攻 ， 


dot, 

选择 不 同 的 广义 坐标 ,仍然 描述 质点 系 的 同一 位 形 . 描述 质点 系 位 形 的 运动 ， 
需要 解 g 个 二 阶 常 微分 方程 , 定 解 条 件 为 2g 个 初 值 . 所 以 广义 坐标 的 变换 只 局 限 
于 & 个 变量 的 变换 ,还 不 够 求解 之 用 . 我 们 需要 28 个 变量 的 变换 . 


1.4 ”哈密 顿 正则 运动 方程 和 正则 变换 


1.4.1 哈密 顿 正 则 运动 方程 9 
引入 广义 动量 


® W.R.Hamilton, Phil. Trans ,(1834) ,Part [[ ,247—308;(1835),Part T ,95—144; British Associa 
tion Reports,(1834),513 一 518. 以 上 文献 现 收入 于 The Mathematical Papers of Sir William Rowan Hamil- 
ton ,vol. 2. (1940) ,103 一 161;162 一 211;212 一 216. 哈密 顿 (1805 一 1865) ,爱尔兰 数学 家 和 物理 学 家 . 


8 第 1 章 牛顿 力学 


(aa 一 1,2,…,&)， 
ad。 © 


并 反 解 这 些 方程 ,将 4。 以 9;，… ,qs ,Pp;，… ,ps st 表达 之 . 同样 ,将 哈密 顿 函数 电表 
达 为 这 些 正则 变量 的 函数 
H= Dpsds —L = Hg ,gs pi pat). 
在 这 节 我 们 限制 摩擦 力 为 零 , 拉 格 朗 日 运动 方程 
d/eaL aL 
到 (六 总 = (a = 1,2,.,8) 


与 变 分 法 
a La 一 | Lc. d= 0 
等 价 .将 工 用 本 表达 , 变 分 法 给 出 
oa id=3h (pd. — Hu 


= 了 了 (人 { 们 一 吕 )ao+ 全 Bg). jd 
所 以 拉 格 朗 日 运动 方程 化 为 哈密 顿 正则 方程 
4 = aH, 
+ ap. 


这 是 28 个 一 阶 方程 代替 原来 的 g 个 二 阶 方程 . 
1.4.2 正则 变换 


哈密 顿 正则 方程 原则 上 可 以 用 正则 变换 求解 . 所 谓 正则 变换 ,是 指 q,… ,qs， 
思 ，… ,ps 共 2g 个 正则 变量 到 Qi,…,Q*,P: ,Ps 新 的 正则 变量 的 变换 ,满足 下 
列 条 件 


pedq. 一 Hdt = PP. dQ, — Kdt + dG, 


其 中 dG 为 任意 的 全 微分 . 选 定 G 便 决定 了 正则 变换 ， 同时 决定 了 变换 后 的 新 哈密 
顿 函 数 K. 譬如 , 取 G=G(qi，… ,qe ;Qi ，… ,Qe st), 则 由 


,a 
Pe = ag P.= aQ, 2 


决定 了 @ ,gesPi,… :ps 到 QQe,Pi，…，Pe 的 变换 关系 ,并 得 变换 后 的 新 
哈密 顿 函数 


三 3G 
天 一 互 十 5 
从 变 分 法 


1.4 哈密 顿 正则 运动 方程 和 正则 变换 9 


一 用 {EP.d. —K) 


了 >{(e 部)az. 中 疡 - a 

十 {8G 十 也 3Q. 一 2. 8q.} 

= 允 ((8.- 玫 )ss.+ (~ i ; 
所 以 知道 经 过 正则 变换 后 ,新 的 正则 方程 为 
3K aK 


以 一 5 上 一 5 (aa 一 1,2,… 8). 


1.4.3 了 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 2 


原则 上 可 选 G 使 变换 后 的 新 哈密 顿 函 数 王 0. 为 此 ,需求 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 
分 方程 


H+ 如 =0 


的 某 个 完全 解 , 即 求 上 述 方程 的 一 个 包括 g 个 任意 常量 a:，… ,as 的 特 解 
G 一 G(g ,geass ost) 
即 可 ,G 的 可 加 任意 常量 不 算 . 把 G 看 做 产生 
googepisnspe 到 Qi ,QP Ps 
的 正则 变换 ,使 新 哈密 顿 函数 二 0. 所 以 新 的 正则 方程 显然 可 解 , 即 
Q. 二 常量 二 a (aa 一 1,2,，…8g8)， 


P. 一 常量 , 即 一 给 =& (a = 1,2，8). 


从 后 者 可 反 解 出 9 二 gq, Ca，… ,arsBL，… ,Be't) ,而 微 商 给 出 p。 二 3G/39。, 经 过 代 
入 也 表达 为 wm ，,… sas ;BL，…,Best 的 函数 . 这 样 正则 方程 已 解 . 特别 可 以 把 G 选 为 
哈密 顿 的 主 函 数 

W= W(gi, ,ge asa)t), 
其 中 a，… ,as 为 某 初始 时 刻 t 二 to 时 9 ，*… ,gx sa Pi，,… ,ps 的 取 


值 为 8 ，*… ,BB: BB 一 一 9 这 些 方程 连同 p; 一 By 共 2g 个 ,给 出 gi，… ,qs ;pis***， 
DW.R. Hamilton, 见 前 引文 献 ,特别 是 第 二 篇 . 


加 C.G.Jacobi,Vorlesaumgen iiber Dynamik ,1866( 这 是 他 1842 一 1843 关于 动力 学 的 讲义 ). 雅 可 比 
(1804 一 1851) ,德国 数学 家 - 
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ps 与 其 初 值 a1 ，… ,as ,B.，… ,Bs 的 关系 . 随 上 增长 ,9 ，… ,ge ,PP ，…,pe 的 变化 总 是 
以 前 某 初 值 的 正则 变换 . 容易 验证 , 主 函 数 为 


W= 『 Ld. 
注意 此 处 被 积 函数 工 中 的 qi ,… ,qe. di ，… ,4e 指 运动 方程 
daL_aL 


hag a (ol2,8) 


带 定 解 条 件 :一 b 时 qs 二 a。,p。 二 B, 的 定 解 . 如 变化 初 值 条 件 ( 以 A 表示 此 变 分 ) , 则 


pe J sra 三 站 > [Ec 十 2 Ad。 ja 


代入 运动 方程 和 A4。 一 总 Aq.， 被 积 丁 数 为 全 微分 ， 
SB 
AW= | #(2 A )d 


= > 力 。Ag。 一 > ,p.Aao; 
二 步 庙 用 了 3 上 二 ， 
后 一 步 应 用 7 3 pe 所 以 


名 一 3g。， 及 一 一 3or (Ca 一 1,2,……g)、 
又 由 于 
_ dW _aW, TaW, ，_ 3 多 
Lar a ER + pede, 
而 移 项 并 利用 及 二 >)p.d。 一 工 , 得 见 W 的 确 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,并 且 可 以 
看 做 是 上 时 刻 的 正则 变量 gq: ，… ,qe ,pi，… ,ps 与 te 时 刻 的 初始 值 a1 ，… sas ,Bl ，*…， 
Bs 作为 正则 变量 之 间 的 正则 变换 的 函数 . 


1.4.4 激 松 括号 


利用 正则 方程 ,4. 一 2 开 ， 思 一 一 2 开 ， 对 于 任意 依赖 于 q:,… ,qs 1 pr pa 
:的 函数 , 艾 如 


c= cgi ges Pir prt), 
得 


dc _ ac ac dc » _ ac 
dt Er 各 十 [HB 


其 中 泊 松 括号 9 


: Bu dv av av 
[u,v] = > Bp。 Bq. 3) 


可 以 证 明 ,v 与 v 的 泊 松 括号 对 于 正则 变换 是 不 变量 (见习 题 1. 10). 显然 ,有 基本 
泊 松 括号 

[grps l=, [gg] 一 [po 加] 一 0 (ab 一 1,2,…，8). 
这 些 关系 式 可 以 用 来 检验 看 9，…，,qs, 轧 ,…，,zr 是 否 是 一 套 正则 变量 的 判断 
标准 . 


习 是 


1.1 直角 坐标 到 柱 坐 标 或 球 坐标 的 变换 公式 . 
解 : 定义 坐标 变换 为 
工 一 0 cosy 一 rsing cosp， 
?一 psiny = rsing sing, 


z= z= rcosb; 


可 证 明 位 移 的 变换 公式 为 
dr= erdz 十 evdy 十 exdz， (直角 坐标 ) 
= 6dp+ espdp+ edz, ( 柱 坐 标 ) 
一 erdr 十 erdg 十 err sing dp; 〈 球 坐标 ) 
其 中 


€, 一 ercosp + eysing, 
ey —— esing+ eycosg, 
er = ersinb cosg 十 eysinb sinp 十 eccosb， 
en 一 ercosb cosp 十 eycosb sinp 一 esing. 
如 取 e: ,e,,e: 为 右手 正 交 归 一 基 矢 系 , 则 e. ,e,,e, 或 eyeo,er 亦 为 右手 正 交 归 一 基 
矢 系 .体积 元 则 有 
dzdydz 一 p do dy dz = 产 sing drd0 dy. 
注意 柱 坐标 中 有 
de 一 erdp 和 de, =—e,dp; 
而 球 坐 标 中 有 


@ SS.D. Poisson,J. de 1 Ecole Polytechnique ,8(1809),266. 泊 松 (1781 一 1840) ,法 国力 学 家 ,数学 家 和 
物理 学 家 . 
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de- = edb + e, sing dp， 
de =— ed + e, cosb dp， 
de, 一 一 ersinb db 一 es cosb dy. 
所 以 ,从 位 置 矢量 
7 一 ez 十 eyy 十 ez 一 ep 十 ecz 一 er 
求 导数 再 求 导数 (对 时 间 导 数 用 。 表示) ,得 速度 、 加 速度 : 
f= et +esy te2 
= ,p+epgtess 
= er terb +er sing gs; 
= et +ey es 
=@,(p —pp’)+e, py + 269) + es 
= e(F —rO’ —rsin0¢’) + erb 十 270 一 rsing cos0 $*) 
十 ep(rsing 儿 十 2rcosg 6 多 十 2sing 7$). 


矢量 导数 算 符 的 变换 则 为 
_a_， 89 -二 可 全 : 
Y 一 3 一 43 二 ay 十 wa35 
_，a a a 
ap top teas 


) 
ar ra0 rsingagp 

1.2 两 体 相对 运动 :考虑 两 质点 在 相互 作用 下 运动 . 如 相互 作用 势能 只 依赖 
于 两 质点 的 相对 位 置 , 证 明 相对 运动 与 质心 运动 互相 独立 , 即 有 :相对 运动 为 


m1 Mm: 
EL 
Dr 7 十 ma 


mi 
和 质心 运动 为 
mn mr 
MR=0, M=m++m:, Rt 
1.3 有 心力 与 轨道 方程 :如 相对 运动 的 势能 V 只 与 相对 距离 |r| 有关, 则 上 题 
中 两 体 相 对 运动 的 轨道 ( 取 在 z==0 平 面 内 ,用 极 坐 标 o,9) 满 足 方程 (x 代表 距离 p 
的 倒数 ,h 代表 r Xr# 的 绝对 值 ,h = or$ 亦 即 两 倍 掠 面 速度 ,已 代表 有 心力 的 大 小 除 
以 相对 质量 m, 相 吸 为 正 ): 
2 du 
P= hu (e+ 有 
考虑 下 列 几 种 情形 
(1) P=GMu’ ,(2) P=GMu’ 十 ax ,(3) P=au’,(4) P=B/u. 


习 题 13 


(参考 :E. T. Whittaker: Analytical Dymamaics ,Cambridge Univ. Press;1952, 
Chap. N.) 


1.4 质点 系 内 部 势能 V*(r;) 只 与 各 质点 相对 位 置 的 几何 性 质 有 关 . 因此 , 利 
用 坐标 原点 可 任意 平移 ,坐标 轴 可 任意 转动 ,证 明 : 


> > xa 0. 
因而 证 明 质 点 系 的 集体 平移 或 转动 的 运动 方 各 为 
d 
i Dm = 和 
N* = Drixm 一 是 Bmx 二 外 二 
其 中 了 和 NI 分 别 为 外 力 和 外 力矩 的 总 和 ,而 王 和 工 则 分 别 为 总 动量 和 总 角 
动量 . 
定义 质心 位 置 R 一 (Dm )/M,M = Dm 又 定义 相对 于 质心 的 各 点 位 


置 ~ 一 R 二 以 . 证明 转动 方程 中 总 力矩 和 总 角 动 量 都 可 以 从 相对 于 质心 的 各 量 来 计 
算 , 即 有 


Nae 一 Dr 下 二 量 DDmri XX 一 训 Lnnrae: 
又 ,定义 总 动能 为 工 一 23 产 。P， 有 
T+ V*)= 2 
或 相对 于 质心 计算 , Twarac 一 已 只 凡人， 


量 Twsrse+v = DEY. 


1.5 可 遗 坐标 的 处 理 :如 拉 格 朗 日 函数 包含 某 坐标 9; 的 对 时 间 导 数 但 不 包 
括 qi 本 身 , 这 个 坐标 叫做 可 遗 坐标 . 这 时 因为 39L/39: 一 0, 所 以 拉 格 朗 日 方程 


入 (8 ) 一 站 一。 便 可 以 积分 而 得 2 一 常量 一 和 将 此 式 反 解 ,可 以 将 外 表 
‘ad! 9g! 


示 为 常量 及 其 他 坐标 的 函数 . 二 二 其 训 遇 才 拓 而 二 吉庆 在 机 区 这 碟 明 过 
Law 一 上 一 四 8 一 Lan(g,g hi， 
3g: 
( 武 中 胃 用 如 及 更 … 等 表达 代 过 ) 作 为 其 余 坐 标的 拉 格 朗 日 函数 而 得 到 . 例如 有 
心力 作用 下 的 一 个 质点 ,在 = 一 0 平面 中 运动 ,用 极 坐 标 op 表示 ,有 ( 取 质 点 质量 
m 为 1) 
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ips » 
工 一 到 (他 十 PP 色 ) Vp). 


则 有 pg 一 &， 9 为 可 遗 坐标 ;而 对 po 的 拉 格 朗 日 方程 
dV _ 


i :dy 
:十 0 化 为 户 一 所 十 虹 一 
Bp8 + Ss Pg 


4 
后 者 可 以 从 
Luwa 一 工 5 - 人 和 性 ) Vlp) 
作为 p 的 拉 格 朗 日 函数 的 拉 格 朗 日 方程 
daLaa _3Lasa -0 
di 36 ap 


得 到 . 在 Lwa 中 作为 常量 处 理 . 
1.6 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 两 体 引力 运动 :在 轨道 平面 内 取 极 坐标 ,只 考虑 
其 相对 运动 ， 


二 = 1 mm Ce) Cm 
L=T-—V 2 mm +o)+ Fe 


适当 选取 质量 单位 ,距离 单位 和 时 间 单 位 ,可 以 把 系数 吸收 到 新 变量 中 去 , 仍 用 原 
先 符号 ,简化 上 式 为 


下 
L=T-V-B + + 
这 里 相当 于 
gq =p, qe=9, 
所 以 
,aL , ,2L 1/,: 1 pi)_1 
H=p2L+¢E-L=THV= 寺 1. 
6a5 ! Pag 2 (e+ ) p 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
aG , 1//3G\* , 1/9GVY\_ 1 
站 + 去 (3 ) + 去 (85) | Ey 


取 完 全 解 为 
G=att+agpt+ Rp), 
其 中 RC(p) 满 足 


即 


习 题 15 


此 处 积分 上 限 为 p, 而 下 限 任 意 , 只 给 G 增加 相 加 的 常量 . 运动 方程 的 解 包含 于 


ac BR_- | dp 
Ba 
一 2 十 二 一 学 
6 
06 OR EE dp 
Ah on 9 am ty 
一 2q 十 二 一 哇 


引入 离心 率 e 和 参量 a 使 
—2ap +2p—ai = 2a {a’e — (p—a)’)}, 
则 有 


a= a = a(l—e); 


了 
Ze 
所 以 依 w 达 0, 有 “过 0 和 1 一 台 三 0. 分 别 令 (假设 总 有 e>>0) 
p 一 4 一 一 aecos8e (a>0) (1>e>0) (a>0), 
p+lal=|alecoshy (ae 二 0) (e>1) (am < 0), 


则 有 ， 

—2ap’ +2p—a: 一 ae? sin’é, 

—2ap +2p—a =|al ee sinh’ys; 
分 别 得 

及 十 上 一 aa 人 (一 esin6) (a>0), 

及 十 上 一 lali2(esinhy 一 信 (a<oO). 
本 
| 


即 无 论 e 宇 1 儿 有 
0 TFTeeostp TBD 

oa 和 as 的 物理 意义 明显 ,a; 为 相对 能 量 的 负 值 ,ai 一 一 下 ,而 az 为 相应 于 9 角 
的 角 动 量 . 

椭圆 轨道 (e 二 1) 的 周期 从 6 增加 2x 得 到 T 一 2ra?. 还 原单 位 后 得 4x*a*/T* 
二 G(mi 十 m2) ,严格 讲 对 开 普 勒 第 三 定律 有 小 修正 . 

1.7 考虑 一 维 阻尼 简 谐振 动 . 将 其 牛顿 运动 方程 

mt =—hr— yz 

化 为 拉 格 朗 日 运动 方程 ( 取 4 一 zx,4 一 之 ) 及 哈密 顿 正则 方程 ( 取 4 一 zx, 思 二 mz) 形 
式 . 当 y=0, 即 无 阻尼 力 时 ,给 出 其 主 函 数 W(x,zxo st) ;其 中 工 为 1 时 的 位 移 ,而 zo 
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为 :一 0 时 的 初 值 位 移 , 并 验证 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 
1.8 简 谐振 于 哈密 顿 本 数 万 一 起 十 鄂 -7 中 代 以 
p= ViPmow cosQ, gq= V2P/mow sinQ, 
得 了 =wP. 证 明 qs 与 Q,P 为 正则 变换 (G(q,Q) 一 他 9 cotQ) ,并 解 Q,P 的 运 
动 方程 . 


用 基本 泊 松 括号 判定 9,p 到 Q,P 为 正则 变换 所 规定 的 a 值 . 给 出 变换 后 的 谐振 子 
的 哈密 顿 函数 CiwQP) ,并 解 变换 后 的 正则 方程 . 

1.10 求证 泊 松 括号 对 于 正则 变换 是 不 变量 . 即 要 求证 明 , 当 q。，,p。 与 Q。，,P。 
为 正则 变换 时 ， 


Ou dv _ aa3auk\ Bu am _ 398uL 
忆 ( 这 这 = (a aP. a6 节 -) 
证 明 : 设 正则 变换 由 函数 G(q.,Q. ,2 产生 , 即 有 
_ /aG __/3G 
= (3)。 PP 一 (368), 
此 处 下 角 标 标明 求 偏 导数 时 不 变动 的 其 他 变量 (有 些 显然 明了 是 不 变动 的 变量 则 
省 略 注 明 ). 所 要 求证 明 的 不 变 关系 , 注 明 下 角 标 ,为 


瑟 [人 霸 ).( 吉 )- (全 ). 访 ) 
本 王 [( 阅 )， ( 强 (让 ).( 湛 ) 


这 式 两 侧 将 皆 在 gs,Q.,t 作为 独立 变量 下 算出 . 在 zx 一 wx(g.， 加 ,0 中 代入 九 一 


pe(qs ,Qst) 得 
代 ).- 营 ) + 于 二 ). 线 )。 


将 此 式 代入 上 面 要 证 明 的 关系 式 左 侧 ,注意 到 
(的 ).- 人 3) ( 放 ). 
使 双重 求 和 项 抵消 . 于 是 要 证 明 的 关系 的 左 便 化 为 
忆 [ 司 ). 营 ) 一 人 2). 人 ) 


习 题 17 


已 [人 人) 这)( 纺 ) 


同样 ,在 右 侧 x 一 wx(Q.,P., 人 中 代入 PP 一 P.(wyQ, 5, 如 上 处 理 .要 证 明 的 关系 的 


右 侧 化 为 
[( 苔 ),( 强 ),-( 攻 ),( 纹 )J 


-区 [( 落 ),( 强 ),-( 荡 ),( 荡 ).] 


换言之 ,我 们 需要 证 明 
忆 [( 训 ). 人 一 ( 训 ).( 瑟 ) 


[a ) (请 )。 ( 旁 ) (有 ).] 
这 式 左 侧 前 半 为 (考虑 u(Q,P(g,Q,2) ,0)) 
王 贷 ) 坊 ) -3 六 ). 史 ).( 芝 )， 
而 右 侧 后 半 ( 连 同 负 号 ) 为 (考虑 v(g,p(g,Q,D 0) 

瑟 |- 全 ) 滞 )- 三 三 人 二) 人) 滞 ) 直 
交换 ob, 并 注意 一 (32 ) 一 一 5 名 多- 一 (39),， 可 见 右 侧 后 六 连 同 负 号 与 左 仙 
前 半 相 等 .同样 左 侧 后 半 连 同 负 号 与 右 侧 前 半 相 等. 所 以 验证 完毕 . 

1.11 刚体 的 转动 @. 质点 系 中 各 质点 的 相对 位 置 不 变 时 ,近似 为 刚体 .刚体 
的 运动 除 质心 运动 (集体 的 平移 ,质心 运动 对 任何 质点 系 都 可 以 分 离 , 见 前 习题 
1.4) 外 , 沿 有 转动 .转动 时 ,所 有 质点 相对 于 质心 的 位 置 失 量 /的 长 短 固定 , 夹 角 
也 固定 ,所 以 


t=@Xr.,. 
为 证 明 此 式 , 可 以 选取 固定 在 刚体 上 的 三 个 相互 正 交 的 方向 , 基 矢 系 为 eye， 
e.. 因为 
ee。eu 一 1,e。e 一 0,6, Xe = ec 等 等 
容易 从 
6 = (és * ea)0s (6 。es)es 十 (6。er)e. 
看 出 


@@ LL. Euler, Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum (固体 或 刚体 运动 理论 ),1760. 欧 拉 
《1707 一 1783) ,瑞士 数学 家 ,力学 家 和 物理 学 家 - 
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6 一 eic 一 es 一 四 Xeo， 


其 中 - 
ac 一 (é。* e) 一 一 (6 。e) 等 等 ; 
而 
四 一 ecwe 十 exos 十 ec- 
在 刚体 的 轴 上 ， 


六 一 eai 十 ep 十 ecr 
任意 质点 的 a;,bi,ci 坐标 都 不 随 t 变化 ,所 以 ， 
天 一 6ai 十 bi 十 6ci = Xr. 
为 计算 刚体 (相对 于 质心 ) 的 角 动 量 ， 
Dmir! XH = Dmar! Xx (xr) 
= Dm ro— rr * 0); 

我 们 取 转 动 惯量 的 主轴 方向 为 e。,e, ,e.，, 即 限制 

meat 一 mbici 一 Dmica: 一 0 
又 简写 主 转动 惯量 为 


Dm +e) = A, 

Sale + a) = B， 

Sm +46) = Ci 
于 是 得 刚体 的 角 动 量 为 


工 相对 于 于 一 esAw。 十 eeBws + eCw., 
注意 A,B,C 不 依赖 于 时 间 z. 根据 习题 1. 4 得 转动 的 运动 方程 为 


Niinsme 一 时 Lawzae， 

其 a,b,c 分 量 为 ( 称 为 欧 拉 方 程 ) 

Na 二 A 殖 十 (C 一 B)ouoe 等 等 . 

常 引用 欧 拉 角 0,g,y, 以 描述 eye ,e: 与 eyey*e: 的 夹 角 , 如 下 定义 ( 见 图 1. 1): 
€: °C. 一 c0s80， e: Xe. = esing, 

et = ecosg + e,sing 一 escosy — essing. 
注意 09 为 z 轴 与 c 轴 之 夹 角 ,0<0<x, 而 ei 在 与 z 轴 垂 直 的 zy 平面 中 又 在 与 轴 
垂直 的 ab 平面 中 ,9g 为 ex 与 es 的 夹 角 ,为 es 与 e。 的 夹 角 ,gp,y 皆 有 2 变化 范 
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图 1.1 欧 拉 角 


围 . 从 几何 上 容易 看 出 ,6 ,$ , 少 转动 是 分 别 以 eve:,e: 为 轴 , 所 以 应 有 


四 一 e6 十 e-6 十 ey， 


即 

ws = bcosy 十 $singsing, 

w=— Osing + pcosysing， 

ac 一 多 cosg 十 几 
变换 到 哈密 顿 函数 时 ,网 拉 角 的 共 思 变 量 为 

工 aT 工 
pi p Ey p= 

而 动能 


T= 诗 Dme =Dm ox) 
2 计 Dmlo re" — (w+ 7)’] 
一 序 4o 十 于 Bo 十 去 Coi， 
也 指 相对 于 质心 者 . 结果 有 
ps = Auscosy 一 Bossiny， 
力 。 = Awsingsing 十 Boscosysinbg 十 Coecosb， 
pe = Cw. 
哈密 顿 函 数 中 用 共 罗 量 表示 了 为 
1 


1 /bpPcod, ?1 /pe— pcos PS We 
T= (ing + pocosy) 十 天 (全 六， cos psing) + ep’ 
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1/cosy, siny singcosy (1_ 1\pse— pscos0l’ 
2 (+ ) ht i (去 五) 后 | 
A B 


1 1 1 
十 5 ES sn Pe fee0%0) + 2C pr 
A B 
后 面 的 整理 是 为 了 对 po，,p。,ps 求 积分 用 的 形式 . 
1.12 相 空 间 体积 元 在 正则 变换 下 不 变 : 即 设 
gg QQ Pi Pe 
为 正则 变换 , 则 有 
dqi***dqsdp1"**dps = dQ1**dQedP, dP,. 
. _ dl(gi,"" gerpis""s pe) 这 
证 ; 令 J 一 江 人 全 的 区) 为 变换 的 雅 可 比 行列 式 , 则 有 
dqi*dgsdp1**dps = JdQi…adQe dP…dPue- 
变换 为 正则 变换 ,基本 泊 松 括号 关系 为 


as Bg 9ps_ 9p, 9gs 一 
[gp = DG 3) 


其 他 和 皆 为 0. 将 qi，… ,qe spi，… sps 及 Q;，…,Qs，P，,… ,Ps 分 别 统一 编号 为 
cam 二 1,%,2g) 及 Cu(M=1,%,28); 


引入 


一 1 (m> gm—n= 8), 
0 (其 他 情况 |m 一 n| 冯 8)， 
同样 有 em , 则 基本 泊 松 括号 给 出 为 
DD end Ee = Em 
用 和 矩阵 表达 上 式 ( 左 侧 为 三 矩阵 的 乘积 ) 并 取 行 列 式 , 根 据 矩 阵 乘积 的 行列 式 定 
理 得 


Emn 


| 1 (m<g,n—m= 8g), 


lel 7* =|el, 即 正 一 1; 
考虑 到 正则 变换 中 有 恒 等 变 换 c, 一 C,, 所 以 了 一 |. 
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2.1 电磁 律 


电磁 现象 很 早 分 别 发 现 . 经 过 一 段 时 期 多 方面 的 实验 ,逐渐 系统 化 . 概括 大 量 
的 科学 实验 ,库仑 (1736 一 1860 ,法 )91785 年 总 结 出 电荷 间 力 的 定律 ;安培 (1775 一 
1836, 法 ) 总 结 出 电流 产生 磁场 和 磁场 作用 在 另外 电流 的 力 的 定律 (1820 一 
1825)@ ,法 拉 第 (1791 一 1867, 英 ) 总 结 出 磁感应 电 的 定律 (1832) 并 彻底 证 实 电 的 
各 种 效应 (生理 的 , 磁 的 ,发 光 的 , 热 的 ,化 学 的 ,机 械 的 ) ,无 论 是 摩擦 生 电 还 是 用 电 
池 供 电 都 是 一 样 的 , 也 比较 满意 地 用 实验 证 实 了 电荷 守恒 (1843)@8. 在 这 些 实验 的 
规律 性 总 结 上 ,还 特别 注意 到 随 着 法 拉 第 实验 而 产生 的 形象 思维 (磁力 线 ) ,麦克 斯 
韦 (1831 一 1879, 英 )@ 先 是 利用 机 械 模型 (1861) 后 来 除去 了 模型 中 的 细节 而 抽象 
成 “电磁 场 的 动力 学 理论 ”1864). 


2.1,1 龙 克 斯 韦 方程 组 


1， 麦克 斯 书 方程 组 和 库仑 安培 力 密度 公式 
这 样 集成 的 电磁 律 包括 通常 称 为 麦克 斯 书 电磁 场 方程 组 : 


y*B=0, (1) 
VXE+2B8 =- 0， (2) 
Bi 
_aD_,， 
VxH- 名 =j (3) 


D C.A.de Coulomb,]. de Phys. ,27(1785),116; Mém. Acad. Sci. ,1785(1788),569,578,612;1786 
《1788),67;1787(1791) ,617;1789C1799) ,455. 

加 A.M.Ampére,Ann.Chim.et Phys. ,15(1820);Mém. Acad. Sci. ,6(1827),175; 再 版 ,A. Blabchard， 
1958, 

® M.Faraday, Phil. Trans. ,122(1832), 125; Experimental Researches in Electricity, Vol. 1,1839; 
Vol 2,1844#Vol. 3,1855( 重 印 ,Dover, New York,1965). 

@® J.C.Maxwell, On Faraday's Lines of Forces, Trans. Camb. Phil. Soc. ,10(1856),27;On Physical 
Lines of Force, Phil Mag. ,(4),21(1861), 161;281;338;23(1862), 12;85; A Dynamical Theory of Electro- 
magnetic Field, Phil. Trans. ,155(1865),459. 以 上 文献 收入 于 The Scientific Papers of J.C. Maxrwell, Vol. 
1，,pp. 155 一 229#pp. 451- 一 513;pp. 526 一 597. 以 及 参考 他 的 集大成 著作 A Treatise on Electricity and Mag- 
netism ,2 Vols. ,Oxford,1873(1891 年 第 3 版 重印 本 :Dover, New York,1954). 
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V:D=p; (4) 
和 库仑 安培 力 密度 公式 (作用 在 电荷 和 电流 上 的 每 单位 体积 的 力 ) 
f=pE+jXB. (5) 


麦克 斯 韦 方程 组 给 出 电荷 密度 p 和 电流 密度 j 与 其 所 产生 的 电磁 场 的 关系 . 
由 于 历史 的 原因 ,习惯 上 称 为 电场 强度 ,B 为 磁感应 强度 ,H 为 磁场 强度 ,D 为 电 
位 移 . 实际 上 ,根据 库仑 安培 力 公 式 ,E 和 B 可 由 其 对 另外 的 电荷 p 及 电流 密度 了 
所 产生 的 机 械 力 密度 了 来 表现 . 

2. 本 构 关系 

在 一 定 介质 中 ,B,E,H,D,j 间 尚 有 本 构 关系 ,具体 形式 依赖 于 介质 的 构成 和 
运动 状态 , 譬如 介质 静止 ,构成 各 向 同性 并 均匀 ,在 电磁 场 不 太 强 时 ,近似 有 如 下 线 
性 的 本 构 关 系 : 


B= pH, (6) 
D=éeE, (7) 

而 在 导体 中 有 
j =o(E+ Er*); (8) 


此 处 磁 导 率 ,电容 率 ( 又 称 介 电 常 量 )e 和 电导 率 o 均 为 介质 常量 . 

3， 边界 条 件 

麦克 斯 韦 方程 组 为 偏 微分 方程 组 ,描述 电磁 场 在 时 空中 的 运动 . 它 的 定 解 条 件 
除了 初 值 条 件 外 , 尚 须 给 定 边 界 条 件 . 边 界 条 件 分 为 两 种 : 一 种 是 最 外 边 的 边界 条 
件 ,这 需要 根据 实际 问题 来 反映 ; 另 一 种 是 内 部 界面 上 的 边界 条 件 ,这 从 麦克 斯 韦 
方程 对 边界 薄 层 的 积分 便 可 推出 . 从 式 (1),(2) 得 Bu 连续 ,Ewn 连续 . 又 从 式 (3)， 
(4) 类 似 推出 Hwa 连续 ,Dun 连续 . (但 是 在 理想 导体 的 近似 下 ,可 以 用 面 电 荷 或 面 
电流 表示 其 间断 . ) 

4. 位 移 电 流 和 电荷 守恒 定律 


才 克 斯 韦 在 集成 库 仓 、 安 培 , 法 拉 第 定律 时 ,运用 数理 方法 ,在 (3) 式 补足 了 22 
这 项 , 常 称 为 位 移 电流 . 在 恒定 电流 时 ,电荷 守恒 定律 简化 为 
V .=0， (人 恒定 电流 ) 
而 一 般 情况 下 电荷 守恒 定律 应 为 : 
Vi + 一 0. (9) 
由 于 V+*VXH=0, 我 们 看 出 ,只 在 恒定 电流 情况 下 ,位 移 电 流 不 出 现 ( 如 安培 实验 
中 情况 ); 而 要 与 一 般 情况 下 电荷 守恒 定律 相符 ,由 (4) 式 便 导 出 (3) 式 中 应 增加 位 


移 电流 这 项 (如 麦克 斯 韦 所作 ). 增补 了 这 项 才 使 麦克 斯 韦 方程 组 自 洽 . 
根据 麦克 斯 韦 方程 组 便 可 预言 电磁 波 ,后 来 为 实验 证 实 , 这 又 是 数理 方法 如 何 
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运用 的 突出 范例 . 

5， 电 磁 波 

取 电 荷 p 和 电流 j 的 分 布 在 有 限 区 域 . 考虑 远离 源 区 域 ,那里 的 麦克 斯 韦 方程 
组 为 


uV.H=0, VXE+nat =0, 
at 
二 5 和 全 
VxH sar 0, eV.:E=0 
(和 e 取 作 常量 ). 利用 VXVX 二 VV 。 一 V: 得 
z 
ViE—pe SE =0, ViH-w Ro; 


at’ 
V:E=Vy.H=0. 


这 是 波动 方程 ,电磁 波 以 速度 一 一 传播. 
Vep 


2.1.2 电磁 场 能 量 守 恒 方 程 


我 们 可 以 把 麦克 斯 韦 方程 组 看 成 是 电磁 场 的 运动 方程 ,与 从 牛顿 力学 运动 方 
程 导出 动量 和 能 量 一 样 ,每 块 小 体积 的 电磁 场 也 具有 人 能量 和 动量 . 
电磁 场 的 能 量 密度 ww 和 能 流 密 度 S 为 


w= 去 D'E+B.H), S—ExH. 


在 sw 不 依赖 于 上 时 ,有 能 量 守恒 方程 
aD 


az i 
+V'S=E.$ 


aB 
rtH EF +V* (EXH) 


aD 
oat 
=—E.j. 


所 以 ,代入 E= 二 一 EM* ,得 


=E.( 


—vxH)+H: (名 +vxE) 


9 


Ow jy.S+i Ei.j 
十 9 s+ = Et 


右 侧 为 外 来 电场 作 功 的 功率 密度 , 左 侧 第 三 项 为 欧姆 (G. S. Ohm,1787 一 1854, 德 ) 
热 功率 密度 ,第 二 项 为 单位 体积 散 出 去 的 电磁 场 能 流 , 第 一 项 为 电磁 场 能 量 密度 
增加 率 . 


2.1.3 ”电磁场 动量 守恒 方程 
定义 电磁 场 动量 密度 g 和 电磁 场 应 力 张 量 7T 为 
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g=DxB, 
T= (ED+HB)—(E: D+H:B), 
此 处 | 为 单位 张 量 , 除 其 xz,yy*zz 分 量 为 1 外 ,其 余 分 量 皆 为 0. 所 以 
Ts — (ED —E,D,—E.D.+H.B.— H,B,— H.B.), 
T, = (E.D, + H.B,), 
等 等 . 容易 从 麦克 斯 韦 方程 组 导出 恒 等 关 系 
DI /tt 


isk 代 表 z,y 或 x; 其 中 右 侧 第 一 项 即 库仑 安培 力 密度 ,作用 在 电荷 或 导体 上 ;第 二 
i ee 作用 在 介质 上 ， 


| 


或 
2 1 1 
fin = 到 Ye 十 二 BY (zi) 


在 sw 空间 均匀 时 ,伸缩 力 为 零 ; 第 三 项 为 电磁 场 动量 密度 的 增长 . 而 左 侧 如 对 体 
积 V 积分 后 给 出 在 V 边界 面积 S 上 作用 的 合力 的 分 量 ， 


有 DE De = TudsS. 


《注意 应 力 张 量 的 定义 , 即 区 ,为 垂直 于 ? 轴 方 向 单位 面积 上 所 受 的 z 方向 的 外 
力 . ) 如 对 任意 小 体积 积分 , 则 给 出 电磁 场 的 动量 连同 其 他 电荷 导体 及 介质 的 动量 
一 道 受 应 力 的 合力 作用 . 

在 上 面 定义 的 应 力 张 量 又 称 麦 克 斯 韦 应 力 张 量 , 它 给 出 作用 在 介质 上 的 力 ,不 
包含 e,p 等 介质 常量 对 介质 密度 的 依赖 部 分 . 

实际 上 ,即使 是 气体 ,ep 均 依 赖 于 介质 的 密度 r. 这 时 ,作用 在 介质 上 的 伸缩 
力 密度 尚 须 加 上 下 述 项 : 


于 [er 器 -er 委 ( 二 )] 
相应 地 麦克 斯 韦 应 力 张 量 需要 增加 一 项 


一 二 [对 一双) 


作用 在 介质 上 的 总 力 为 
一 方正 十 六 天 一 #[B v (2)-Evelt 


2.1 电磁 律 
下 二 9 
+ 二 (r 旺 一 Br 全 ( 声 ))] 
在 e 及 上 为 = 的 线性 近似 下 (e 一 eoe,,p 王 pop: ,tr 二 0 即 真空 有 a—L=1 出 工 EA 


at 
eole—l), = 革 ( 三 )> 二 (一 1， 


Jo 一 号 (一 DY 书 一 (二 一 1)V B’, 
2po \ pr 
这 结果 与 微观 分 析 相 符合 2. 
2.1.4 电磁 量 的 单位 制 


1， MKSA 合理 制 
本 书 采用 国际 单位 制 (SI) ,其 中 电磁 量 的 单位 制 是 四 个 基本 量 的 MKSA 合理 
制 , 即 选 取 长 度 质量. 时间 和 电流 的 基本 单位 分 别 为 米 (m) ,千克 (kg)、 秒 (s) 和 安 
培 (A) 组 成 ,其 他 电磁 量 的 单位 则 皆 由 此 通过 选 定 的 定义 方程 导出 . 
(1) 库仑 定律 
考虑 静止 电荷 q 在 无 穷 的 均匀 介质 中 对 另 一 电荷 9 的 库仑 力 , 从 (4)，(7)，(5) 
容易 导出 库仑 定律 (见习 题 2. 2) : 
F= 0 ， 
hrer’ 
其 中 g 和 9“ 为 两 静止 电荷 的 总 电荷 量 ,r 为 其 相对 距离 ,r 从 9 指向 g',e 为 介质 的 
电容 率 , 两 电荷 抽象 为 点 电荷 ( 设 为 球形 电荷 分 布 , 而 尺寸 很 小 可 以 忽略 不 计 )， 
(2) 平行 无 限 细 长 直 导 线 间 的 相互 作用 力 
其 次 考虑 恒定 电流 在 无 穷 长 的 细 导 线 上 通过 对 另 一 平行 的 电流 所 产生 的 力 ， 
从 (3),(6),(5) 得 出 每 单位 长 度 所 受 的 力 为 (见习 题 2. 3) : 
已 
2rd 
此 处 d 为 两 平行 电流 间 的 垂直 距离 , 和 袜 为 电流 (电流 密度 乘 以 横 截 面 ). 
(3) 电流 的 单位 安培 
电流 作为 一 个 基本 量 , 它 的 单位 安培 (A) 定 义 如 下 :安培 是 一 恒定 电流 , 它 若 
保持 在 处 于 真空 中 相距 一 米 的 两 无 限 长 而 圆 截面 可 忽略 的 平行 直 导 线 内 , 则 在 该 
两 导线 之 间 每 米 长 度 上 产生 的 力 等 于 2X10“ 牛 [ 顿 ]. 


中 参考 塔 姆 (H. E. Tawo) 著 , 钱 尚武 译 :电学 原理 》, 人 民 教育 出 版 社 ,1963( 译 自 俄 文 ); § 32 一 8 34， 
8 66. 

图 引 自 国际 纯粹 物理 与 应 用 物理 联合 会 (IUPAP) 下 属 符号 ,单位 .术语 、 原 子 质量 和 基本 常量 委员 会 
(SUNAMCO) 制 定 的 《物理 学 中 的 符号 ,单位 ,术语 和 基本 常量 》, 王 学 英 译 , 科 学 出 版 社 ,1992. 
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根据 上 小 节 公式 可 定 出 真空 磁 导 率 mm : 
pn = 4x X107 N/A: = 4x X10 H/m, 
并 且 它 与 真空 电容 率 e 之 间 满 足 关系 


Eopocz 一 ]， 


- 居 二 (9)X10'm/s 是 真空 中 的 电磁 波束 ,于 是 


Eopuo 


这 里 < 一 


人 o 一 


1 
X10 F/m， 


其 中 (3) 代 表 2. 997 924 58 准确 值 . 另外 ,还 可 求 得 真空 阻抗 Vwa7e = pwc 一 
376.730 313 461…Q=376.70. 

2. 高 斯 单位 制 

但 是 应 该 指出 ,关于 电磁 量 , 大 量 现 有 文献 ,尤其 是 理论 物理 文献 , 常 采用 高 斯 
〈C. F. Gauss,1777 一 1855, 德 ) 单 位 制 . 所 谓 高 斯 单位 制 , 即 凡 是 电学 量 如 EE 和 D，,p 
和 j 等 采用 绝对 静电 单位 (CGSE) ,凡是 磁 学 量 如 B 入 等 采用 绝对 电磁 单位 
(CGSMD). 它们 选取 的 三 个 基本 单位 都 是 厘米 (cm)、 克 (g) , 秒 (s) ,电磁 量 单位 均 为 
导出 单位 . 

(1) 高 斯 单位 制 下 的 方程 

高 斯 单位 制 下 ,与 (1) 一 (8) 相 对 应 的 方程 为 


V.B=0， 01) 
VxXE+ 十 名 =0， (20) 
_19D _ 4 , 
VxH- 土 办 = 弓 )， (3) 
V.D= hp, (4) 
f=pE+LjxB; (5') 
B=uH, C6) 
D=éE, (70) 

了 一 0(E+E*). (80) 


可 以 看 出 ,凡是 电磁 结合 在 一 起 的 公式 中 ,如 (2') ,(3'),(5'), 便 出 现 了 一 个 单位 折 
合 的 常量 c, 所 以 它 与 介质 无 关 . 在 高 斯 单位 制 中 ,介质 的 & 和 * 为 无 量 纲 数 (相当 
于 MKSA 合理 制 中 的 相对 磁 导 率 py. 二 p/po 和 相对 电容 率 e, 一 eyeo), 当 介质 简化 
为 真空 时 ,w 和 简化 为 1, 因 此 ,B 与 互 ,D 与 已 量 纲 相 同 . (3 7) 和 (4 ) 中 还 出 现 了 
4r 因子 . 


另外 ,能 量 密度 w, 能 流 密度 S, 动 量 密度 8 和 电磁 应 力 张 量 了 中 出 现 有 二 的 
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因子 ,并 且 $ 中 有 < 的 因子 ,8 中 有 二 的 因子 - 


(2) CGSE 单位 制 和 CGSM 单位 制 

我 们 注意 到 高 斯 单位 制 的 麦克 斯 韦 方程 组 和 库仑 安培 力 公式 中 ,c 本 来 是 作为 
两 种 单位 制 折合 常量 引入 的 . 

CGSE 单位 制 首先 根据 库仑 定律 


严 ' 一 gay 
Er 
定义 1CGSE 的 电荷 ( 静 库 仑 ) 为 在 真空 中 相距 1 cm, 斥 力 为 1 dyn 一 1 gcms ' 的 相 
同 电荷 在 每 个 上 的 电荷 量 . 
CGSM 单位 制 则 首先 根据 平行 无 限 细 长 直 导 线 间 的 相互 作用 力 公式 


定义 1CGSM 的 电流 (电磁 安 ) 为 在 真空 中 相同 的 平行 的 电流 ,垂直 距离 1 cm 每 
cm 导线 上 的 吸引 力 为 2 dyn(1 dyn 二 10“，N) 者 . 


我 们 注意 到 上 式 中 i 是 以 CGSE 计 的 电流 ,而 二 则 是 以 CGSM 计 的 电流 , 这 


样 , 通 过 对 储存 在 菜 顿 瓶 的 电 , 先 用 静电 办 法 测定 其 电荷 ,再 使 莱 顿 瓶 放 电 而 用 电 
磁 办 法 测定 其 电流 . 这 样 可 以 测定 同一 电荷 或 同一 电流 用 CGSE 表示 和 用 CGSM 表 
示 的 数值 ,从 而 测定 单位 间 折 合 常量 c. 韦伯 和 科 尔 劳 (1856)9 量 得 c 一 3X10"” cm/s. 
这 折合 常量 的 量 纲 , 从 库仑 和 安培 力 公式 比较 ,显然 是 速度 的 量 纲 . 但 数值 的 测定 
却 与 天 文 观察 ( 罗 默 1676 从 木星 的 卫 蚀 可 推算 出 光速 )、 地 面 实 验 ( 转 轮 通过 ,但 
反射 光 被 遮掩 , 菲 体 ,1849) 测 定 的 光速 一 致 , 似 非 偶然 . 麦克 斯 书 据 此 认为 光 本 
身 即 是 电磁 波 . 到 赫 效 (1888)9 实 验 产生 电磁 波 后 ,从 其 波 数 和 频率 的 测量 ,完全 
验证 了 电磁 波 速度 与 光速 相同 . 以 后 的 实验 并 且 验 证 了 ,无 论 无 线 电波 ,微波 ,红外 
光 , 可 见 光 , 紫 外 光 ,X 射线 ,Y 射线 等 都 是 电磁 波 ,只 是 频率 或 波长 不 同 而 已 . 严格 
地 讲 来 ,光速 依赖 于 频率 或 波长 (这 从 色散 现象 得 证 ), 所 以 e 与 电磁 波 的 频率 有 
关 . 这 须 考虑 到 介质 构成 的 本 质 ,后 面 再 讲 . 我 们 暂时 限制 电磁 场 随时 间 变化 的 频 
率 范围 ,在 这 范围 中 ,e 可 取 作 常 量 . 麦克 斯 韦 方 程 组 分 别 对 各 种 频率 的 电磁 波 取 适 
当 的 介质 常量 适用 . 


@® R.Kohlrausch,W. Weber, Pogg. Arm. Physik u. Chem (22),99(1856),10. 

® O.Rémer,Mém. de l'Acad. Sci. Paris,10(1666—1699),575;]. de Sav. (1676) ,223. 

®@ A.H.L.Fizeau,Compt. Rend. ,29(1849),90. 

@ H. Hertz,Sitzb. Berl. Acad. Wiss. ,Feb. 2, 1888(1888 年 2 月 2 日 向 柏林 科学 院 的 会 议 报告 ); 
Wiedem. Ann. Phys 交 ,34(1888) ,551. 赫兹 (1857 一 1894) ,德国 物理 学 家 . 
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3. MKSA 合理 制 与 高 斯 单位 制 之 间 的 关系 
两 组 物理 量 之 间 可 以 通过 下 列 关系 


(Aneo)'? 一 后 2 一 二 PE 


D* 瑟 
Gr/e) = 十 ，(4z) = 第 -， 
2B'_A*_M 
C4/po) 3 = 全 = 闻 ， 
> 


进行 变换 ,例如 ,认识 新 单位 制 下 的 方程 和 换 为 MKSA 合理 制 下 的 相应 方程 ,或 者 
相反 ;这 里 带 * 号 者 代表 高 斯 单位 制 中 的 物理 量 . (9,4 的 定义 见 29 页 ,P,M,X。， 
X。 定义 见 71 页 . ) 
表 2. 1 则 给 出 MKSA 合理 单位 折合 成 高 斯 单位 的 折合 因子 . 
表 2.1 MKSA 合理 单位 折合 成 高 斯 单位 的 折合 因子 


物理 量 | ”MKSA 合理 制 折合 为 高 斯 单位 制 
符号 名 称 (CGSE 或 CGSM) 
| 
(3) X10°CGSE 
des A | 安 [将 (=10-: CGSM) 
| 
伏 [ 特 ]== 瓦 [ 特 ]/ 安 [ 培 ] We 
2 电势 U 二 焦 [ 耳 ]/ 库 [ 仑 ] X10 CGSE 
3 电量 9 C 库 [ 仑 ]= 安 [ 培 ] 秒 (3) X10°CGSE 
4 磁 通 量 中 Wb 韦 [ 伯 ]= 伏 [ 特 ] 秒 10* CGSM( 麦 克 斯 书 ) 
5 电阻 a 欧 [ 姆 ] 一 伏 [ 特 ]/ 安 [ 培 ] |rX10-" CGSE 
Vv 1 A 
6 电场 强度 EE 伏 [ 特 ]/ 米 X10 CGSE 
7 磁场 强度 本 全 | 安 [ 培 ]/ 米 4xX10-* CGSM( 奥 斯 特 ) 
8 电位 移 DD 号 库 [ 仓 ]/ 米 * 4rX(3)X10: CGSE 
9 磁感应 强度 B T 特 [斯 拉 ] 一 韦 [ 伯 ]/ 米 * | 104 CGSM( 高 斯 ) 
法 [ 拉 ] 一 库 [ 仑 ]/ 伏 [ 特 ] 和 
10 电容 C F 二 秒 / 欧 [ 姆 ] (3)? X10| CGSE( 厘 米 ) 
享 [ 利 ]== 韦 [ 伯 ]/ 安 [ 培 ] 
11 电感 L H 二 秒 欧 [ 姆 ] 10? CGSM 


四 “ 见 前 引文 献 :《 物 理学 中 的 符号 、 单 位 \ 术 语 和 基本 常量 》,68 页 
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( 续 表 》 
物理 量 MKSA 合理 制 折合 为 高 斯 单位 制 
符号 名 称 (CGSE 或 CGSM) 

12 电流 密度 j 全 安 [ 培 ]/ 米 * (3) X10 CGSE 
13 电荷 密度 p 芒 库 [ 仑 ]/ 米 (3) X10:CGSE 
14 电导 率 o 去 | 1 欧 [ 姆 ] 米 (3)* X10' CGSE(1/ 秒 ) 
15 能 量 密度 w， 加 i 和 10' 尔格 /厘米 :一 

应 力 Ts mr 焦 [ 耳 ]/ 米 ?一 牛 [ 顿 ]/ 米 ; 达 因 / 厘米: 

十 

16 能 流 密度 S 去 焦 [ 耳 ]/ 米 * 秒 10 尔格 /厘米 * 秒 
17 动量 密度 g Ed 牛 [ 顿 ] 秒 / 米 * 二 焦 [ 耳 ] 秒 / 米 ' | 107' 达 因 秒 /厘米 * 
18 力 密度 了/ 六 。 | 后 [ 顿 ]/ 米 ? 10- 达 因 /厘米 : 


注意 : 瓦 [ 特 ] 秒 一 焦 [ 耳 ] 一 牛 [ 顿 ] 米 ,容易 验证 最 后 四 行 - 
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2.2.1 电磁 场 的 矢 势 和 标 势 


我 们 注意 到 麦克 斯 韦 前 两 方程 可 以 通过 引入 电磁 势 A,q 使 之 恒 等 满 足 , 即 ( 注 


意 到 V .VyX=0,V XV=0) 
B=VXA, E-—Vp—- 


这 样 引入 的 矢 势 A 和 标 势 p 允许 有 任意 变换 (叫做 规范 变换 ) ,对 于 任意 函数 x， 


A A—VX, pp9+ax, 
都 不 影响 B 和 EE. 
2.2.2 波动 方程 


假设 介质 均匀 ,yeso 与 时 空 坐标 皆 无 关 , 则 将 HB,D-eE ,jo tj 
(J 类 二 aE 外 米 ) 代 入 麦克 斯 书后 两 个 方程 得 (注意 到 VXVX= 二 VV * 一 V2) 


(VY A VA +e2 (ve 给)+o(yp+ 验 )= .1%*， 


e( 一 Vzr 一 号 V “4)=p. 
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如 选 规范 变换 ,使 。A 十 sp 82 十 cup 一 09 , 则 有 
VA 一 iA 一 op 避 A = 一 打 笠 ， 


一 一 也 


Vzp 一 2 —op 2 
9 Yan? Haz? e! 


它们 都 是 波动 方程 


形状 ,其 路 ==1/ep 二 c? /erp. 
2.2.3 推迟 解 


当 频 率 固 定时 ,例如 了 中 含有 e-“ 因子 , 则 y 中 也 含有 e-”* 因 子 , 理 解 7( 实 
数 ) 二 了 复数)e-… 的 实数 部 分 . 则 得 y( 实 数 ) 二 y( 复 数 )e-* 的 实数 部 分 . 而 
(Vi +k =—f, 
其 中 
k= w’ 


= 等 名 = gw? +iopw 


= wp(etis)= Sp (etisS). 
定义 上 为? 的 正平 方 根 , (如果 o 三 0 则 & 一 全 之 0, 如 0 天 0 则 为 与 此 根 连 系 者 ) 则 
定 解 为 ( 定 解 条 件 为 没有 入 射 波 ,f(x) 在 有 限 区 域内 分 布 ) 

了 让 Pee 

jp = 二 下 rw Fr)dr 
我 们 注意 ,对 于 带 有 因子 e- 的 如 上 的 解 ,k 的 实数 部 分 为 正 数 , 随 : 增 大 而 |x 一 x | 
增 大 ,表示 从 * 外 行 的 波 . 如 o 二 0, 近似 e,y 不 依赖 于 有 关 频 率 ,由 于 方程 为 线性 ， 
允许 登 加 , 则 将 各 频率 部 分 琶 加 得 所 谓 推迟 解 : 


glx,t) 一 去 | [T(t ls!)ax. 


即 ,在 x 的 源 了 (x ,t=t 一 上 二 攻 |) 取 早 些 时 候 (< 的 值 ,恰好 使 其 影响 以 速度 


也 


在 t 时 达到 x 处 ;所 以 取 v(i 一 ?二 |x 一 x'|. 如 o 才 0, 则 中 有 正 虚 部 ,外 行 波 解 


@。 仍 有 规范 不 变性 限制 在 X 满足 | Y" 一 o 六 -总 =o 范 图 内 
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随 |x 一 x | 增 大 将 有 指数 衰减 . 换 句 话说 ,电磁 波 在 导电 介质 中 传播 时 要 剧烈 衰减 
(见习 题 2. 20). 注意 材料 的 电磁 性 能 (绝缘 还 是 良 导 体 ) 有 很 大 差异 , 例如 见 
表 2. 2. 


表 2.2 几 种 材料 的 电磁 性 能 


云母 石英 干 土 | 湿 土 砂 海水 铜 
oN im :) | 1.1X10™* | 8.3X10* | 0.015 | 0.015 | 0.002 5 5.8X107 
| 5.7~7 4.5 ~10 | ~30 | ~10 | 78 
2.2.4 辐射 场 


典型 情况 考虑 介 电 体 (o 二 0) 中 离 源 很 远 处 的 电磁 场 , 源 的 频率 w 给 定 , 源 所 占 
据 的 空间 有 限 . 在 观察 点 处 , 源 的 j,p 早已 为 零 . 根据 上 面 解 答 ,在 观察 点 处 的 电磁 
势 为 


一 4 i 


r= 相让 ox dx’, 
其 中 
k= 多 = wep = Verpe. 


从 此 ,可 计算 观察 点 处 的 电磁 场 ,BV XA 但 不必 从 EE 一 一 Vp 一 给 计算 ,可 直 
接 从 VXHe 疆 一 0 计算 (右边 本 为 也 但 在 观察 点 处 早已 为 0). 所 以 


Te dz， 


盏 = 一 二 vx | 放生 


而 注意 到 e “因子 ,YX 五 一 名 =。 简化 为 
VXH—e(—iwE=0, 

于 是 

ivVXH_ 


ew 


E= kivxH. 
3 


所 以 我 们 只 需 考虑 
2.2.5 多 极 矩 展开 
令 x 一 me,, 坐 标 中 心 取 在 dx' 的 积分 区 域 中 ,而 六 积分 区 域 尺度 , 则 近似 有 
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x—x|=|re,—x|= V 了 一 27er er Te x 
2 村 172 
=7(1— Fe.* x) a 


i 
i mn kt dx 
I 


我 们 注意 与 波长 有 关 ,因为 k 二 从 ,而 波长 :与 频率 " 的 乘积 即 是 波 速 v. 所 以 全: 


一 芋 = 也 一 忒 = io 一 2m 为 角 频 率 ), 当 积分 区 域 尺度 也 较为 小 时 ,指数 项 也 
可 以 展开 ， 
er 1 一 je x, 
分 母 更 可 以 近似 到 分 子 
(1-i, x) ~1+le,. x, 
r 
所 以 有 


| ~ 过 {1+( 十 一 达 )e。 “wa 


更 严格 的 展开 可 用 球 谐 函 数 和 球 贝 塞 尔 (F. W. Bessel) (及 汉 克 尔 (H. Hankel)) 函 
数 ,不 在 这 里 讲 了 (见习 题 2. 13). 总 之 辐射 区 分 为 电 偶 极 , 磁 偶 极 , 电 四 极 , 磁 四 
极 , 电 八 极 ,等 等 多 极 电磁 辐射 , 简 用 符号 E1,M1,E2,M2,E3 等 等 代表 . 重要 性 是 
按 上 述 次 序 递减 , 低 阶 的 辐射 不 发 生 时 , 才 需 要 考虑 更 高 一 阶 的 近似 . 


2.2.6 电 个 极 撼 辐射 
先 取 | 的 最 低 阶 近似 ,| ~ 守 |jCx )dx' .注意 只 * Cx)=(V * /x+ 六， 
而 由 电荷 守恒 方程 知 Y 。 7 一 iwp ,所 以 可 以 表达 为 (部 分 积分 后 V (J'x 人 页 
献 为 零 ): 
[= 一 w 之 |ex’ax’ =-w 守 p， 
此 处 p 代表 电 侦 极 矩 , 即 p 一 |Zx'dx. 从 


有 去 9xj -一头 v( 全 jxm 一 你 和 (1 一 走 )xr 


E=,/£ yxX 瑟 = 外 人生 (ex 六 Xe 
E 上 4re 7 
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下 
+t) se pe 一 站 


在 近 处 -< 只 有 电 偶 极 场 
[3 pe,—p], 


4xe yy 
但 在 远 处 r+, 则 只 有 电 偶 极 辐射 场 : 
有 = 名 之 6,xp, E=, /LH Xxe,. 
4 r € 
即 
a 
E= A ra tw Pejs 
代入 p 二 pe: 二 ple,cos9 一 essin0) , 球 坐 标 中 有 电 偶 极 辐射 场 
-她 ps 
H= 4 次 singey， 
a 
E= piesg sing ee. 


2.2.7 磁 偶 极 辐射 和 电 四 极 辐射 
当 电 偶 极 矩 p= 二 0 时 ,高 一 阶 近似 给 出 
[= 空 (二 一 达 ) [ce xj1 dx’, 
这 积分 的 被 积 函 数 中 含 张 量 x7 ,可 分 解 为 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 


de 
Di 


所 以 


CO0j (we 4) Ce Ee jz 
二 二 {Gere te J) eX x XO)}. 
利用 电荷 守恒 V "六 十 总 p =0 即 VV ， 放 一 iwp 得 
[ze » x )iup dx’ 一 |x x)V jdx 
=- | VDE (e,» x )}dx’ 
= 一 Ge x) + (Ce, jdan， 
运算 中 利用 了 分 部 积分 . 因此 
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[ce » x)j' dx’ = 一 学 x (e,» x)p dx’ 
一 er X | 到 (x Xj)dx’; 
其 中 | 去 (x Xj dx 一 m 为 电流 /产生 的 等 效 磁 侦 极 逢 .而 积分 包含 xx'p'dx 者 
为 电 四 极 矩 部 分 . 
， 为 简单 起 见 ,我 们 将 只 计算 其 辐射 场 ,n>>X. 这 时 tr 六 1, 可 以 取 工 一 这 一 过; 
另外 在 对 全 求 导数 时 只 对 指数 部 分 求 导数 即 可 ， 


dd [ 扩 ) 二 志 ww 让 和 认 
co 

i 了 

[~ 这 全 (e, Xm) 一 I 。 xp'dx' 


1 


本 本 
H= i ex{ 《er Xm) g ce x xp'dx’) 


1 了 i / 
一 pe 一 (m 。 oo] 一 学. (Ce Xx pa 上， 


4 
E= /tn Xs 


去 [ece x pdx 


注意 到 


= 到 we x (|zzordr)， er 一 Be XQ.e,, 
其 中 电 四 极 矩 按 一 般 习 惯 ,定义 为 
Q= {sxx ~—(x x)i)p dr. 
Q 中 1 部 分 在 e,X Q，e, 中 没有 贡献 ,e, X1，e, 三 0. 但 如 上 定义 之 Q 其 迹 即 对 角 
和 恒 等 于 零 . 所 以 


er 由. 1 ik ew 1 
H ee {m— (m* e,)e,} VE ‘XQ er) 
1 k ew 
二 二 -一 一 [e.X 门 . 
4 /ge 
2.2.8 辐射 能 流 


下 面 来 计算 辐射 能 流 (时 间 平均 引入 去 ): 


2.2 电磁 波 的 产生 
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加 = 二 Re (ExH').e 一 睫 J Rer HXxe,l 
= /2 RerlHl’ 
2Ne 
对 于 电 偶 极 辐射 : 
dP_ 1 k > 
df 2 aes pl 
= |p| lp 0,1*) 
32r7 Ve ? 
oR ed 
3 rie sin (p,e,). 
“对 于 磁 偶 极 辐射 : 


对 于 电 四 极 辐射 : 


一 1 一 工 2 rp 
一 1 一 本 一 了 ,所 以 


P=- 南 让 i I! (ED ,或 到 aN Ek’ lml (MD. 
对 于 电 四 极 辐射 (E2) :注意 到 
le, XQ.e,l’*=|e, XQ.l’: =|Q.,|’—|e,. CQ 
=|e,. Ql*—|le.. Qe,|’, 
其 中 Q, 三 Q，e,. 令 Q 的 分 量 为 Qs,e; 的 分 量 为 nz, 则 
le X Qe,|’ = nQssnQ; — n,QsananQ ns 
附 标 重复 出 现 的 要 求 和 . 对 角度 平均 有 


一 二， nnns — [dd + drdm 十 Su8w]i 
外 
卫 一 一 一 一 QQ ， 
by 1440f Vie™ 


这 里 采用 了 求 和 约定 . 
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2.3 平面 电磁 波 的 反射 和 透射 
2.3.1 平面 电磁 波 


考虑 绝缘 介质 ,o=0, 没 有 外 来 的 所, 则 j 二 op 二 0. 同 时 ,Vy *Jj 十 38 一 0 在 周 
期 振荡 时 的 解 有 e “因子 ,w 了 0, 给 出 o=0. 麦克 斯 韦 方程 组 简化 为 (均匀 介质 em 
为 常量 ) : 

pV*H=0,VXE—iwH = 0, 
eV*.E=0,VXH+iweE = 0; 
边界 条 件 为 Emm 连续 ,Hwn 连续 即 足够 ,这 是 因为 w 隆 0 时 , V* H=V* E=0 为 
后 两 式 的 后 果 . 
平面 波 解 为 (s 指 波 前 进 方向 的 单位 矢量 
下 cc eteroe， Hoc eer, k=w Vp = 
结果 有 
H=, /Es XE, E=—,/£sxH, 
pk € 
以 及 
s*E=s.H=0, pIHl|*=elEl’. 
于 是 能 量 密度 对 时 间 平 均 为 
pp El +ylal = eTET = THT 
2 3 


能 流 密度 矢量 
S 一 已 X 且 = 下 : 丁 ， 
对 时 间 平 均 为 
5 VE EE- VE TE ws, 
这 里 呈 - 计 : 


注意 均匀 介质 中 的 平面 波 的 电场 方向 ,磁场 方向 和 波 行进 方向 s 构成 三 个 正 
交 方 向 .在 :一 0 时 ~ 一 0 处 的 巨 除 方向 外 尚 包 含 振幅 的 大 小 和 相位 . 而 且 如 果 忆 的 


方向 和 振幅 大 小 及 相位 给 定 后 ,五 的 方向 和 振幅 大 小 及 相位 即 由 五 一 站 XE 确 
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定 .反之 给 定 H 的 方向 ,振幅 大 小 和 相位 , 则 EE 的 方向 ,振幅 大 小 和 相位 也 被 确定 . 
2.3.2 平面 波 的 反射 和 折射 


1. 反射 定律 和 折射 定律 

当 介质 1 中 有 人 射 波 (用 指标 1 表示 ) 射 到 介质 1 和 介质 2 的 界面 上 (界面 设 为 
平面 ,n，r 二 0,n 为 界面 法 向 单位 矢量 ), 从 实验 知道 在 介质 1 中 产生 反射 波 (用 指 
标 表示 ) 而 在 介质 2 中 产生 透射 波 (用 指标 + 表示 ). 我 们 将 求解 麦克 斯 韦 方程 组 ， 
描述 以 上 情况 ,抽象 为 空间 均匀 时 间 延 续 的 无 限 过 程 . 为 了 能 满足 介质 1 和 介质 2 
的 分 界面 mn，r 一 0 上 Ewa 连 续 和 Hwn 连续 的 边界 条 件 , 在 任何 时 刻 上 和 任何 位 置 
r( 只 要 7 限制 在 分 界面 n。r 一 0 上 ), 必 须 取 反 射 波及 折射 波 的 频率 与 人 射 波 


相同 ， 
入 射 波 Be 含 ov 因子 , 简 记 为 cj; 

a ele E" 含 的 让 因子 , 简 记 为 e?， 

介质 2 中 有 透射 波 Bo 含 ee" “因子 , 简 记 为 ce". 

注意 ;: sr 二 Ln*s) (nt 了 7 十 (nXs)。，(nXr), 而 在 分 界面 上 n*r 一 0 但 nxr 
任意 ,所 以 nXhs? 二 nXks" 二 nXkss" .这 表明 s"” 和 s" 都 在 s" ”和 nn 确定 的 平 
面 内 ,由 s® 和 nn 确定 的 平面 叫 入 射 面 ,取信 射 面 为 zz 平面 ,zx<0 为 介质 1,z>0 为 
介质 2， 


n=eE., $= ser se:, 


则 
hs = 有 sm 二 ks 又 ss 和 59 均 志 0 而 s 和 0. 

取 

so 一 sinb， s® = cosb:, 

5 = sinb,, s‘? 一 一 cosb， 

$s = sing,, s9 = cosb ， 
于 是 有 反射 定律 : 

.一 0， 

和 折射 定律 (n 为 介质 的 折射 率 ) : 


sinb ki_ th Veep nm 


sing， 名 也 fap mm 
2. 菲 泽 耳 公式 


注意 到 s，E=0, 以 及 HsXE, 所 以 了: 
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E® =—cosb, Aieo ， He 一 一 cosb， As。 GD ， 
人 区 =- A Ho- -AE , 

可 一 sing Are®, Ho= sing ALVE en. 

EY=—cosb. Tie®, HO 一 一 cosg T, 二 ee ， 
六 ZE 一 Tie®, H?= 一 Ti eu ， 
波 A 

FE 一 sing Tie®, He 一 sing T, 党 ec . 

E 一 cosh Rie®, H®?= cosh, RE ev, 
级 Eo Re -=- RE 
波 A 

E?= singRie®, He 一 sing RiA/ 鱼 ee， 


A 
在 z=0 界 面 上 (e® 二 e"” 二 e? 已 见 前 ) 有 8 十 E 名 二 E 女 ,以 及 HB 十 HD 二 He 邹 ， 
“ 切 ”代表 z 或 y, 共 四 个 边界 条 件 . 于 是 

cosb(A — RI) = cosb. TI， 


人鱼 (CA 二 RD = /ET 
A pz 


Ait+RiI=T,, 


/和 cosb(A, 一 Ri) 一 | 坚 cosg, T 
A pz 


这 些 条 件 分 为 两 组 ,互相 独立 ,分 别 相应 于 | 或 上 于 入 射 面 (符号 指 电场 方向 
而 言 ,磁场 则 相反 .所 以 上 叫 TE 波 ( 横 电 波 ), 而 ‖ 叫 TM 波 ( 模 磁 波 )). 例如 有 菲 
涅 耳 公式 (1823)@: 


Ti 一 2 Ve/ps cosb， 
Vez /pa cosb; + Vei/pr cosb. 
__2Vic_ 
~ Vac + ic 


A 


@ A.Fresnel,Mém. de 1'Acad. ,11(1832) ,393(1823,1 宣读 );Oeuvres,1,767. 
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— Vic le A 
a 
_2Vic 
Vl cty2e. 


二 9 


其 中 缩写 /= ， VE 及 ， ci 二 cosh;, c=cosh.. 


3. 反射 率 和 透射 率 
计算 通过 界面 面积 的 能 流 J ,流向 界面 者 只 有 人 射 波 , 反 射流 和 透射 波 皆 从 界 
面 流出 , 得 


?= 标 |A1l’ cosb 一 VIT1411zc， 


JP = |Rila, 


J = |The. 
和 类 似 的 上 关系 . 定义 能 流 反射 率 负 和 能 流 透射 率 9 
= a _IP_LITe 
2 一 让 一 珊 TAFe 


容易 验证 Ri 十 91 一 1,91 十 91 一 1 等 关系 . 
对 于 一 般 情况 ,容易 验证 对 于 入 射 . 反 射 和 透射 波 , 缘 有 J 二 了 十 Ji ;所 以 ， 


LAY 7 
RJT Rm + ta jm Fj 
和 类 似 的 关系 . 从 有 Ri 十 了 一 1,99, 十 7 一 1, 便 得 到 
mJ? 
多 十 9 = 机 二 市 一 1. 


注意 ,在 光 频 范围 ,y, 和 po 皆 接近 于 po ,在 ws1 近似 时 ， 


= sing. : sinb = 5 : st 


这 里 缩写 5 三 sinb,,s, 二 sinb, ,其 他 VI,V2 ,csc; 等 同 前 . 这 时 
RI _ sc— sc: _ sin20, — sin20. 


A 5ici 十 sece sin20. 十 sin20, 


sin(8 一 bo)cos(4 十 &) tan( 和 一 和 ) 
sin(G; TO)cos(O —0) tan(b.+0.)” 
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_ tan’ (0 —0.) 


R21 一 tan TO) 


RI _ sc 一 sc _ sin(b.—A) sinz(b — 0.) 


Al SCi 二 sic sin(G. 十 9)” 1 sinz( 十 9) 
两 者 差别 可 以 很 大 . 特别 可 取 8 十 .二 90", 则 1 一 0 而 9, 有 限 , 条 件 是 sinb : 
sinb 一 VE :VE , 即 tanh 一 /全 一 至 ( 例 如 从 空气 向 玻璃 人 射 ms 一 1. 52,0 一 


56"40, 则 1 二 0, 这 时 mi 尚 有 sin*23"20'~0. 16) ,这 样 的 6 称 为 布 颂 斯 特 角 ?. 经 
过 布 儒 斯 特 角 反射 的 光 的 电场 只 能 垂直 于 入 射 面 ,这 是 常 利用 的 一 种 手段 . 
4, 全 反射 


当 Vesja: Vapi 过 1 而 sinb 又 大 于 此 比值 时 , 则 
sinpb, 一 sinb /2 > 1， 
Eap 
产生 全 反射 现象 . 


简写 n= Pr sinb,>>n 时 得 
ip 


sinb. = 8, cosb = i Ee 和 一 Ts 
透射 波 含有 因子 
etu 一 exp 人 | 加 [sc 十 i /2 一 1 :|- iur|， 


cosb, 中 取 i 而 不 是 一 i, 因 为 透射 波 在 zoo 不 能 增长 到 无 穷 大 (边界 条 件 决 定 ). 在 
介质 2 中 有 电磁 扰动 ,可 以 在 介质 2 中 界面 证 波 长 以 内 再 引入 界面 而 观察 透射 到 


介质 3 中 的 辐射 2. 
在 z=0 界面 上 可 以 计算 能 流 
Eo x He ， 
或 用 复数 场 计算 : 
1 po Kb 1 pro Kb。 
[和 十 Be" )X 于 (He +H )|， 


容易 验证 能 流 的 y 分 量 恒 等 于 0; 其 = 分 量 为 


® D. Brewster, PhiL Trans. Roy. Soc. (London),105(1815),125. 
@® W.Culshaw and D. S. Jones, Proc。 Phys，Soc. ,B 66(1954) ,859; 用 1. 25 cm 波长 电磁 波 . 
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FP 3 | 1 
用 /1 (ni tT e+)), 


这 是 流出 流 进 的 振荡 函数 ,对 周期 平均 为 零 ;其 z 分量 为 


/ 坚 sa8 寺 f1T: 二 LT)， 
pa n 2 


平均 值 则 不 为 零 . 
在 全 反射 时 ,代入 
sinb, 一 nh cosb, = 二 sinzb 一 到 ， n= Eee/ Ep 
得 
RI ee tan2L i Vsin’Q, — ep /ep 
Al 2 时 Cosh 
El 
-Fn en ， NE Vsin’ Oh — epe/epn 
Al 2 Ecosb. 
pa 


在 jj:1 时 , 令 3=61 一 5 ,有 


6 9_ 
， tan 六 一 tan 
2 Bon or 
1 十 tan ytan 
1 sin_b —n 
他- 
名 Cosbi 
sin QO 一 于 
ncos’ bh 
_ cosb VsinO — ne 
sin’0.; “ 


这 式 在 0=rx/2(cosb 一 0) 或 4 一 临界 角 (sing 一 2) 处 缘 等 于 零 . 在 其 间 
(到 >4>sin 5m) 有 极 大 ,相当 于 
d and — 2 — tw)sinl -0， 
d0 2 simg VsimG —n 
即 出 现在 sin?0. 二 处, 极 大 信 为 


Bre 1 一 下 (U/ml 
2 2n 2/n “ 


玻璃 内 部 全 反射 时 , 荆 一 1. 51, 给 .一 45"56”, 相 应 的 0. 二 5120, 所 以 取 4. 一 48"37 或 


42 第 2 章 麦克 斯 书 电磁 理论 


bi 一 54"37' 均 可 达到 9 一 45". 连续 两 次 在 玻璃 内 部 进行 全 反射 , 便 达 到 8 一 90", 把 线 
偏振 光 改 造成 为 圆 偏振 光 了 ( 菲 涅 耳 蓉 体 9, 见 图 2. 1). 入 射 时 A1 一 AL ,出 射 时 | 
与 | 振幅 相等 ,但 相位 差 90". 这 又 是 一 种 常用 的 手段 . 


加 偏振 光 
图 2.1 菲 涅 耳 萎 体 


2.3.3 平面 波 的 偏振 


关于 线 偏 振 和 圆 偏振 的 意义 补充 说 明 如 下 ， 

令 波 沿 = 轴 传 播 , 则 E. 二 0, 对 于 单 频 波 有 
E, = aicos(wt + — kz) = Re{are eww )}, 
E, = azcos(ot +6, — khz) = Re{asre ew ™)}. 


为 消去 wt 一 kz， 


三 = cos(wt — hz)cosd — sin(wt — kz)sind, ， 
1 


二 = cos(wt — kz)cosb; — sin(wt — kz)sind,; 
2 
所 以 
cos(wt — kz) = [( )sina Sa ( 坚 )sna ]/sinc; —0)， 


到 

sin(wt 一 用 ) 一 [天 )eoss; — (EB)eosa ]/sinc, —6). 
利用 cos:b 十 sin2b=1 消去 wi 一 kz 而 得 
(ey 十 (E) 2E Ecos8= sind (OG=6—6), 
a 
这 代表 E, ,E, 在 椭圆 上 , 称 为 椭圆 偏振 . 

特殊 情况 当 8 一 mr(m 一 0, 士 1, 士 2,…) ,椭圆 退化 为 重复 线段 
[至 一 ”全 ] = 。， 


Qi 2 


称 为 线 偏振 
又 当 8 一 5,(m 一 士 1, 士 3,…) ,并 且 w 一 az 一 < 椭圆 简化 为 圆 EF: 十 Es 一 0. 


@® A.Fresnel,Ann. Chim. ,28(1825),147;46(1831),225;Ann. Phys. ,21(1831),276; Mém. Acad. 
Sci. ,11(1832) ,393(1823 年 1 月 宜 读 ) ;Oeuvres,1(1866) ,767. 
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区 别 3 一季 十 2mx(zm 一 0, 士 1, 士 2,…)， 所 以 


E,= acos(ot 一 们 十 六 )， 


E, =— asin(wt — kz +6), 
为 右 旋 圆 偏振 ;而 3 一 一 豆 十 2mx(m 一 0, 士 1,… 
|E, = acos(6, + wt — kz), 


E, = asin( + wt —he), 
为 左旋 圆 偏振 . 


2.3.4 人 金属 面 上 的 折射 和 反射 
如 介质 2 为 金属 ,o0, 则 只 消 取 : 
到 一 四 十 i 也 
w 
代替 ee，, 即 可 用 前 面 公式 . 
在 这 prjo 近似 下 , 令 VCE/e) 一 n(1 十 ix) 王 和 


(1 一 好 ) = Re(é/eo), 2nik = Im(é,/e0), 
Ri ,R 


R pew cos(O+0) 
A A Pe cos( 一 0 
则 有 
1 一 Pera 


_ sosgicosg VCEyeo) — sinil. 
1 二 pe “sinbsinb， singitan@. 


测量 P 和 4A( 给 定 4.,w) 便 可 定 出 金属 的 (é,/e。) 的 实 部 和 虚 部 . 简写 P 一 tany, 则 
1 一 Pere _ cosg— singe™ _ cos2y + isin2ysinA 

1l+Pe® cosy+ singe 1+ sin2ycosA 
前 式 ( 含 VCE2/eo) 一 sin? 扩 者 ) 平 方 后 分 别 比较 得 


(ez/eo) = (1— 0) +ionn) 
Ns tanzb(cos:2% 一 sinz2ysinzA) 2] _ ， 
A= sintg|1+ a } me(1 一 心 )， 


二 sirrgtantg sinageinA oni, 
B= Sirgteng TF dA 一 Ze 


从 这 两 式 可 得 


学 


二 {VET +A), 


me {VRTE A}, 
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A,B 为 实验 测量 量 . 
又 在 垂直 人 射 二 0,0.~0 情况 下 ,0. 一 6/a ,反射 率 
a 一 | 全 ?a |z1L 十 ie) 一 1| 
外 十 和 元 十 1 z(I 十 ic) 十 1 
一 二 dn 
(n+1) +nw (十 1 六 十 ce2 
表 2. 3 给 出 若干 金属 的 光学 常数 了. 


从 实验 数据 可 以 发 现 对 于 光 频 wx 关 一 一 二 一 . 例如 :一 5893 人 一 6000 及 一 


2eow 4rgoy 
0.6X10 cm, 则 v~5X10M s ,而 对 于 铜 Cu,o/(4reo) 一 5X107 s ,所 以 
oa/(4reoy) 一 103 ,而 mk 只 有 1.57. 到 红外 4 之 12 xm, 则 哈 根 和 重 本 斯 实验 2 的 反射 


表 2.3 金属 的 光学 常数 (1 一 5893 人 钠 D 线 ) 


金属 n np 贸 实验 
Na( 固 ) ~ 0.044 2.42 0.97 Duncan 1913 
Ag ( 块 状 ) 0.20 3.44 0.94 | Oppitz 1917 
Mg ( 块 状 ) 0.37 4.42 0.93 Drude 1890 
K( 熔 ) 0.084 1.81 0.92 | Nathanson 1928 
Cd ( 块 状 7 1.13 5.01 0.84 Drude 1890 
Al ( 块 状 ) 1.44 5.23 0.83 Drude 1890 
Sn ( 块 状 ) 1.48 5.25 0.83 Drude 1890 
Au( 电 解 》 0.47 2.83 0.82 Meier 1910 
Hg( 液 ) 1.60 4. 80 0.77 | Lowery B. Moore 1932 
Zn ( 块 状 ) 1.93 4.66 0.75 Meier 1910 
Cu ( 块 状 ) | 0.62 2.57 0.73 | Oppitz 1917 
Ga( 单 晶 ) 3.69 5.43 0.71 Lange 1935 
Sb ( 块 状 ) 3.04 4.94 0.70 Drude 1890 
Co ( 块 状 ) 2.12 4.04 0. 68 Minor 1904 
Ni (电解 ) 1.58 3.42 0.66 Meier 1910 
Mn ( 块 状 ) | 2.41 3.88 0.64 Littelton 1911 
Pb ( 块 状 ) 2.01 3.48 0.62 Drude 1890 
Pt( 电 解 ) 2.63 3. 54 0.59 Meier 1910 
Re ( 块 状 ) 3.00 3.44 0.57 Lange 1935 
WW ( 块 状 7 3.46 | 3.25 0.54 Littleton 1912 
Bi ( 块 状 ) 1.78 2.80 0.54 Meier 1910 
Fe (蒸发 的 ) 1.51 1.63 0.33 Meier 1910 


@ 转 引 自 M. Born,E. Wolf, Principles of Optics,Pergamon,London,1959,p. 618. 
@®@ E.Hagen,H.Rubens,Ann. Physik,(4),11(1903),873. 
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率 久 一 1 一 1.6X10 与 mek 一 邦交 到 (1 一 < ?| 让 n~nge~, /一 

(4 te 
» /area) 1 和 
2 [2 Pr :相符 (4 二 12 jm 之 y= 证 X10% gs 


一 2X104). 


人 
图 2. 2 显示 银 (Ag) 的 光学 常数 与 波长 的 关系 9, 其 中 下 标 expt 代表 实验 值 ， 
calc 代表 计算 值 . 可 以 看 出 ,nxesw: 在 4 一 3000A 有 尖锐 最 小 值 ,而 nm 在 1 一 5000A 


有 较 平 最 小 值 ,同时 ,在 一 3300A 时 ,反射 率 2em 很 小 .另外 ,注意 到 , 当 nx 之 n 时 ， 
有 = (1 一 «kr*)<0. 


a 


ni 


| 3 
1000 5000 10000 50000 100000 入 


图 2.2 银 的 光学 常数 与 波长 的 关系 
2.3.5 多 层 薄 膜 中 的 反射 和 透射 
用 加 村 和 各 罗 利于 和 生生 宇和 GO 于 和 
插入 光 程 msh 二 符 ( 真 空 波长 ) (了 Th, 3 等 一 样 ) 的 ms ~~2.45(TiOs) 或 ~ 


2. 3(ZnS) 可 以 增加 反射 率 m 到 0. 3 作为 分 东 器 用 . 如 取 严 一 2. 8(SbySi , 辉 饮 矿 )， 
可 达 外 =5 二 0.46( 其 余 0.08 被 膜 吸收 ). 如 在 空气 Cm 一 1) 和 玻璃 (n, 一 1.52) 间 周 
期 性 地 插入 四 分 之 一 波长 的 两 种 膜 , (nzhs 一 nshs 一 Ao/4,2o 二 5460 信 ,垂直 入 财 
二 0) ,如 x2 一 2, 3( 硫 化 锌 ZnS) ,ms 一 1. 35( 冰 晶 石 NasAlFs) 则 x-1 依 NN 套 双 膜 变 


外 M. Born,E. Wolf, 前 引 书 p. 620. 
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化 如 表 2. 49. 
表 2.4 多 层 薄 蜡 的 反射 率 
N 0 1 2 3 4 
ant! 0. 306 0.672 0.872(0.865) | 0.954(0. 945》 0, 984(0. 97) 


(括号 中 数字 为 实验 测量 的 结果 , 见 P. Giacomo, Compt. Rend. Acad. Sci. ,Paris,235 (1952),1627. ) 


比 布 儒 斯 特 角 好 的 办 法 , 仍 是 @1 一 0, 但 名, 可 提高 到 0. 79( 原 来 0. 16). 在 空 
气 (Cn 一 1) 和 玻璃 (ms 一 1. 52) 间 插入 x, 二 2. 5( 越 大 越 好 ) 的 介质 ,用 0 一 74"30/. 

上 面 只 考虑 了 平面 分 界面 的 情况 . 更 复杂 的 分 界面 也 可 以 类 似 处 理 . 介质 1 中 
人 射 波 给 定 后 , 则 其 他 的 波 ( 介 质 1 和 其 他 介质 中 的 ) 都 由 边界 条 件 定 解 . (参考 习 
题 2.21 和 2.22.) 


2.4 极 短波 长 近似 (几何 光学 近似 ) 


当 电磁 波 的 波长 , 比 所 讨论 的 问题 中 各 有 关 尺 度 都 小 到 可 以 忽略 不 计时 ,其 传 
播 规律 大 大 简化 . 这 在 几何 光学 近似 情形 适用 . 光 沿 光线 传播 ,其 局 部 行为 很 像 平 
面 波 . 


2.4.1 程 函 方 程 


用 je 代表 真空 波长 除 以 2x, 即 ts 一 把 ( 真 空 波长 lo 一 c/) ,换言之 , 皇 一 总. 
定义 程 函 Yr) 二 9Cz，y,z) ,由 电磁 场 空间 振荡 决定 如 下 : 
E~ exp(idHr) —iwt), H ~ exp(i E97) 一 io 
麦克 斯 书 方程 (如 j 二 og, 则 。 改 为 (十 i 所 ) ) 变 为 ， 
VXE-iH =0, VXH+iEeE =0, 
V:uH=0, VeE=0. 
当 fo~~0, 对 空间 求 导数 只 须 对 指数 项 exp (i 元 Yr) ) 求 导数 , 便 得 最 低 阶 近似 


方程 : 
(VD XE—qmH=0, (VHD XH+ceE 一 0， 
(VD. H=0, (VHP:E=0. 


@@ M. Born,E. Wolf, 前 引 书 p. 69. 
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从 这 导出 程 函 方程 
(VP’ = cz 一 到 ， 
即 
(器 ) + (2) + (BG) = (90. 

一 般 介 质 的 折射 率 ”可 随 位 置 变化 (例如 大 气 密度 不 同 ). 程 函 方程 为 几何 光 

学 的 基本 方程 . 等 程 函 曲面 
Sr) 一 zyyyz) 二 常量 

称 为 波 阵 面 (形容 词 “几何 光学 近似 下 的 ”省 去 ). 

与 平面 波 情况 一 样 ， 外 与 能 量 密度 关系 : 


S=ExXH 直 FV9 一 站 了 EV% 
2 更 ) = eEr 
定义 能 流 方向 的 单位 矢量 * 一 YE 和 能 流速 度 v 一 一 一 一 <, 则 有 
Vep 
S 一 (wu)s. 


注意 能 流 方向 处 处 与 等 程 函 曲面 垂直 (关于 ms 一 V9 的 意义 见 图 2. 3). 


+ d= 常量 


-常量 
ds oD 


dF -dr =ndy 
图 2.3 m 一 Vy 的 意义 


2.4.2 光线 微分 方程 


几何 光学 的 光线 即 定义 为 等 程 函 曲面 的 正 交 轨 线 . 光线 前 进 方向 取 为 能 流 方 
向 . 令 光 线 上 任 一 点 了 的 位 置 为 r=r(s) ,作为 线 上 弧 长 * 的 函数 , 则 ? 


于 一。 所 以 光线 方程 为 


人 四” 弧 长 平方 du 一 dr。 dr, 所 以 矢量 下 为 单位 矢量 ,方向 与 等 程 本 曲面 委 直 . 


48 第 2 章 麦克 斯 书 电磁 理论 


从 光线 方程 可 以 导出 不 含 % 的 光线 微分 方程 
d/, dr 
Bw 
因此 ,在 均匀 介质 中 一 常数 时 ,5 一 0, 给 出 r 一 sa 十 8Ka 浊 党 矢量 )， 即 光线 
为 直线 . 如 ”不 均匀 ,从 光线 微分 方程 容易 得 
dr 
ds 
即 光 线 向 折射 率 高 的 区 域 弯 转 (注意 9 指向 曲率 中 心 方向 )。 


“Vn>0, 


2.4.3 评注 


几何 光学 近似 解释 了 光 的 波动 说 并 不 与 光 的 直线 传播 矛盾 ,只 要 光波 长 短 , 横 
波 可 以 解释 偏振 .对 于 几何 光学 的 明暗 边缘 处 ,如 果 观 察 细致 到 波长 数量 级 处 , 则 
有 衍射 条 纹 出 现 , 表 明 波动 的 干涉 效应 . 对 于 衍射 问题 ,这 节 引 入 的 几何 光学 近似 
展开 式 当然 还 可 以 保留 高 阶 项 ?, 但 不 如 用 上 节 电 磁 光 学 直接 处 理 边界 条 件 ( 加 强 
计算 数学 ) 好 . 过 去 有 些 标准 情况 可 严格 解 ,但 方法 不 能 够 推广 到 实用 问题 上 . 还 有 
近似 方法 ,利用 基 尔 替 夫 恒等式 ,对 边界 值 作 些 假 设 ,但 其 精度 可 能 有 问题 . 进一步 
可 参考 玻 恩 和 沃 尔 夫 的 专著 2. 


习 题 


2.1 试 以 电荷 守恒 为 例 ,证 明 守恒 定律 的 微分 形式 为 
a 四 
5 “了 一 0. 
证 :因为 
Tv .jdy = 中 .jds, 


其 中 为 dS 面积 元 的 外 法 向 单位 矢量 , 右 侧 代表 矢量 了 流出 面积 S 的 总 量 , 每 部 
分 为 n， jdS 二 |j|dS cos9(9 为 j 和 n 之 间 的 夹 角 )( 可 以 看 作 是 j 的 垂直 于 面积 元 


@ 一 阶 近似 给 出 启 , 丰 的 传播 方程 
号 + 二 (v Ion)E+ CE Y lnn2VS 一 0 和 名 * 丰 ,ore 
其 中 兴 一 V9 。V. 从 此 推出 单位 复 矢量 记 一声 / VBE" 请 蹲 1+( “V lnm)V9=0, 在 均匀 介质 中 色 沿 


每 根 光线 不 变 . 
©® M.Born,E.Wolf,Principlesof Optics,Pergamon,London,1959. 
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的 分 量 乘 以 面积 元 ,或 者 看 作 是 面积 元 在 垂直 于 j 的 平面 的 投影 乘 以 | 了 |). 如 果 了 
代表 电流 密度 , 即 每 单位 时 间 每 单位 垂直 模 截 面 中 通过 的 电荷 , 则 上 述 积分 代表 每 
单位 时 间 从 体积 V 的 表面 S 流出 的 电荷 ,这 应 等 于 体积 V 中 总 电荷 量 的 减少 率 ， 


即 一 恕 |pdV; 其 中 为 电荷 密度 .考虑 V 与 + 无关, 并 且 可 以 任意 选取 , 则 从 守 
恒 关系 的 积分 表达 式 : 


得 Y /十 32 一 0, 这 是 守恒 关系 的 微分 表达 式 . 

2.2 用 高 斯 定理 和 V * 了 =p 方程 ,证 明 点 电荷 g 在 < 一 常量 的 无 穷 介质 中 ， 
在 距离 -处 的 电场 强度 为 2 二 ,方向 为 从 点 电荷 指向 该 处 ;因而 证 明 库仑 定律 
F=,90, 


drer 

证 : 以 点 电荷 为 球 心 ,以 7 为 半径 , 作 球 ,球面 通过 该 处 , 点 电荷 9 可 以 球 对 称 
的 分 布 近似 之 . 分布 只 在 r<6 内 ,6 为 任意 小 量 . 从 积分 关系 有 

Iv .DdV = eav 于 |eav = 
用 高 斯 定理 并 注意 球 对 称 性 , 径 向 分 量 D, 与 角度 无 关 ， 
站 V .Dadv = bn .DdS= pas 一 D4xrr， 
所 以 D,=q/4rr: ,或 EE, 二 q/(4rer*), 方 向 由 n 为 外 法 向 单位 矢量 而 定 , 从 点 电荷 指 
向 该 处 . 如 该 处 有 另 一 点 电荷 9 一 | oav'， 则 将 了 二 pE, 对 dV' 积 分 得 库仑 
定律 : 
F= qq'/(4xer’), 
当 g 与 9' 同 号 时 ,下 为 正 , 代 表 相 斥 . 

2.3 ”应 用 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes,1819 一 1903, 英 ) 定 理 和 VXH=j 证 明 , 无 
穷 长 均匀 线 电流 ;在 垂直 距离 4 处 的 磁场 强度 为 采 一 57- 

证 : 设 线 电流 沿 十 z 轴 , 其 电流 密度 为 j 二 (0,0,j.),j: 二 i/(xa’).a 为 导线 的 
半径 ,在 导线 外 , 即 十 y 之 a? 处 , 则 j. 二 0. 注意 j. 为 常量 ,满足 V， 7 一 0, 是 恒定 
电流 . 

取 乘 直 于 z 轴 的 的 圆 ,面积 叫 S, 周 边 叫 C,C 的 取向 按 右手 法 则 与 S 的 法 向 相 
同 ,后 者 取 为 m 一 e-. 用 斯 托 克 斯 定理 得 


$n -dl= | .wx .ndS = [jas. 
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沿 半径 为 了 的 圆周 C 上 ,H 的 切 向 分 量 互 。 由 于 轴 对 称 与 角度 无 关 . 上 式 左 侧 一 
五 。。2rd, 右 侧 一 i, 所 以 H。 = 二 


由 此 再 将 安培 力 密度 jXB 积分 ,得 作用 在 i 电流 每 单位 长 度 的 力 ( 方 向 为 吸 
力 ) 的 大 小 下 为 
F= 夫 |jpH, ds'dr 
2.4 证 明 VXE+ 红 一 0 表示 法 拉 第 电磁 感应 
证 : 人 得 


o= | (wxz+ 绊 )， ndS = $E: .dl 十 | 32 .nds. 
取 S 和 C 与 ! 无 关 , 令 | .B ,ndS = @s ( 磁 通 量 ), 则 得 电磁 感应 定律 


a __3 
.di 一 感应 电动 势 一 一 卫 os、 


2.5 ”证明 内 部 界面 上 有 边界 条 件 : Bun 连续 ,Ewmn 连续 . 
证 : 从 V 'B=0 出 发 ,在 围绕 界面 上 某 点 取 小 体积 AV, 包 括 界面 两 侧 , 作 为 
上 盖 和 下 底 (界面 本 身 取 作 水 平方 向 ). 考虑 积分 


0= | vBdv = | an. Bds 


和 属国 
= | 。 ads+| un 。 Bds+| an .BdS. 


先 将 上 盖 和 下 底 分 别 从 界面 两 侧 趋 于 分 界面 , 则 由 于 上 盖 和 下 底 的 外 法 向 单位 矢 
量 的 方向 相反 ,而 周围 的 面积 趋 于 零 , 得 


| .ma ds 一 | Ba dS = 0. 


上 盖 下 底 可 任意 选取 ,唯一 条 件 必须 包含 界面 上 某 点 在 内 ,所 以 得 Bun 连续 的 界面 
条 件 . 


又 从 vxE+ 鲁 二 0 出 发 ,在 围绕 界面 上 某 点 取 小 面积 AS, 其 边界 C 包含 界 


丽人 一 段 又 有 两 垂直 段 将 上 述 界面 两 侧 两 段 连接 闭合 ,后 者 沿 法 
线 方向 . 当 边界 C 上 下 两 切 向 段 分 别 从 上 下 两 侧 趋 于 界面 时 ,垂直 段 长 度 趋 于 
零 , 在 


DB 9 
0= Tv x+ 十 强 ). nds 一 [= “d+ 名 [B+nds 
中 ,最 后 一 项 面积 分 必 趋 于 零 ( 因 为 AS-*0) 而 右 侧 前 一 项 线 积分 在 界面 两 侧 各 有 
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一 段 贡献 ,但 其 dl 的 方向 相反 . 而 C 随 AS 一 道 可 任意 选 ,唯一 条 件 必须 包含 界面 
上 某 点 在 内 ,所 以 得 Bam 连 续 的 界面 条 件 - 
2.6 定义 V=e e635 +e:2' 证 明 以 下 三 式 为 恒等式 : 


VX(V 5) 二 0 (s 为 任意 标量 函数 )， 
VCVXm=0 (wv 为 任意 矢量 函数 )， 
VX(VXW=V(V mV 


其 中 V* 三 V * V. 
2.7 柱 坐 标 和 球 坐 标 系 中 矢量 算 符 的 表示 . 求证 
i a :A E 标 
V 一 3 “86 + “rp 35 ( 柱 坐 标 )， 
| 人 
VY=ear+e7 a6 Crain Bg 〈 球 坐标 ), 
证 : 柱 坐 标 中 
p= Vrity, 9 一 tan' 之 ， 
或 反之 


工 一 pcosp, y= psing. 
jn 9 9 i 
用 V=eaz teayteazit 算 
Vp=eT+e,2 = ecospte,sing = 0,, 
P p > PT 站 


Vp= “之 (tan 4 尝 )+ 6 区 (mn | 


BD 
一 e 二 时 ， 
P 


> ee 
ory 
最 后 一 步 是 由 于 ev 一 一 ersinp 十 eycosy. 

球 坐标 7,0 可 从 柱 坐 标 =,p 再 做 一 次 类 似 变 换 得 到 ， 

r= V2 +o, 0=tan’ i 
或 反之 
z= rcosg， p= rsinb. 

同 9 9 恋 必 Ee Wt- BK 和 款 

正如 同 直角 坐标 的 ea 十 e3y， 变 为 柱 坐 标 中 的 ep i a 样 , 柱 坐标 中 


a .18 
arter ag 同样 ， 


@, 一 e-cosg 十 ersing 一 e: cosg 十 ersingcosy 十 eysingsinp， 


的 e. 巡 十 6, 总 变 为 球 坐 标的 
z Pp 


52 第 2 章 麦克 斯 书 电磁 理论 


es —=— esing + €,c0s0 一 一 ecsing 十 ercosbcosp 十 eycosgsinpj 


而 
er ty 
不 变 ,e, 二 区 总则 代入 一 rsing 得 e 2 
Hi 8 人 7 


2.8 “在 直角 业 标 系 中 证 明 下 列 矢量 导 孝 运 算 公式 ， 
V* (WXW)=r* (VXWD—u* (VXY), 
Vu WD=uX(VXD+u VrtryX (VXD+ Cy Vu, 
VXCuXWD=uV nm 二 CVD) 一 mV zw) 一 (LV)y. 
证 : VCu* 外) 的 工分 量 为 
各 Guovs 十 二 一 ww 时 十 十 十 (umnw). 


写 出 a 带 十 十 表示 a 取 遍 ZXyz, 十 (u*v) 表 示 再 加 由 前 面 所 有 的 项 将 u,v 互 换 所 
得 .再 经 过 改造 ， 


av -va uv 全 二 9 es 
“BO “9 "da” “da 7 
即 得 
.人 人 -ren 
一 [wx(VXm 二 (uv V)m 的 xz 分量， 
即 得 所 求证 的 第 二 式 . 


同样 ,YX(uXm 的 = 分 量 为 


9 0 一 (we 
{ 芒 or 蕊 wo (uv) 
ww 十 vou + Au: ni A 


ar “ay “Oy 


(uv), 

此 处 前 两 项 从 :8. (wv:) 得 来 ,三 、 四 项 从 过 (vu) 得 来 ,这 是 从 一 Cu) 部 分 替换 
一 况 (w00) 者 . 

注意 wz 十 wu 一 (ur 本 一 0, 即 得 所 求证 的 第 三 式 . 


又 
V: (uxn= (让 corn) 十 A (uy) 


= [Es2 + wae 空 睹 十 一 Cerro， 
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此 处 第 一 个 { } 中 第 二 项 可 用 一 Se ( 即 其 一 (xs 要 者 ) 代 蓓 ,这 由 于 十 十 又 可 以 


934 ( 即 其 y>z>z>y 者) 代 蔡 得 


一 “5 


Quy 9xz 
ar By 
即 是 YuwXy) 二 yV。 (VXwu) 一 wu*，(V XY), 得 所 求证 的 第 一 式 . 
2.9 对 于 标量 s 和 矢量 v 和 w, 证 明 下 列 恒等式 : 
Vlsv)= (VS) .vv+TsV。n， 
VX(sv)= (Vs) Xv+s(V XY, 


Vuxw=u( )++— Gum), 


uxX(VXD=VD uu (VD = Vr ue Vy, 
最 后 一 式 中 V， 为 张 量 (或 并 矢 ),VY 为 其 转 置 . 
证 : 只 证 第 三 式 ,用 直角 坐标 系 求 其 = 分量 ， 
{eXx(VXn: =u(V Xr,— ulV Xr, 


=“( 台 一 路)-“( 和 一 站 ) 


av:_avz 
dz 8z 


(Se Ge, 十 Bi 所 (过 + “ 沪 4“ ) 


2.10 利用 习题 2. 7 和 习题 1. 1 的 结果 ,证 明 球 坐标 和 柱 坐 标 系 中 的 下 列表 
达 式 : 


再 加 上 ( )=0, 右 侧 即 为 所 求证 ， 


V X "一 a | 曾 (sin ve)— Ed 
1 而 匡 -六 mo 
+ 土 ( 刀 om 一 5)e ( 球 坐标 )， 
VX? 一 EAGA Ez 竺 全 5 ue), 
+ Em ( 柱 举 标 ); 
vs 一 [六 总 (” ED rE (sing 务 )+ zip js 
(S 为 标量 )( 球 坐标 )， 
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VvV:S=— [ 蕾 + 十 EE 六 |s (性 坐标 ). 


2.11 证 明 麦 克 斯 韦 方程 组 当 本 构 关系 式 较 复杂 时 ,可 以 选用 适当 的 L(B， 
巨 ) 函数, 建议 采用 


简单 情况 的 二 为 (下 一 生灵 ). 引入 电磁 势 4,p, 定 义 


B=VxXA, E--—vp— 关 , 
则 变 分 法 (其 中 5 与 69 任意 变 ) 
8 |L dxdt = | {1+ 2 — pp}dxdt 


与 VxH- 台 =) VD=po 等 价 . 


这 时 ,能 量 密度 
w=E.D+L, 

能 流 密度 

Ss=ExXH, 
动量 密度 

g=DxB, 
应 力 张 量 

T= (ED+HB)—(H.B—L)I 

满足 方程 


Bw iy.s——E.j+aL-[H.2B8—p.9E 
BR Ejtar [# B= 中]， 


VT=9+/+tVL-[LH: VB (D. VE 
其 中 f= 二 pE 十 j XB. 上 两 式 最 后 有 工 和 [ ] 的 两 项 在 简单 情况 分 别 为 
[BF 恕 (这 )-- 忆 如 (0 ] 戈 译 [Br (去 ) EF VCe) ] , 注意 这 只 是 的 s 那 部 分 . 


oat 
2.12 交 姆 起 效 (1821 一 1894, 英 ) 方 程 求 解 及 基 尔 霍 夫 (1824 一 1887, 德 ) 
公式 0@. 


交 姆 霍 北方 各 为 


四 H. von Helmholtz,J.f. Math. ,57(1859),7. 
® G. Kirchhoff, Berl. Ber. ,(1882) ,641;Arm. Physik(2) ,18(1883) ,663;Ges. Abh. Nachtr. ,22. 
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(Vi +k)u =—f, 
右 侧 非 齐 次 项 为 源 ,k? 为 常量 ,可 以 是 复 量 ; 
u = u(x),f = f(x). 
我 们 定义 为 有 的 下 概 ; 即 可 并 沁 Relk) 之 0, 实 部 不 为 负 者 ( 另 一 根 一 & 的 实 部 则 
不 为 正 ), 又 定义 基本 解 v ,vi 一 证 TT 注意 wm 满足 


(V2: 十 好 )m = 0(|x—x|> 0). 
为 验证 此 点 ,可 将 原点 移 至 x; 处 而 令 |x 一 x | 二 7, 则 利用 w 对 此 新 原点 有 球 对 称 


5 十 息 ) 宇 = 1 (Br +) = (>0. 


取 积 分 区 域 V 不 包括 xi 点 在 内 , 则 有 
| ww 一 mVaodV 


= [ev: 十 刀 )w —v(V’ +k)udV 


a 
= | vifdV = | fr)dx. 
利用 格林 CG. Green,1793 一 1841, 英 ) 定 理 , 上 式 左 侧 可 变换 为 面积 分 
fv 一 mV cn ds 一 |. (uV wi — hy mdSi， 


此 处 S; 只 包括 x 在 内 , 取 为 一 小 球 ,nn 由 x; 点 指向 外 ,而 S 为 V 的 外 边界 ,n 指 
向 外 . (本 来 V 的 边界 为 S 十 S51, 在 S, 上 n 从 V 看 来 指向 x ,n 王 一 而 ,而 从 翅 点 
小 球 看 指向 V. ) 对 小 球 的 面积 分 ,用 x 为 原点 计算 ， 


-| (Yu 一 wwVux。mdSi 
人 
=4r[ “二 ( r )+( Ed 
当 v0 时 ,上 式 趋 于 十 4xui[u 指 w(x), 即 在 x 点 之 值 ]. 所 以 ( 左 侧 的 V 趋 于 包 
括 xi 点 ) 


Eien 
| 


下 
u(x1)= 起 T= flx)dx 
wt, 全 [YS 
注意 这 是 效 姆 霍 兹 方程 的 基 尔 堆 夫 型 的 公式 , 它 本 身 是 个 恒等式 . 选取 一 k 为 也 
得 相似 的 恒等式 . 
波动 方程 
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:2_ 9? \- 
(Y EE = 名 三 = 各 
其 中 U=U(x,t),F 二 F(x,t), 可 以 从 交 姆 者 兹 方程 合 加 而 得 , 即 ( 对 w 县 加 号 省 
去 ) 
U(x,t) = ulx)e™, F(x,t) = f(x)e™, 
每 个 频率 的 u(x) 和 f(x) 满足 刻 姆 霍 兹 方程 ,其 中 
2 


kk = 乞 ， 即 k= elw> 0). 


所 以 将 上 述 交 姆 才 效 方程 的 基 尔 霍 夫 恒等式 改写 为 
1 1 ies! 1 
4r Jv [x—xl fwdr dx | 人 MEeF| 


ET Vt ikuernl Vx—x | 
~ Tx—=xl lx—x| 


ee 


u(x1) 


jads, 
乘 以 e “后 ,注意 


u(xi)e™ —> U(x ,t) 


Eal f(x) = ee) fx) — F(x -el)= [CF], 


En u(x) 一 > u(xot 一 Lsl)s [uj], 


Et Vu— [Vuj, 
求 VU 时 不 对 上 微分 ,注意 这 与 VLU] 不 同 . 而 
eenliku >— (20 

(5)， 


Un ,= [F(x,t)]Jdx— 去 |。 (tdIvT aT 


寺 ， [1 
au] 1 
-Te 1 [VO] [号 et 
注意 这 是 波动 方程 的 基 尔 霍 夫 公式 , 它 也 是 恒等式 , 如 在 效 姆 霍 效 方程 用 一 k 的 恒 
等 式 ,同样 得 波动 方程 的 另 一 个 恒等式 ,在 [ ] 中 变 c 的 符号 即 是 (因为 4 一 兰 , 所 以 


变 上 的 符号 相当 于 变 c 的 符号 ). 
当 源 的 分 布 在 有 限 区 域 以 内 , 定 解 条 件 为 没有 人 射 波 时 , 取 效 姆 霍 兹 方程 的 基 
尔 霍 夫 恒等式 中 Re(k) 之 0 者 ; 令 V 的 边界 S 趋 于 无 穷 , 则 面积 分 项 趋 于 零 . (因为 


er a 
uR Vu~ 谈 4, 而 
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le 


去 |,(* vi 1 TT Ww) "ds 


~ Ra ie ex 
尼 ( 呈 iT a 


忽略 的 项 为 R-. ) 所 以 定 解 即 为 二 | ET f(x)dx， 只 有 外 行 波 . 用 波动 方 
和 
1 1 Ix—nxl 
ps F(x - )ax. 
(如 用 另外 一 个 恒等式 , 则 面积 分 不 能 消去 . ) 
2. 13 ” 球 谐 函数 展开 与 多 极 矩 . 用 球 坐标 ,有 下 列 展开 式 


人 / 
三 nd 7) 


|e 


i 于 和 六 Yi (0 9 ) Yin 0,9), 
其 中 y 是 x 与 x 之 问 的 夹 外 
cosy = cosbcosb' + sinbsinb' cos(p 一 8 ) ， 
而 Pi(z) 为 勒 让 德 (A. M. Legendre) 函数 , Yu (9,9) 为 球 谐 函数 ; 球 谐 函 数 公式 见 
本 题 后 附录 . 
类 似 地 ,还 有 下 列 展开 式 


Ee 


ToT DY) (24 十 1) jlhkr Yhilkr)Pi(cosy) (r>7), 
所 


其 中 球 贝 塞 尔 函数 jCz) 和 h'(z) 的 表达 式 是 : 


jz) = Sn (Cz) 一 ee 起 )( (党 3 =)， 


wo 开本 -ice( 壹 ) 人 ) 
这 里 Re on 
当 k>0 时 ,利用 zr 一 0 时 
ji(x)— 


后 者 便 还 原 为 前 式 . 
当 盖 ce 时 ,利用 zcc 时 之 渐 近 展开 


hz) 一 (去 ) 三 


zx QDI! 
TE A 
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这 |x 一 | 
下 [一 nd J DY sg )Ym (0,9) 


莹 总: 人 jr ) BY) Yin (0,9) 


7 1 m=—l 


或 
= DL+ Di P(eosp), 
名 
又 左 侧 当 一 "= 时， 
esl ew Ea 

pg i De , 

[x—x| r 
因为 


, 
[x—x | V 了 一 Zre ex 一 r(1 一 和 二 )= -一 ez， 


7 


所 以 消去 e*/r 因子 ,再 令 ke, 三 ,并 将 i 换 成 一 i, 则 得 平面 波 的 球 谐 函 数 展开 式 
(x' 改 写 为 x) 


es 一 Bic2r+ Dji(kr)P, (cosy), 
此 处 为 上 与 x 之 夹 角 ( 原 为 6 与 x 之 夹 角 ). 
- 在 考虑 苯 电 分 布 A(x) 时 ,习惯 上 把 在 关闭 dx 中 产生 二 TY (9,9) 的 势 
的 源 称 为 p 的 21 极 矩 21 极 矩 正比 于 积分 
epsrodr 
更 确切 些 ,将 入 二 7T 展 开 为 


, i , lo 
i | 总 


1 xx 1 3x'x' 一 |x |21 


Yl Te Sa Te 
则 有 
零 极 矩 (! 一 0): g= JecYar’, 
偶 极 矩 (! = 1): p= ecoradr， 
四 极 矩 (! 一 2): Qa= Jecx HE’ 一 zl 站 dr 


于 是 
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| em PX FlQ:m... 


Tx—x] w} Ts ] xz 上 
附录 : 球 谐 函 数 公式 了 
Yi ll,9) = /EE Mom! pr (cosg) em, 


(+m)! 


Yi 0 9) = (—)" Yi, (0,9)s 
其 中 P”(z) 为 连带 勒 让 德 函数 
pr(z) = dl dn), 


dz”201 dx’ 
而 勒 让 德 函数 P,(x) 为 
出 ,xz 4 
Pa = 
前 面 几 个 球 谐 函 数 如 下 : 
1 
A 
”Vt 
Yn 一 一 Ea singe”® 


Yn 一 一 大 sinbcosbe” 
8r 

= /5 (3c080— 1 

Yn = 二 (zeos4 5) 


Yi "区 sin’ Ge 
Ya 一 ,县 sin’* Ocosbe’® 
Ya =--\ 攻 sing(5cos20 一 1)ey 
Ya 一 /EE (号 cowe 一 cos0) 


2.14 ”闭合 恒定 电流 的 磁 偶 极 矩 . 闭合 恒定 电流 可 以 看 做 是 电流 管 组 . 电流 管 


@ 见 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 :特殊 函数 概论 ), 北 京 , 北 京 大 学 出 版 社 ,2000;238 页 ,228 页 ,211 页 . 
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壁 无 法 向 电流 密度 , 即 j, 一 0,n 是 管 壁 的 法 向 . 沿 流 管 的 电流 密度 与 流 管 的 横 蕉 面 
成 反比 , 沿 流 管 的 长 度 上 jdS 不 变 .对 闭合 电流 有 | Jay=jds do. dl 一 0 表 
示 电 流 管 闭合 . 今 考虑 闭合 恒定 电流 在 磁场 中 受 力 的 总 和 ， 
F= 呈 Xx BdV. 

设 积分 区 域 (电流 管 闭合 ) 较 小 ,B 的 变化 取 到 线性 近似 

9 D 9 

F. = 人 人 (= 六 +y> 襄 +< 冯 )B， 
B a 9 
一 (= 芒 + 区 += 尖 )B-jav. 
将 zj 分 为 二 (zjy 一 好 -) 十 到 (zj 十 2Jr)， 并 注意 到 后 者 积分 无 贡献 (同样 zj 的 
积分 也 无 贡献 ) 
去 [cm,+wooday = 二 [ty Gry -zy vv =0, 

因为 Y .j=0 及 j=0; 并 将 前 者 写 为 

硅 (zjy — WdV = me 


于 是 得 到 
F.——m. oe — tt 2 
=m tnt 
= 也 om;B)， 


这 里 利用 了 V。 B 二 0,m 为 积分 后 的 量 ,不 再 被 求 导 . 上 式 表 明 
下 一 一 YU， U = 一 (m。 有 B); 
所 以 有 如 mm 为 一 磁 矩 ,在 磁场 B 的 能 量 为 U. 
2.15 设 电 四 极 矩 为 轴 对 称 电荷 分 布 所 致 , 求 其 辐射 能 量 分 布 . 


取 Q- 一 Q, ,而 Q- 一 Qu 一 一 寺 Q,, 其 他 分 量 为 零 .代入 
二 于 
三 Qe: Fl 
得 
loxQ:el = YQ |e Xee.. el = #1Q, lsin’geos'b, 


所 以 
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RS 2 
d9 512r Vey 
辐射 能 量 在 6 一 45" 和 135 方向 最 大 . 
2.16 设 天 线 长 工 ,电流 振 划 的 振幅 沿 天 线 不 变 . 证 明 辐 射电 阻 (总 辐射 功率 
P 与 有 效 电 流 的 平方 之 比值 ) 为 (R。 二 Vp /eo 二 3770): 


和 红 () Rs = 789(£) 0. 


| Qu |?sin’ Gcos’0, 


3 
证 : 
Ez Re ow 
H Vx| 直 pT VX grisSLe. 
电流 沿 = 轴 方 向 ,JS 一 局 所 以 
H- Wl!s €rXe:, 


a J CE ne Li EN i 
20 as 6 Tu sin’0 一 Rs (3 ) Fr sinb 


对 dQ 积分 后 |sinzbdo = 坚 , 所 以 


Rw = (LL)R,. 


2.17 取 ABCD 正方 电流 ,电流 方向 为 A>B,BC,C>D,D 一 A 或 A 一 B， 
C-~B,C-~D,A-~D, 密 度 大 小 相等 . 求 在 远 处 的 辐射 电磁 场 . 

2.18 从 能 量 守恒 定律 积分 求 LCR 电路 方程 ,并 求 其 共振 频率 或 振荡 频率 . 

解 : 为 与 能 流 密度 5S 相 区 别 , 本 题 中 面积 元 采用 dz 


GJwav+]s. nds+ [ar = [Bw .jdV. 
右 侧 一 [Bo* dlj ,dS =64#i; 
左 全 ay = 六 时 于 一 Ri?,R 一 去 
而 Jwav = [28t2" av. 


在 其 中 代入 E 一 一 Vp,B 一 VXA4, 分 部 积分 得 
[eav=| 红 “D+ 人 4- (VX yy 


= 二 [e+4 Dav 


二 法 2 时 + 过 “jdV 
8re 山 |x—x| 8r | 一半 
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而 C 和 上 为 电容 及 电感 的 定义 ,又 i 一 望 ,所 以 


?二 Li 和 二 Ri? 十 了 4 
外 来 DitRi 二 玄 


-RS 


或 
&4# 二 工时 十 Ri 十 此 4. 
当 68# 振 荡 频 率 为 w 时 (一 般 都 用 a ) 
外 来 @-ip -jc 


t= ， tang= 


(迷走) + 


1 一 全 
注意 在 wr 一 起 时 电流 最 大 ， 即 共振 频率 为 ww 一 -7E "共振 的 品质 因数 Q 一 Au 其 


中 Aw 以 功率 为 其 最 大 值 的 一 半 { 即 :is/Y2 的 频率 为 w 士 去 Au ) 的 全 频 宽 称 为 
半 峰 全 宽 . 当 Q 很 大 时 ,证 明 


ao 工 1 


Q~ = = 一 一 


R aoCR 
2.19 定义 面 电荷 密度 6 和 面 电流 密度 地 如 下 : 
Jeav ~ oanaa = jsaa 即 6= [ea 

dh 垂直 于 面积 元 dA ,同样 

iav 笠 [iaa， 
则 在 理想 导体 (c-~>co) 表 面 上 ,可 能 有 p 关 0 和 了 尖 0. 从 麦克 斯 韦 方程 导出 再 om 和 
Dasnm 的 间断 边界 条 件 

nx(H?—HV)=j}, n.(D?—D")= 6p; 

其 中 为 介质 (1) 向 介质 (2) 的 法 向 单位 矢量 .参考 2. 3 节 , 验 证 ( 取 o>oo 极 限 ) 


并 = 一 2A1 \/ 皇 ， 
A 
j, = 2A, , /Scosh,, 
A 


b=— 2Aesing.; 


其 间 有 V . j 一 iip 一 0. 
2. 20 定义 导电 介质 中 波幅 训 减 1/e 倍 的 距离 为 穿 透 深度 d, 证 明 4 一 zs， 
其 中 


为 真空 中 波长 ,而 n,x 由 下 式 定 义 
{n(1 十 ic))? 一 en(etis)= (er tis) 


注意 近似 公式 当 o>ew 或 a<ew 不 同 而 不 同 ,分 别 为 nzmwve 和 如一/ 雪 所 或 mn 


a0, a 纤 -_(nazc Ve 一 Vpier). 于 是 穿 透 深度 分 别 为 


er 2weo 
d = V27pow 或 d = (2/0)。，VE7 

计算 云母 . 砂 .海水 、 铜 中 紫外 (X610-7 mm) 红外 (hx104 二 10- m) ,微波 (2。 
一 10-1 m) .长波 (hus10; m) 的 穿 透 深度 . 又 水 的 相对 电容 率 ss80 指 电 频 (10 
Hz) ,在 光 频 小 得 多 了 . 光 频 电 频 皆 取 jz1. 

2.21 电磁 波 为 气 溶胶 或 悬浮 体 的 小 颗粒 散射 (大 气 中 云雾 虹 需 尘土 对 光 的 
传输 的 影响 ). 以 球 心 为 原点 在 球面 > 一 a 上 使 介质 1 和 介质 2 中 的 E,E, ,Hi, HH, 第 
连续 . 球 外 介质 1 中 有 E* 十 E” (人 射 波 加 散射 波 ) , 球 内 介质 2 中 有 透射 波 . 入 射 波 
也 分 解 为 球面 波 ,一 般 有 TM 波 和 TE 波 两 部 分 . TM 波 的 径 向 磁场 为 零 ,而 TE 波 的 
径 向 电场 为 零 .如 入 射 波 为 平面 波 时 ， 球面 波 需要 用 球 清 王 PCeovg | 9， wa 
详 见 M. Born,and E. Wolf, Principles of Optics,Pergamon,1959, 8 13.5, 

2.22 分 界面 * 一 =(z) 一 z(z 十 D) ,其 中 D 为 模 形 光栅 的 栅 线 间距 . 在 zw 过 < 


和 zu 光 机 区 中 er, 二 (ful) 为 x 的 周期 丽 数 ,可 以 作 传 里 叶 (J.,-B, -J Fourier) 展 


开 .例如 es 一 (esemm?， 傅 里 叶 系数 (e.)， 及 (十) 根据 = 一 =(z) 为 已 知 的 = 
| sage p 
的 函数 . 光 栖 区 将 引起 电磁 场 各 分 量 中 不 同 级 别传 里 时 分 量 间 的 奈 合 . 在 <x 的 


介质 1 中 除 人 射 波 (含有 es"… 因 子 ) 外 , 尚 有 各 级 衍射 的 反射 波 (含有 sy …, 力 
一 0, 士 1, 士 2,…), 其 中 0 级 衍射 的 反射 波 的 st? 为 $2 一 三,s 二 一 四 ;其 他 


(天 0) 级 衍射 的 反射 波 的 sf 为 3 一 地 十 各 轨 ,2 一 一 VI 一 G3)7 ;此 处 和 以 下 
V 为 正 实数 或 正 虚数 .同样 ,在 a 2 中 有 各 级 衍射 的 透射 波 (含有 
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多 因子. ) 其 中 江 满 足 如 咏 一 只, 襄 一 坊 十 5, 器 一 V0 中 J. 入射 
波 也 分 别 TM 或 TE 情况 独立 求解 后 再 全 加 即 可 .边界 条 件 则 需要 数值 求解 光栅 
区 的 麦克 斯 书 方程 ,才能 把 x 二 zws 和 x 二 zw 的 切 向 电磁 场 联系 起 来 . 光 机 区 的 麦 
克 斯 韦 方程 为 ,对 z 进行 傅 里 叶 级 数 展开 后 ,一 组 联 立 的 对 = 的 常 微分 方程 组 . 数 
值 计算 时 傅 里 叶 级 数 需 以 有 限 项 近似 . 详 见 R. Petit,, Nouv. Rev. Optique,t. 6,n° 
3(1975) ,pp. 129 一 135. 

这 个 方法 的 要 点 在 于 z 一 z(z) 一 z(z 十 也 ) 而 与 无 关 . 同样 方法 , 改 用 柱 坐标 ， 
即 可 处 理 圆 柱 形 分 界面 r 一 r(z) 一 r(z 十 也) 与 无 关 . 这 时 , 柱 内 柱 外 当然 需 用 柱 
形 波 合 加 (这 点 与 前 习题 中 的 球形 波 相 似 ). 


2.23 “从 光线 方程 ,n 竺 一 V9 推导 光线 的 微分 方程 


推导 : 取 导 数 、 光 线 方程 给 出 


生 (" 空 )= 是 w9， 


但 9 为 (z,y,z) 的 画 数 ,所 以 右 侧 一 (时 。Y )Y 再 用 光线 方程 ， 
有 侧 二 (VD .VV = 元 VCV905)， 
n 2n 


此 处 利用 了 习题 2.8, 并 注意 到 VXV9=0. 从 光线 方程 和 ds 一 dr，dr 得 (V9) 二 
型 ,代入 右边 后 便 化 为 所 求 微分 方程 . 


2.24 光线 的 微分 方程 全 (n 至) 一 Vn 与 变 分 法 
5 nd 一 0 
等 价 . 后 者 通称 费 马 (1601 一 1665 ,法 ) 原 理 9, 亦 称 最 短 光 程 原理 . 
证 : 
Jaas 一 ezya V 站 十 次 十 召 dt 
这 里 革 一 至 等 ;注意 此 处 + 为 任意 变量 ,不 表示 时 间 . 这 相当 于 拉 格 朗 日 函数 为 工 


二 n Vz? 十 ?十 2?, 变 分 法 给 出 


四 P.de Fermat (1657) 写 给 Cureau de la Chambre 的 信 中 阐明 , 见 Oeuvres de Fermat (Paris, 1891,2, 
354). 


习 题 65 


daL_aL_o 
diaz ezr 
等 , 即 
d ng _ an /TTT 
/ETT or I te 
等 ,但 
主 i 1 d_d 
训 十 六 十 站 ds 丈 十 区 十 开业 ds 
得 [nd 8972 一 
所 以 得 二 人 ) ar 0 等 . 
pa Py dr | Pe 
注意 | nd 一 | 人 "dr 一 | cv9 .dr=2 给 出 哈密 顿 主 函数 
局 Pp, a Pl 


1 


Wz2 ya T2311 YZ). 
2.25 程 函 方程 相当 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 0. 
证 : 


Jas 一 人 neeya Vz5 十 y 十 TI dz， 


相应 的 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 分 方程 为 
”一 (3z) - (2) +3 一 


移 项 平方 后 得 (VG)* 二 
注意 ,此 处 好 像 用 = 作 时 间 ,实际 上 用 任意 变 分 参量 均 可 ,如 工 或 > 


@ A.Fresnel,Ann.Chim.et Phys.,(2),1(1816),239;Oeuvres, Vol.1,89,129. 
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2.26 ” 基 尔 霍 夫 的 衍射 近似 和 菲 涅 耳 - 基 尔 霍 夫 衍射 公式 0. 
根据 习题 2. 12 ,对 无 源 亥 姆 霍 兹 方程 ,有 


sg Lf ye ent 
1 上 [Ep i hd ed 


其 中 nw 为 内 向 法 线 单位 矢量 . 设 x 为 S 所 包围 ,S 中 有 一 部 分 为 人 射 也 ,名 为 
屏幕 ,z 在 无 穷 远 处 趋 于 零 (速度 至 少 像 发 射 球面 波 一 样 快 ), 但 无 人 射 波 . 则 根据 
基 尔 堆 夫 式 边界 条 件 近似 ,在 w 上 给 


避 
0， a = Cu 为 人 射 波 )， 


= 
在 g 上 给 w=0, 并 ==0. 代 人 
a 


i (人 
uw? =A，2e_=A ikcosCn,7); 


r an 
得 菲 湿 耳 - 基 尔 霍 夫 ( 近 似 ) 衍 射 公式 : 
u(x1) 一 一 关 | 一 2 [cos(nsr) —cos(n,s)]dS; 
这 里 有 万 一 -的 一 芯 = 玄 ,其 中 r 为 w 上 一 点 到 源 x。 的 距离 ,s 为 %% 上 同一 点 至 


的 距离 . 若 波 的 曲率 半径 m 充分 大 ,上 式 还 可 化 为 
u(x1) = 一 疫 A | 全 (1+ cosx)dS, 
其 中 x=x 一 Cn，s). Ee 
K(x) 一 一 
而 中 心 波 带 X 一 0 给 出 KC0) 二 一 i/X. 
2.27 瑞 利 (J. W. S. Rayleigh,1842 一 1919, 英 )- 索 末 菲 (1868 一 1951, 德 ) 衍 
射 公式 @ 
在 屏幕 上 同时 给 定 x 一 0 和 3 一 0 的 基 尔 元 夫 边界 条 件 , 数 学 上 是 不 正确 
的 ,因为 这 种 条 件 蕴含 着 屏 后 场 处 处 为 零 . 瑞 利 - 索 末 菲 理论 通过 选取 例如 


去 0 十 cosX)， 


| -er _ er 

ed Fp 以 代 拓 和 15 

予以 修正 ,其 中 避 是 六 Rs 和 2 上 的 点 x 有 
|x—x|=|x—x|=s, cos(n,s’) =— cos(n,s); 


以 及 


® G.Kirchhoff,Berl. Ber. ,(1882),641;Ann. Physik,(2) 18(1883) ,6631Ges. Abh. Nachtr. ,22. 
四 见 A.J.W.Sommerfeld,Optics,Academic, New York,1964. 


习 题 


67 


站 
mm 一 0， Bu ~ 2 大 cos(n,s). 


on 
因而 无 源 亥 姆 霍 兹 方程 的 解 为 
un) 一直 [(r 2 )as~ 工 加 cos(n,s)ds. 


只 要 在 8 上 给 w=0, 在 4 上 给 x 一 xm 一 人 , 即 得 瑞 利 - 索 未 菲 街 射 公 趟 : 


i Cr 
u(x1) 一 eal Scos(n,s)dS. 
AJA rs 
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3.1 分子、 原子 .电子 


18 世纪 末 19 世纪 初 ,化 学 通过 大 量 实验 ,在 总 结 出 定 比 定律 0( 普 鲁 斯 特 ， 
1797) , 倍 比 定律 ( 道 尔 顿 ,1803) 后 ,进入 近代 科学 的 发 展 . 道 尔 顿 的 原子 假说 2 
(1808{ 化 学 哲学 的 新 系统 》) , 阿 伏 伽 德 罗 (1776 一 1856 , 意 ) 的 气体 定律 (1811) 和 分 
子 假说 9, 越 来 越 为 实验 证 实 . 

法 拉 第 @(1833) 发 现 电解 定律 (电解 一 摩尔 当量 需 电量 约 96 500C) ,这 表明 电 
量 也 有 相应 的 基本 电荷 (ex 下 二 NA ,FF=96 500 C。mol-: 为 法 拉 第 常量 , NA 一 6X 
1028 mol 为 阿 伏 伽 德 罗 常量 , 即 每 摩尔 气体 的 分 子 数 目 )e*1.6X10 ”C. 但 只 是 
在 原子 论 在 化 学 实验 多 方面 证 实 以 后 ,如 电解 质 的 离子 分 解 而 导电 ( 阿 伦 尼 乌 斯 ， 
1887)@, 才 给 基本 电荷 命名 为 电子 (斯 托尼 ,1890)@. 

另 一 方面 ,有 气体 放电 实验 和 抽 真 空 技术 的 发 展 . 法 拉 第 (1838) 发 现 阴 极 电 辉 
和 从 阳极 发 出 的 光 之 间 有 一 暗 区 . 到 1855 年 盖 斯 勒 (H. Geissler) 汞 真空 硝 发 明 以 
后 , 普 昌 克 (J. Pliicker,1858, 英 ?注意 到 铂 阴 极 有 粒子 逸 出 , 打 到 玻璃 上 引起 磷 光 . 
他 的 学 生 希 托 夫 (J. W. Hittorf,1869) 发 现 可 成 影 . 而 戈 尔 德 斯 泰 因 (E. Goldstein， 
1876) 注 意 到 阴极 射线 发 射 定向 (这 与 普通 白炽 发 光 不 同 ), 阴极 射线 速度 为 
1.9X107 cm/s[ 汤 姆 孙 (1856 一 1940, 英 ),1894 年 ,但 1897 年 更 精确 测量 值 则 为 
1. 5X10? cm/sj, 排 除 其 为 电磁 波光 线 的 可 能 . 而 收集 到 的 阴极 射线 粒子 带 负电 
(佩兰 (J. B. Perrin,1870 一 1942, 法 ) ,1895). 

气体 导电 与 电解 导电 有 相似 之 处 , 似 皆 为 离子 导电 . 但 进一步 实验 ,无 论 什么 
气体 ,无 论 什 么 离 化 手段 { 用 紫外 光照 金属 ,用 X 射线 照射 CX 射线 为 伦琴 (1845 一 
1923, 德 )21895 年 11 月 8 日 用 克 重 克 斯 (W. Crookes,1832 一 1919, 英 ) 管 做 实验 


@ J.L.Proust,Ann. Chim. ,23(1797),85;32(1799),26. 

@ J.Dalton,A New System of Chemical Philosophy,3 分 册 ,1808,1810,1827. 首尔 顿 (1766 一 1844)， 
人 

A. Avogadro, J. de Phys. ,73(1811),58. 

见 M. Faradey, Ezperimental Rosearches in Electricity, Vol. 1,1839; Vol. 2,1844; Vol. 3,1855. 

@® S.Arrhenius,Z. Phys. Chem. ,1(1887),631. 

®@ G.]J.Stoney,Trans,Roy. Dublin Soc. ,4(1891) ,563. 

@ W.C. Rontgen,Sitzb. Wiirzburger Phys. Med. Ges. (维尔 芯 堡 物理 学 医学 学 会 会 刊 ),Dec. 28,1895， 
Science,3(1896) ,227,726. Wiedemann’s Ann. Physik,64(1898) ,1. 
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时 偶然 发 现 的 , 它 使 劳 边 的 饥 盐 发 萤 光 . ], 或 者 火焰 或 者 电 火 花 } ,都 产生 同一 种 
“负离子 " 即 电子 . (汤姆 孙 0 1897 年 测量 速度 v 一 1. 5X 108 cmysvms/e~10-3 kg/C， 


后 来 更 准 的 测定 为 0. 568X10-” kg/C 即 ~T8mu/e ) 其 质量 比 所 原子 小 约 1840 信 . 


虽然 电子 的 实验 证 明 是 1897, 但 由 于 液体 和 气体 中 导电 实验 的 推动 ,理论 物 
理工 作 早已 采用 电子 论 观点 ， 即 电磁 现象 的 起 源 是 由 于 单个 电荷 的 存在 和 运动 . 
这 也 受 赫 效 2 发 现 电 磁 波 的 启发 ,因为 这 里 主要 是 由 于 电 的 往复 振荡 . 

洛 伦 效 (1853 一 1928, 荷 )@ 在 1892 一 1895 提出 的 电子 论 [与 早期 的 韦伯 CW， 
E. Weber,1804 一 1891, 德 ) . 歼 曼 (B. Riemann, 德 数学 家 ) . 克 劳 修 斯 (R.J. EE, Clau- 
sius,1822 一 1888, 德 ) 等 人 的 电子 论 差别 就 在 于 电子 与 电子 不 是 远 距 作用 而 是 通过 
麦克 斯 书 真空 介质 传递 ] 构 成 了 麦克 斯 韦 电磁 理论 的 微观 基础 . 在 这 理论 中 考虑 到 
分 子 、 原 子 或 离子 中 的 电荷 和 其 运动 即 电流 . (尽量 考虑 其 一 般 情况 ,真正 具体 的 情 
况 则 须 待 以 后 量子 力学 再 讲 . ) 由 于 带电 粒子 以 电子 质量 最 轻 , 运 动因 而 较 大 ,所 以 
这 微观 理论 以 “电子 论 ” 命 名 还 是 抓 住 了 其 主要 处 . 


3.2 洛 伦 兹 方程 与 麦克 斯 韦 方程 


3.2.1 洛 伦 兹 方程 
从 电磁 角度 看 ,无论 物 质 组 成 为 分 子 原子 或 离子 .电子 等 ,都 可 用 微观 的 电荷 
密度 pm 和 其 电流 密度 jw 一 pm + 表示, 其间 当然 有 电荷 守恒 定律 2 十 V “jm=0 


联系 .微观 电荷 和 电流 产生 微观 电磁 场 , 满 足 洛 伦 兹 方程 : 
2 


VXEn+ 恕 


Bx 一 0，V.Bx 一 0， 


VX Hu —2 Dn = ju, V ,Du = pu. 


但 分 析 物 质 到 微观 程度 ,联系 微观 场 的 本 构 关系 只 能 是 真空 介质 的 本 构 关 系 ， 
所 以 有 
Bn 一 joHa, Da 一 eoEw. 


D J.].Thomson, Phil. Mag. ,44(1897),293; Narure,90(1913),645,663;91(1913),333. 

@® H.Hertz,Ann. Physik,34(1888),551. 

® H.A. Lorentz Versuch einer Theorie der electrischen und optischen Erscheinungen in bewegten 
Karpern( 运 动物 体 中 电 现象 和 光 现象 的 理论 研究 )(Leiden,E.J. Brill 1895;Teubner, Leipizig,1906 年 重印 ); 
Theory of Electrons,2nd ed. ,(1915) ,Dover,New York (1952). 
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3.2.2 场 量 的 平均 值 


1. 求 平均 过 程 
微观 电磁 场 (微观 电荷 电流 也 是 ) 对 时 间 空 间 变 化 不 规则 . 取 一 个 “物理 无 穷 
小 ”的 空间 和 时 间 范 围 ,将 微观 量 Qm (x,t) 进 行 平均 (以 上 面 加 = 表示 平均 


i 和 7 
mxD = AR | dx Ji Qa x’,t), 


其 中 物理 无 穷 小 的 空间 AV( 或 时 间 AT) 以 x 点 (或 时刻) 为 中 心 ,但 AV( 或 AT) 
仍 包含 很 多 原子 (或 原子 周期 ) 在 内 .平均 结果 可 以 认为 是 x,t 函数 的 宏观 量 . 
首先 证 明 这 个 求 平均 过 程 与 求 导数 过 程 的 次 序 可 以 互 易 , 辟 如 ， 


aUx__l ) ,9 ,1 15Cw 
5z — AVAT Jw | B27 Qu st) = (5 )， 


只 需 令 尺 =x 十 xx 固定 , 换 积分 变量 dx' = dx, 注意 到 BQ. 1 


3Qa G3 十 六 ,和 (要 点 是 Qu 只 与 x 十 地 有 关 ，, 所 以 其 对 z 求 导数 与 其 对 求 导数 
相等 ), 则 


5 \、_ 1/ ,9 , 
(B)= avar js A 
2 侈 ”| ar 30Q py 
~ AVAT J], | Bx Ct 
_a_ 1 7 , 由 
Bx ar), 下 acance+x 2 
3 / | 
ax vz 5 | Qa 一 axzQwi 
同样 可 证 明 对 t 求 导数 的 情况 . 


2. 洛 伦 北 方程 的 平均 
其 次 ,既然 求 导数 与 求 平均 的 次 序 可 以 互 易 ,对 洛 伦 兹 方程 前 两 个 求 平均 后 得 
VXEn + Bs =0, V.Bu=0; 
与 麦克 斯 书 方程 前 两 个 VXE+ 呈 一 0,V， 避 =0 相 比 较 ,启示 
Ba =B, Ex=E. . 
洛 伦 兹 方程 另 两 个 平均 后 (注意 jo Hx 二 Ba ,所 以 再 a 一 Bn 一 B, 同 样 Da 一 
eoExm ,所 以 万 # 二 eoEx 一 eoE) 给 出 


lyxB-e SE=—jn, eV.E=p 
po 9 
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3. 与 麦克 斯 韦 方程 的 比较 
为 了 比较 起 来 方便 起 见 ,我 们 将 麦克 斯 韦 方程 的 另 两 个 


二 .GD 了 :二 
VXH-FD=j, VD=p, 
改写 成 ( 设 介质 静止 ); 
i 3 aP , 
VX3 mE= (Itor+vxM), 


VE 一 工 (po 一 V.P). 
Eo 


此 处 我 们 将 静止 介质 的 本 构 关 系 :B 王 / 古 一 pi: 再 ,了 D 一 是 一 eue' 下 改写 为 
B=j(H+M), D=eEt+P; 
其 中 的 磁化 强度 M 和 电极 化 强度 己 在 简单 情况 下 与 磁场 强度 也 和 电场 强度 E 成 
正比 ,比例 系数 磁化 率 x,, 和 电极 化 率 x. 与 相对 磁 导 率 y, 和 相对 电容 率 e 有 如 下 
关系 : 
M Pp 


XH ll XE 

总 结 以 上 比较 结果 表明 ,微观 场 量 和 宏观 场 量 之 间 有 以 下 关系 : 
En = E= 二 ju， Bn = B = yo Hw; 
bn =p—V*P, jn =j+aP+VXM. 


3.2.3 电荷 密度 和 电流 密度 的 意义 


我 们 采用 电磁 势 的 证 明 ( 直 接 计 算 电 荷 和 电流 的 证 明 见 罗 森 非 尔 德 的 《电子 
论 )?. 

1. 微观 电磁 势 

对 于 洛 伦 兹 方程 ,从 


Bw =V XAn, En =— Vpm -2 An 
引入 微观 电磁 势 , 选 取 洛 伦 兹 规范 条 件 
V .4 十 
时 ,得 


4 = 企 [ 记 dx’, 


Pn 直 | 一 工 | 


D L.Rosenfeld, Theoryof Electrons,1951, North-Holland, Amsterdam. 
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其 中 ,[ 让 表示 三 取 推迟 值 , 即 取 :一 上 一 将 | 时 的 值 . 


2. 一 个 分 子 的 电磁 量 
我 们 假设 分 子 质心 运动 的 速度 可 以 忽略 不 计 . 对 于 一 个 分 子 的 积分 ,例如 当 分 
子 的 中 心 为 xo。 时 ,将 
和 
Ix—xi T(x—x)—(x—xo)l 


展开 为 


1 
Tt 一 xzovVo) 让 (忽略 高 阶 项 )， 


并 将 [ ] 近 似 为 [ ] (忽略 卫 ). 这 样 有 


| Ea ~ EE + Cpar lye) 


fT’ 
1 | x 一 x | 一 为 | 


Lin] 总 下 / L. 
Ns Tx—xT Te | er 对 a Vo) 


ns 1 (忽略 电 四 极 矩 项 )， 


这 里 用 (a,b) 表 示 标 积 a*b, 还 用 了 如 下 定义 (r 代表 积分 变量 ,以 分 子 中 心 为 原 
点 ) 


分 子 电荷 : or = | endr， 


ET 


[psz]e + [Lmar] XVo T 


分 子 电 偶 极 矩 : pa = | ,sso rdr， 


分 子 电流 (经 过 分 部 积分 ) : 
pe = | 


(Vja)rdr 一 a jn dr， 
1 分 子 


分 子 磁 偶 极 矩 mar 一 去，rx7mdr 
注意 


ms X Vo = 舍 | on r 一 ma)dr).V 


PO 0 
lx—xol Ix—xol 
1 中 

人 (去 [on r+rim)dr) Vo T 


Tx—xol 


而 


1 (cv. A 


= 骂 (¥ Jon ror) ve TT 
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为 电 四 极 矩 项 ,近似 为 0. 

3， 微观 电磁 势 的 平均 值 

在 求 微观 电磁 势 的 物理 无 穷 小 的 平均 值 时 , 设 单位 体积 中 有 N 个 分 子 和 N。 
个 导电 电子 (电荷 为 一 e, 速 度 v. 不 可 忽略 )( 分 子 速度 则 忽略 ), 得 
本 全 Neelo da 


PR Areo | 
1 
+ 让 [ NPFs+ J * Vo ES 
i dns 

[一 Na 十 | NFar | 

We La 
4 dr |x—x| es 

a 元 ed 
[ee XVe [dm 

4. 宏观 电磁 势 


而 玫 克 斯 书 方程 的 电磁 势 ,从 也 =VXA 和 已 一 一 Y8 一 8 引入 ,也 要 求 满足 洛 


伦 效 规范 条 件 V。 4+ 吉 屋 p 一 0, 则 为 


pl 1 [lp—-Vv:Pl i 


dneo |x—xo| 
[:.9 r 
A [i+8P | +[v x My 
4 [x—x | 
人 
a [Lo] 1 . 有 
9 一 和 1x—x,| T de + tras je Ve jx 一 xzo| de 


D+ ] ! 
= lo [a 
4 扰 ] lx—xol dm ty [Dam x Ve Tat de 


5. 比较 的 结果 
两 者 相 比 较 , pg 一 gx ,A 一 Aw (所 以 B 二 Bn,E 一 En), 而 电极 化 强度 P= 
NP + ,磁化 强度 M 一 NAri 又 麦克 斯 韦 方程 中 的 
p 一 NEsf 一 Nee， 了 一 一 Neegei 
比较 电磁 势 的 积分 表示 ,得 
ma 一 0 一 YP， 
+ 


jn =j 十 VXM. 
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由 此 可 见 ,p 为 自由 电荷 密度 ,一 V。P 为 极 化 电荷 密度 ;j 为 传导 电流 密度 ， 
恕 P 为 极 化 电流 密度 ,V XM 为 磁化 电流 密度 . 


罗 森 菲尔德 直接 计算 微观 电荷 ,电流 密度 的 平均 比 这 又 准 些 ,P 改 为 P 一 y 
Q@, 电 四 极 矩 Q 以 


去 | :mn Tr dy i Ng 
定义 , 甚至 更 高 次 矩 也 可 以 保留 ,但 一 般 到 偶 极 矩 已 够 . 


3.3 洛 伦 兹 - 洛 伦 茨 公式 和 简单 色散 理论 


3.3.1 洛 伦 兹 力 和 电子 的 运动 方程 


电子 论 的 另 一 部 分 假设 是 电子 受 力 和 其 运动 方程. 洛 伦 效力 密度 公式 ， 仿 库 

仑 安培 力 密度 公式 外 推 到 微观 电荷 电流 密度 和 电磁 场 , 为 力 密度 
了 一 pg En + pn vm X Bu. 
除 洛 伦 兹 利用 这 力 密度 考虑 过 电子 结构 的 不 成 功 的 尝试 外 ， 一般 常用 (也 可 以 与 
实验 比较 ) 的 力 只 是 整个 电子 作为 点 电荷 近似 的 洛 伦 兹 合力 公式 
P= fdr = Et to xB 

其 中 。 为 电子 总 电荷 ,v 为 电子 速度 z, 而 Ew” 和 Bw 为 :时刻 在 电子 位 置 (+) 处 
的 作用 场 ,这 作用 场 从 被 作用 电子 看 来 只 是 外 场 ( 即 不 包括 被 作用 的 电子 自身 产生 
的 场 ). 

严格 处 理 电子 自身 产生 的 场 ,这 个 问题 牵涉 到 电子 的 结构 ,是 否 不 可 能 在 经 典 
电动 力学 范畴 内 解决 (量子 电动 力学 是 否 已 完善 地 解决 ) ,这 些 问题 还 待 研究 . 从 洛 
伦 兹 的 尝试 可 以 得 到 一 点 比较 可 靠 的 结果 ， 即 作 周 期 变速 运动 的 电子 ,在 经 典 电 
动力 学 范畴 内 ,应 该 由 于 辐射 而 受到 阻尼 力 (w 为 运动 角 频 率 )， 
1 1 ew, 


a = 一 之 
Greo oc Gneo 已 


了 公关 二 介 则 尼 力 一 
这 阻尼 力 可 以 直接 从 每 单位 时 间 总 辐射 能 量 6 全 z 推出 (见习 题 3. 1)， 


忽略 卫 <1, 磁 场 (cB) 与 电场 (E) 同 数量 级 ,所 以 磁场 力 较 电场 力 小 ,可 以 多 


略 .一般 ,如 洛 伦 兹 假设 ,电子 或 受 约束 力 一 mwiz (约束 在 分 子 原子 中 的 电子 ), 或 
不 受 约束 力 (传导 电子 或 自由 电子 ,可 以 令 w，>0 便 得 ). 在 外 场 E& (含有 e“ 因 
子 ) 作 用 下 ,电子 的 运动 方程 为 
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mg =— mwiz — myst 十 eER ,Yasmge 一 起 和 
所 以 < 也 包含 e “因子 ,得 分 子 的 电 偶 极 和 矩 为 
M 5 EE 本 
nD Dr ， 
这 里 是 分 子 极 化 率 
a= 一 一 一 一 一 em » 


or lw 


其 中 >) 表示 对 分 子 中 各 电子 求 和 . 


夫子 


3.3.2 洛 伦 兹 - 洛 伦 茨 公式 


设 入 射 光 的 电场 为 EW"'( 含 e “因子 ). 我 们 考虑 介质 中 的 作用 在 某 分 子 、 原 子 
中 电子 的 Bi . 除 Em 贡献 外 ,还 有 介质 中 所 有 分 子 、 原 子 中 电子 极 化 后 电 侦 极 矩 
的 电场 ,在 立方 晶 系 的 晶体 中 或 在 各 向 同性 均匀 的 液体 气体 中 ,可 以 证 明 : 

El" = En +3P 


此 处 为 电极 化 强度 ,P 二 NP .由 于 En i Na 后 求 平均 得 
P= Na(E+@-P), 


NE -DE, 
3eo 
得 洛 伦 效 - 洛 伦 欧 (L.V. Lorenz,1829 一 1891 ,有 丹麦) 公式 O(e = /es 一 er 十 i 所 与 
ww 有 关 ,& 二 (10)? 所 以 有 色散 ) : 
é.—1 
+2 Ey -让 ND i 
wr 和 Yi( 不 一 定 只 来 源 于 辐射 阻尼 ,也 可 以 是 分 子 间 磁 撞 等 其 他 阻尼 力 ) 则 依赖 于 
分 子 、 原 子 中 电子 的 约束 情况 ,作为 参量 . 
Et" 比 Ew 大 些 , 是 由 于 后 者 在 求 平均 时 不 总 在 丽人 平均 处 ,譬如 在 原子 与 原 
子 空 档 处 Ew 比 Ew 就 小 了 
摩尔 折射 率 差 
我 们 限制 在 非 磁性 介质 ,或 者 考虑 光 频 区 域 . 这 时 磁 矩 项 可 忽略 不 计 , 即 六 一 


四 “H. A. Lorentz,Wiedem. Ann. ,9(1880),641. L, Lorenz,Wiedem. Ann. ,11(1881),70. 
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1. 代 入 严 一 exp 一 ez, 定义 摩尔 折射 率 差 A: 
= 1Na=We—l 
A p m+2’ 

其 中 W 是 摩尔 质量 ,p 是 介质 密度 . 


表 3.1 14. 5 的 空气 在 不 同 压 强 对 钠 D 线 的 摩尔 折射 率 差 A 


压强 (大 气压 ) 1. 00 42. 13 | 96. 16 136. 21 176. 27 
n 1.00029 1.01241 | 1.02842 1.04027 1.05213 
A 2.170 2.177 | 2.178 2.174 2.170 


表 3.1 是 空气 在 不 同 压强 下 的 摩尔 折射 率 差 A?; 可 见 A 随 气体 压强 的 变化 
不 大 . 


表 3.2 几 种 化 合 物 的 摩尔 折射 率 差 


O， HCl H:O CS, CsHsCHO( 丙 酮 ) 
液 2.00 | 6.88 | 3.71 21.33 16.14 
汽 2.01 6. 62 3.70 21.78 15. 98 


表 3.2 是 几 种 化 合 物 的 摩尔 折射 率 差 A2; 可 见 汽 态 变 为 液态 时 ,A 的 变化 也 
不 怎么 大 

对 于 混合 物 ( 例 如 水 加 硫酸 ), 其 折射 率 差 可 以 按 分 子 数 比 插值 计算 ,A 一 
时 你 直 常生 .对 于 化 合 物 近似 有 兰 多 尔 特 ( 了 .LandolD 定 则 (用 在 ho 指 Ne 的 D 
线 光 ,也 可 用 在 A。 指 wx 0), 即 化 合 物 的 摩尔 折射 率 差 为 其 组 成 原子 的 相应 折射 
率 差 之 和 ,更 准 些 化 合 物 的 摩尔 折射 率 差 可 以 分 解 为 各 化 学 键 的 摩尔 折射 率 差 之 
和 ; 见 表 3. 3a 和 表 3. 3b9. 总 之 ,近似 看 来 ,折射 率 差 是 加 性 的 . 表示 分 子 、 原 子 中 
电子 的 约束 情况 变化 不 大 . 


表 3.3a 各 化 学 键 的 摩尔 折射 率 差 A。 


® 引 自 M. Born,E. Wolf,Principles of Optics,Pergamon,London,1959,p. 87. 
@@ 引 自 M. Born,E. Wolf, 同 上 所 引 书 ,p. 88. 
@ 表 3.3 见 E.A.Moeclwyn-Hughes, Physical Chemistry,1961, Pergamon,p. 384,p. 385. 
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表 3.3b ee Au 及 与 实验 结果 的 比较 


化 合 物 CH, GH | GH HCN | CHiCN | CHCN 
这 (计算 ) 6. 616 11. 128 | 29. 176 8. 346 10.860 | 15.372 
| (实验 ) 6.606 | 10.99 | 29.190 6.317 10.852 | 15.406 


3.3.3 简单 色散 理论 


在 分 子 的 每 一 个 共振 频率 ws 附近 ,a(o<ws) 为 正 ,而 <(o>oe) 为 负 ia(w<sws) 
则 为 正 虚 数 表示 有 吸收 ,这 称 为 反常 色散 现象 . % 为 反常 色散 或 吸收 之 频 宽 . 
对 于 金属 中 的 传导 电子 ,运动 方程 为 
zt =— myz +eEr, 
其 中 阻尼 力主 要 来 自 导电 电子 与 分 子 .原子 的 碰撞 . 由 于 = 变化 范围 大 ,Ew 的 平 
均值 即 是 Em 的 平均 值 .所 以 P= NaE， 


e:/m pe Nee _ 
me D= N= No -hy mr iy 


Ni 为 传导 电子 密度 ，(N./N) 为 每 分 子 的 有 效 导 电 电子 数 . 定义 内 一 总 JEe ,并 设 


> 六 ;由 于 
Er = (A = (n(l+ir))’ = nox) ti2ni«, 


当 ww 使 -所 很 大 时 ,金属 反射 性 强 而 Yn?k? ;但 当 w>w. 时 ,金属 反射 性 下 降 
而 只 > 天 ec 可 以 透 光 . 

实验 定 出 ww, 因而 定 出 N./N 如 表 3.4 所 示 ? 了 ,可 以 看 出 , 碱 金 属 的 价 电子 , 除 
钠 外 ,还 不 完全 是 导电 电子 . 


表 3.4 每 分 子 的 有 效 导电 电子 数 的 实验 测定 
(实验 定 出 的 波长 4. 一 2 


金属 | Hi Na K Rb Cs 
a/A | 2050 2100 3150 3600 4400 
N/AN 0.54 1.00 0.85 0.79 0.67 


@ 引 自 M.Born,E. Wolf, 同 上 所 引 书 ,p. 623， 
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3.4 运动 点 电荷 的 电磁 场 


对 于 点 电荷 近似 ,我 们 利用 狄 拉克 6 函数 (e 为 总 电荷 ) 
px,t) = ed(x—z(t)) 一 ea —z()), 


pv = j(x,t) = et(t)0(x— z(t)). 


用 洛 伦 效 规范 条 件 ,推迟 解 电磁 势 为 
vv Ix—x’| 
1 ol* ST C ) 1/ 
(dt | Ix—xl > 
Fh |x—x | 
i(x tt = 一 ) 2 
4Alx 兴 一 急 | [x=xT de 


利用 8 函数 可 以 将 p(x',z) 表 达成 (注意 | 7(z)8(z 一 ma)dz 一 f(z0)): 
p(x = :— 上 1)= [EE AGHG 一 填 B=), 

代入 px ,) 的 点 电荷 表达 式 , 先 对 dx 积分 

(一 十 [一 < 


= 
px,t) ye dz 


Tx—zc)1 
利用 
[ropatgcmidz= [fc2)/8' Cz))8tg(r)) da) 
一 ( (zx) ) 
BE (z) /ro-o” 
并 注意 
Ba /， |x—z(t)|\) wi) Cr 一 zt 
er(: 网 c ) L c [x—zC)1’ 
得 到 
1 e 
(x,t) = 7 
8 me 5. Gs} 
同样 得 到 


人 
ACx 浊 一 血 et 
名 1z 一 zx | rz 


习 题 79 


应 注意 到 ,以 上 两 式 右边 的 推迟 时 间 # 由 下 列 方程 确定 : 
t=t -i |x—z() |. 
上 面 的 电磁 势 公式 常 称 为 李 纳 (A. M. Lienard) - 维 谢 尔 (E. WiecherbD 势 . 
从 电磁 势 经 过 求 导数 得 电磁 场 ( 以 下 在 二 :一 二 时 计 值 ) 


三 全 及 和 二 1 
Ex) 一 pre Cr Br) 十 FarX[Cr Br) Xxv] 区 


H(x,t) -irxs); 
paclr 
其 中 9 = 电气， p= 2, r= x—z(t), 


r=|x—z(t)|, s=7r—r*A 
当 B 绝 对 值 比 1 小 很 多 时 ,电磁 场 分 为 两 部 分 ,分 别 反 比 于 7 平方 或 一 次 方 ,后 者 
为 辐射 场 . 


1 已 
it) 一 一 一 人 -er :XUy 
Esu (Xt) — Fie Er x (er xX)), 
Sm 一 三 并 Pe se 
Suy 一 Es X Hs Ze Ew) 6 16 er XV) e， 


总 辐射 功率 为 


2 Ea Ba 2 
jaore Sun = gree”) Gree PY, 


其 中 pp 二 ez(2),p 一 eV(1') 与 电荷 的 加 速度 有 关 . 


习题 
3.1 证 明 加 速 电子 每 单位 时 间 总 辐射 能 量 为 Rae 并 由 此 推导 辐射 阻 
尼 力 . 
证 : 注意 p 一 ez 为 电子 的 电 偶 极 矩 . 由 3.4 节 的 辐射 总 功率 得 
p {0 e ps 
ef 人 rp ' 
又 ,对 于 周期 运动 的 粒子 ,从 坟 十 z 空 一 下 人 之) 对 时 间 的 平均 有 六 一 一 二 到。 


辐射 功率 相当 于 阻尼 力 和 s 守 作 的 负 功 率 ,或 者 直接 将 辐射 能 量 表 达 为 


Gxeoc 


wt 而 得 到 阻尼 力 一 C30. 总 之 有 一 funnas ， < 一 辐射 功率 


Greoc’ 
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3.2 有 立方 对 称 或 球 对 称 时 ,证 明 作用 在 一 分 子 上 的 电场 为 Ew 二 EE 十 
起 注意 EW 与 物理 无 穷 小 的 平均 场 杞 (平均 区 域 包含 很 多 分 子 ) 有 差别 . 考虑 


某 特定 分 子 , 以 此 为 心 画 一 小 球 ,半径 比分 子 大 . 球 内 分 子 由 于 对 称 关系 在 中 心 特 
定 分 子 处 合 电场 为 零 (抵消 所 致 ). 球 外 则 可 以 忽略 分 子 而 近似 连续 ,有 均匀 电极 化 
强度 P. 球 外 均匀 P 在 球 心 处 的 电场 与 均匀 P 的 球 在 球 心 处 的 电场 大 小 相等 方向 
相反 (因为 合 起 来 到 处 均匀 ,P 在 球 心 处 无 电场 ). 后 者 容易 计算 ,其 标量 势 为 


.Lips 过 
7 jy |x—» 和 


或 
te 1{CDadx 
?= (8 V)e, 9 去 ] 时， 
满足 Vp, = 一 (一 1) = 1, 由 于 球 对 称 ,在 球 心 处 
Ea 本 _ 1 二 
人 (55 (二 5a :), 7 ER 4) Os 
Ea Es (2 | 兰 过 
(as (ayr? 小 本 (as=9-)， 一 于 Y9 3 
所 以 均匀 P 的 球 在 球 心 处 的 电场 为 一 Vy 一 一 得 , 球 心 处 作用 场 比 平均 场 大 
一 (一 东 )= 东 .如 所 求证 , 

3.3 埃 瓦 尔 德 - 奥 辛 (C. W. Oseen) 消 光 定 理 02: 真空 光速 为 c 的 人 射电 磁 
波 进入 色散 介质 后 ,在 介质 内 任 一 点 ,由 于 与 感 生 电 偶 极 场 的 一 部 分 发 生 干涉 而 消 
灭 , 代 之 以 表征 介质 相 速 c/n 传播 的 另 一 个 波 . 

3.4 点 电荷 近似 下 的 洛 伦 效 力 公式 . 取 点 电荷 

P(X,t) = ed(x— z(t)), 
pr = j(x,t) = ei(t)0(x— z(t)), 
容易 验证 
V pr) +20= eilt) «V sx 一 <(D) 


一 ez(t)。V d(x—z(t)) = 0, 
则 有 


F= ee,pEcra +j(x,t) X B(x,t)}d 
@ P,P. Ewald, 学 位 论文 ,Minchen,1912;Ann. Physik,49(1916),1. 


四 ”可 参考 M. Born,E. Wolf, Principles of Optics, 4th ed. ,Pergamon, New York,1970, § 2.4. 或 参考 
L. Rosenfeld, Theory of Electrons, North-Holland, Amsterdam, 1951;ch. W. 
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= eE(z(#),t) +ez(t) X Bl(z(t) ,1), 
此 处 电磁 场 取 4 时 刻 点 电荷 所 在 处 x 二 z(z) 之 值 (不 计 及 被 作用 的 点 电荷 本 身 的 电 
磁场 ). 
如 引入 电磁 势 A(x,) 和 g(x,?) ,使 


B=VXA, E=—Vy9—， 


则 可 以 引入 相互 作用 拉 格 朗 日 函数 
L' 一 e 人 2。 A(x = 2(2) 1) — g(x = z(t) ,2)}, 


使 
r—Brm—B() 
验证 如 下 ; 对 于 分 量 1 有 (重复 i 取 遍 1,2,3) 
5 (= :| 
一 二 4 


注意 到 她 一 起 ,以 及 


所 以 上 式 右 侧 化 为 
ef{B + (2 XB)}, 
类 似 可 得 分 量 2 和 3, 证 毕 . 
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4.1 参考 系 


牛顿 力学 的 运动 律 , mit; 二 f; (i 代表 第 i 质点 ) , 按 牛 顿 说 ,z; 代表 i 质点 在 绝 
对 空间 中 的 位 置 ,t 则 代表 绝对 时 间 . 从 伽利略 研究 自由 落体 (1589) ,经 过 牛顿 研究 
行星 绕 太 阳 , 相 对 于 绝对 空间 静止 的 参考 系 本 身 也 在 变化 . 讨论 自由 落体 时 , 取 地 
面 为 参考 系 ;讨论 地 球 自转 的 效应 时 ,地 面 便 不 能 作为 参考 系 ,地 心 则 近似 不 动 ; 讨 
论 地 球 绕 太 阳 公 转 时 ,地 心 也 在 空间 作曲 线 变 速 运动 ,太阳 则 近似 不 动 ;如 讨论 整 
个 太阳 系 各 大 行星 的 运动 时 ,近似 取 太 阳 系 的 质心 不 动 (也 不 一 定 固执 取 太 阳 系 质 
心 不 动 ,但 用 这 参考 系 写 下 牛顿 运动 方程 后 ,研究 行星 与 太阴 的 相对 运动 即 可 ). 如 
果 再 进一步 研究 整个 太阳 系 集体 在 银河 系 中 的 运动 ,参考 系 则 需 改 取 恒 星系 ;如 此 
类 推 ,在 实际 中 不 断 修正 参考 系 的 决定 . 时 间 的 测量 也 是 不 断 精益 求 精 ,1 秒 也 从 
平均 太阳 日 的 1/86 400 经 过 水 晶 钟 过 渡 ( 压 电 效 应 ) 转 移 到 原子 钟 *”Cs 的 周期 ( 指 
其 基态 的 两 个 超 精细 能 级 之 间 的 跃迁 发 光 频 率 的 倒数 ) 的 9 192 631 770 售 . 

在 一 定 程度 的 近似 下 , 某 参考 系 可 认 作 为 惯性 系 , 即 在 这 参考 系 中 牛顿 运动 方 
程 的 形式 为 质量 乘 加 速度 等 于 力 . 由 于 力 只 与 质点 间 的 相对 位 置 和 相对 速度 有 关 
而 不 依赖 于 其 绝对 位 置 ,所 以 可 以 改 用 其 他 的 惯性 系 ( 相 对 于 原来 的 参考 系 作 匀速 
直线 运动 者 ) ,在 它们 中 牛顿 运动 方程 的 形式 也 为 质量 乘 加 速度 等 于 力 . 无 从 决定 
这 些 惯性 系 中 有 哪个 参考 系 比 其 他 系 更 具有 某 种 优越 性 . 用 数学 表示 , 即 在 所 谓 伽 
利 略 变换 下 : , 

zi—*z = Wt, t—*t =t, 


牛顿 运动 方程 不 变 , 即 


diz dz _ dz, dz 1_ /do dz ， 
WT (一 dt "1 WT = f(a yr )， 
但 由 于 
z/ 一 zf 一 (zi 一 Wi) 一 (2 一 Vi) 一 2 一 2 
da dz /dz 由 dz dy da 于 _ dz 
征 - 入 = 生生 -=- 归 -年 ， 硫 = 站 -只 = 入 : 


变换 后 的 运动 方程 即 是 原来 的 运动 方程 . 如 引入 一 个 理想 的 观察 者 0', 它 在 原来 
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的 参考 系 O 中 作 直 线 匀速 运动 zo 一 wt, 则 z ==z; 一 zo 即 代表 对 于 O' 的 相对 坐标 . 
dz 7 

而 9 一 经 一 w 即 代表 对 于 O 的 相对 速度 .我们 注意 ,在 不 同 惯性 系 中 ,每 个 质点 
《譬如 介质 中 的 电子 ) 的 速度 不 同 . 曾经 希望 力学 以 外 的 实验 ,例如 光速 实验 ,可 能 
利用 不 同 参考 系 中 质点 速度 不 同 这 点 来 选择 有 优越 性 的 惯性 系 . 随 着 光 的 波动 说 ， 
由 于 人 们 局 限于 波动 只 能 在 介质 中 传播 (介质 叫做 以 太 ) ,而 这 介质 本 身 平 均 是 静 
止 的 这 点 便 提供 了 一 个 绝对 的 参考 系 ,所 以 可 以 设法 用 实验 手段 来 观察 一 个 惯性 
系 相对 于 以 太 的 运动 . 从 近代 观点 来 看 ,研究 光速 在 不 同 的 惯性 系 (两 个 具有 相对 
速度 的 惯性 系 ) 中 是 否 满足 二 v 一 w 关系 ,这 本 身 也 有 客观 意义 (不 依赖 于 以 太 介 
质 的 有 无 ). 实验 发 现 光 速 v 和 v 不 满足 上 式 . 


4.2 ”光速 实验 和 洛 伦 兹 变换 


4.2.1 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 


我 们 先 讲 迈 克 耳 孙 - 莫 雷 实验 ?, 这 是 决定 性 实验 . 安排 有 互相 垂直 的 两 个 反 
射 镜 辟 ,一 个 沿 地 球 公转 前 进 方向 ,一 个 垂直 . 从 光源 经 过 半 透 明 半 反 射 的 分 束 
镜 ,将 光 分 束 ,经 过 两 个 反射 镜 后 ,反射 回来 的 光 再 利用 分 束 镜 聚合 在 一 起 ,引起 干 
涉 .将 两 个 反射 镜 的 整个 干涉 仪 旋转 90"( 沿 前 进 方向 的 反射 镜 变 为 垂直 位 置 ,垂直 
的 反射 镜 变 为 前 进 方向 的 负 方 向 ) ,干涉 条 纹 应 有 如 下 的 移动 ( 按 伽 利 略 变换 的 速 
度 加 法 ) 
旋转 前 ,垂直 臂 长 2 ,前 进 臂 长 5 ,往返 时 间 分 别 为 

24 和 0 ie 
Ve tw Cy 
旋转 后 , 负 前 进 臂 长 4: ,垂直 臂 长 4 ,往返 时 间 分 别 为 
2lc 和 24 
Cw Yew 
旋转 后 与 旋转 前 第 一 臂 与 第 二 臂 时 间 差 的 差 为 


24 2lsc 24c 2 
(Ge 


= 2 th (Ba)~ 人 十 和) (将 ) ， 


© A.A.Michelson,Amer.J.Sci.,(3)22(1181),20;A. A. Michelson,E. W. Morley, Amer. J. Sci. ,(3) 
34(1887) ,333; Phil. Mag. ,24(1887) ,449. 
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即 应 移动 条 纹 寺 各 (里 】 个 ,x 为 光波 长 ,c 为 光速 . 迈克 耳 孙 和 英 震 1881 年 开始 
实验 ,1887 年 重复 此 实验 并 提高 精度 ,由 长 利用 反复 反射 达 11 m 长 ,光波 长 为 5.9 
X10 cm 地球 公转 速度 wm 为 30 km/s, 比 光速 小 一 万 倍 ,所 以 干涉 条 纹 期 待 为 
2 区]02(10-9) 一 0. 37 个 . 但 实验 未 观察 到 . 后 来 再 精确 地 重复 实验 也 观察 不 
到 这 现象 , 表示 光速 在 不 同 惯性 系 中 不 满足 伽利略 速度 加 法 定 则 (Ilingworth 
19279,Joos 19309 ,灵敏 到 1. 5 km/s). 

如 我 们 根据 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 ,认为 以 太 完全 由 地 球 昌 引 前 进 ,因此 ,地 面 上 
光速 无 论 沿 前 进 方向 或 垂直 方向 都 是 <( 这 样 处 理 ,有 如 在 前 面 处 理 中 取 w=0 一 
样 , 干 涉 条 纹 期 待 为 零 与 实验 结果 相符 ) ,但 这 与 以 前 运动 介质 中 的 光速 实验 ( 菲 人 
1851)9 矛 盾 . 早 先 根据 以 太 理论 , 非 涅 耳 预 言 介质 运动 时 应 只 部 分 地 点 引 以 太 前 


进 , 介 质 速度 为 几时 ,光速 应 为 二 十 (1 一 点 ) ,n 为 介质 的 折射 率 (介质 静止 时 其 


中 光速 为 c/w). (1 一 去 ) 为 披 引 系数 ,n 二 1 时 不 披 引 . 这 预言 不 仅 为 菲 佐 实 验证 实 


(实验 观察 光 经 过 一 段 流 水 的 干涉 条 纹 . 分 光 两 束 相 逆 绕 圈 再 聚 束 干 涉 )®, 也 为 洛 
伦 兹 电子 论 推导 证 实 ®. 


4.2.2 相对 性 原理 


19 世纪 末 20 世纪 初 ,各 种 电磁 和 光学 实验 都 没有 发 现 绝对 运动 ,例如 地 球 对 
以 太 的 运动 . 庞 加 莱 (J. H. Poincaré,1854 一 1912, 法 ) 在 1899 年 演讲 中 ,叙述 迄 当 
时 为 止 寻找 不 到 w/c 一 次 寡 或 两 次 宕 的 效应 后 表示 ,很 可 能 光学 现象 也 只 依赖 于 
物体 的 相对 运动 并 且 不 只 到 w/c 的 两 次 寡 而 且 严格 如 此 . 在 发 展 运动 介质 的 电动 
力学 方面 , 洛 伦 兹 (1895,1899) 已 得 到 包括 伽利略 变换 在 内 的 准 到 w/c 一 次 短 的 坐 
标 变换 , 拉 莫 尔 (1900)@ 推 广 到 (rw/c) 二 次 宕 精确 度 ,而 洛 伦 效 (1903)2 得 到 严格 的 
所 谓 “ 洛 伦 效 变换 (包括 坐标 和 时 间 及 电磁 场 ,电荷 电流 密度 部 分 由 庞 加 莱 


K. K. Illingworth, Phys. Rev. ,30(1927) ,692. 
G. Joos, Ann. Physik, (5)7(1930) ,385. 
A. H. L. Fizeau, Compt. Rend. ,33(1851) ,349. 
参见 张 宗 料 :《 电 动力 学 及 狭义 相对 论 ), 科 学 出 版 社 ,1957,§ 31, 图 27. 
H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der electrischen und optischen Erscheinungen in bewegten 
Kirpern (运动 物体 中 电 现 象 和 光 现 象 的 理论 研究 ) ,Leiden,1895;Teubner,Leipzig,1906 年 重印 . 
® J.Larmor,Aether and Matter,Cambridge, New York,1900. 
® H.A.Lorentz,Electromagnetic Phenomena in a System Moving with Any Velocity Less than That of 
Light, Proc. Acad. Sci. (Amsterdam) ,6(1904) ,809. 
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〈1905)9 补 足 ) ,变换 后 电磁 律 形式 不 变 ( 这 即 给 出 了 运动 介质 中 的 电动 力学 ). 在 
这 基础 上 庞 加 莱 1904 年 9 月 24 日 在 美国 圣路易斯 演讲 2(24 September 1904,In- 
ternational Congress of Arts and Science at St. Louis, U. S. A. ) 相 对 性 原理 ,指出 
物理 定律 对 于 静止 观察 者 和 对 于 作 勾 速 直线 运动 的 观察 者 必须 一 样 ; 因此 ,力学 
必须 更 新 ,使 任何 速度 不 能 超过 光速 . 洛 伦 兹 变换 表示 ,在 电磁 理论 中 与 在 牛顿 力 
学 中 一 样 ,有 惯性 系 (坐标 和 计时 ). 惯性 系 中 电磁 场 的 运动 满足 麦克 斯 韦 方程 或 洛 
伦 效 方程 ,自由 质点 的 运动 为 直线 匀速 运动 ;而 且 也 无 从 选取 某 一 惯性 系 比 其 他 惯 
性 系 更 有 优越 性 ,譬如 它 是 绝对 静止 而 其 他 则 皆 在 运动 . 想 用 以 太 作 绝对 静止 的 参 
考 系 的 企图 完全 失败 . 爱 因 斯 坦 (1879 一 1955, 德 - 美 )(1905)@ 在 狭义 相对 论 的 黄 
基 性 论文 4 论 动 体 的 电动 力学 ?中 提出 对 力学 方程 适用 的 一 切 惯性 系 , 对 电动 力学 
和 光学 定律 也 一 样 适 用 ( 爱 因 斯 坦 相 对 性 原理 ); 另 外 ,从 不 要 以 太 的 观点 来 看 , 提 
出 光速 在 不 同 的 惯性 系 间 满足 一 个 新 的 关系 ,对 于 任何 惯性 系 真空 中 光速 都 是 一 
样 (光速 不 变 原理 ). 

虽然 ,相对 性 原理 发 源 于 运动 介质 的 电动 力学 ,但 这 原理 是 关于 参考 系 的 ,所 
以 影响 到 物理 的 全 部 ,不仅 影响 力学 也 影响 热学 等 等 . 这 在 以 后 讲 流体 力学 或 者 热 
力学 等 等 时 再 加 以 注意 . 


4.2.3 洛 伦 兹 变换 及 其 推论 


这 里 简单 指出 洛 伦 效 变 换 对 于 光速 实验 的 解释 .考虑 洛 伦 效 变换 (z 轴 取 在 地 
球 前 进 方向 或 水 流动 方向 ) 


十 和 t+wzr’ /ce , | 


工 一 y=y 2 一 z3 
Te VI—=w/e 
其 逆 解 为 
三 二 2 
wt /ee Sy 到 汪 冯 


Vie VI—w/e 
当 wK&c 时 ,忽略 w/c 一 次 寡 项 , 则 洛 伦 效 变换 简化 为 伽利略 变换 ,z 为 相对 观察 
者 0 的 坐标 ,0O' 在 原来 的 参考 系 (恒星 系 或 地 球 ) 中 作 直线 匀速 运动 ,速度 为 (w,0， 
0) 沿 工 轴 方 向 . 从 


dz 
下 是 
加 


邮 十 罕 dz/ 1+ 尝 坚 
< 


人 ”HH. Poincaré,Sur la dynamique de 1'électron( 论 电子 的 动力 学 ),Comptes Rendus ,140(1905),1504 一 
1508; 同 题 论文 ,Rend. del circ. mat. di Palermo ,21(1906),129 一 176. 

外 ” 英 译 见 H. Poincaré, The Value of Science ,Dover, New York,1958. 

图 A.Einstein,Zur Elektrodynamik bewegter Korper, Ann. Physik,(4),17(1905) ,891—921. 


86 第 4 章 狭义 相对 论 


得 两 参考 系 中 速度 v 一 坚 与 一 9 间 的 关系 ， 

v+w 

1 十 瑟 坟 
C 


v= 


和 其 道 


第 一 ,如 果 v ==c 则 v=c, 而 不 是 c 十 zwyc 一 zw; 这 解释 了 迈克 耳 孙 - 莫 雷 实验 . 第 二 ， 
如 果 尽 一 为 介质 中 光速 (相对 于 介质 静止 者 ,用 静止 介质 中 的 电动 力学 或 洛 伦 效 
电子 论 求 得 的 折射 率 n) , 则 
= _c/n 十 二 二 
0 +w(1 一 部 ) 
(忽略 wm 项 和 更 高 次 项 ) ,这 同时 解释 了 菲 佐 实 验 . 
用 洛 伦 慈 变换 很 简便 ,但 理解 其 物理 涵义 则 较 困难 ,需要 我 们 对 时 空 观念 作 根 
本 的 检查 ,特别 是 关于 同时 性 这 点 . 这 由 爱 因 斯 坦 (1905) 加 以 阐明 . 洛 伦 效 本 人 则 
区 别 绝对 时 间 和 他 的 变换 中 的 新 时 间 变 量 (他 称 之 为 局 域 时 间 ). 按 爱 因 斯 坦 解释 ， 
xz/,t 等 即 的 确 是 运动 观察 者 0' 所 测定 的 空间 和 时 间 . 不 同 惯性 系 的 空间 时 间 不 
同 ,但 以 洛 伦 兹 变换 相 联 系 . 用 伽利略 变换 联系 到 速度 大 时 不 够 精确 ,所 以 要 推 新 
牛顿 力学 , 观念 有 些 变革 . 
譬如 运动 的 尺 , 随 之 运动 的 观察 者 测 得 其 长 为 两 端 z 与 zi 之 差 ,z: 或 zi 缘 
不 依赖 于 ;但 静止 的 观察 者 测 得 其 长 度 为 zz 一 zi(z; 和 zi 必须 相当 于 同一 时 刻 
四 .从 


2 一 Xx2— wt zx! oh Xi— wt 
VI 1—w/e 
得 
2 — zi = (z—7) VI—w/e, 
显 出 尺 的 长 度 收缩 . 


同时 ,运动 者 的 寿命 , 按 运 动 者 测量 为 两 时 刻 4 与 #4 之 差 ,而 zx 必须 与 zi 相 
同 . 静止 观察 者 测 得 其 寿命 则 为 与 之 差 ,zx; 与 z; 则 不 同 . 从 


7 7 / ’ 
tz + wx; 二 十 rozl Rp 

= rd es 9 Za 一 ZI 
V1i—w/e VI—w/e 


bd = (HVI—w/e, 
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显 出 时 间 延 缓 而 寿命 延长 . 短 寿命 的 粒子 如 高 速 运动 , 则 可 延长 寿命 很 多 倍 ,这 在 
宇宙 线 中 发 现 的 介子 已 被 实验 证 实 2. 


4.3 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 和 电磁 律 


4.3.1 闵可夫 斯 基 四 维 时 空 
我 们 注意 , 洛 伦 兹 变换 是 :ryz>tz'y'z' 间 的 常 系数 的 线性 变换 ,保持 


oP-y—2=0 ry 

不 变 , 这 特征 即 可 以 作为 洛 伦 兹 变换 的 普遍 定义 . 如 把 时 间 的 单位 用 光速 c 折 成 距 
离 , 除 了 时 间 坐 标 和 空间 坐标 前 的 符号 不 同 这 点 复杂 情况 需 加 以 注意 外 ,形式 上 洛 
伦 兹 变换 很 像 转动 变换 的 推广 . 三 维 欧 几 里 得 空间 的 转动 变换 即 是 xyz-~z'y'z “的 
常 系数 的 线性 变换 ,保持 十 y 十 z? 二 zx“ 十 y? 十 zx” 不 变 ( 叫 做 距离 平方 ). 定义 
C8 一 x? 一 y 一 z? 为 闵可夫 斯 基 (1864 一 1909, 德 ) 时 空 % 的 距离 ( 称 为 事件 间隔 ) 平 
方 , 洛 伦 效 变 换 可 以 理会 为 闵可夫 斯 基 时 空中 的 转动 变换 . 反 过 来 说 ,三 维 欧 几 里 
得 空间 保持 距离 平方 不 变 的 变换 除 转 动 外 尚 有 反射 ,闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 保持 
距离 平方 不 变 的 变换 除 洛 伦 兹 变换 (时 间 坐 标 变换 ) 和 普通 的 三 维 空间 的 转动 变换 
(不 影响 时 间 ) 外 ,也 还 有 反射 ,包括 空间 的 反射 和 时 间 的 反射 . 我 们 以 下 的 讨论 对 
常 系数 的 线性 变换 全 适用 ,但 由 于 注意 力 中 心 在 洛 伦 兹 变换 ,所 以 常 不 免 只 提 到 洛 
伦 效 变换. 

对 付 闵可夫 斯 基 时 空中 坐标 前 的 符号 不 同 引起 的 复杂 性 ,我 们 采用 上 下 指标 
方法 区 别 , 引 进 xz* 和 xz, Cy 二 0,1,2,3) 使 

一 (ctyzyyyz)， To 一 《ct 一 ZI 一 y， 一 Z)。 

我 们 将 只 讨论 洛 伦 兹 的 微观 电磁 场 ( 附 标 微 省 去 ). 先 写 出 静止 介质 中 电磁 律 的 四 
维 时 空 形式 ,运动 介质 中 的 电磁 律 则 显然 由 洛 伦 兹 变换 而 得 . 


4.3.2 电磁 场 方程 的 四 维 形式 


1， 四 维 势 拓 量 
首先 注意 洛 伦 效 规范 条 件 


即 


@ B.Rossi,D.B. Hall,Phys. Rev. ,59(1941) ,223. 
@® H. Minkowski, Das Relativitatprinzip, Ann. Phys 这 ,(4),47(1915),927(1907 年 11 月 5 日 他 在 格 丁 
根 数学 会 议 上 所 作 * 相 对 性 原理 ”的 讲演 ) ;Raum und Zeit( 空 间 和 时 间 ),Phys. Zeits. ,10(1908) ,104. 
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ap，a a 
六 人 十 站 4 十 4 十 3 A-。 0， 


可 以 简写 为 


3a Aas 
之 354 一， 
其 中 A* 是 四 维 势 矢 量 
Ar =(A,Ai,A,A); A = (A',A',A)=A 
采用 上 下 重复 的 指标 即 包含 对 0,1,2,3 求 和 的 约定 ,上 式 写 为 
as -oa= 弛 ) 
2. 电磁 场 张 量 
从 


B=VXA， 即 B.=B.=-4. 一 -4， 
启示 ,引入 电磁 场 张 量 下 ,如 下 : 


F, =3A,—3,A, = 
注意 到 
A = (AAA AD) Ao= gq/c,(AiAssAs) = 一 
A, 与 A* 的 区 别 在 于 A, 与 A'(i 二 1,2,3) 差 个 负 号 ,而 A 二 A 二 gp/c. 这 样 
Fas = BA: 一 ah, = 给 - 3 = 8., 
Fo = A: — ,ho 一 — 2 一 已 /ec 


所 以 微观 电磁 场 综合 在 一 个 F,, 中 ( 常 称 为 六 矢量 ,共有 6 个 独立 分 量 ; 实 际 上 是 四 
维 时 空中 的 二 阶 反对 称 张 量 ) : 
(Fa ,Fa Fa) 一 及， (Fo,F Fy) 一 下 /c. 
3， 电 磁场 方程 
引入 电磁 场 张 量 Fw 后 ,前 两 个 场 方程 


88 二 .B= 
VXE+Sr = V*B=0 


综合 为 

BF 十 BF 十 BFu = 0. 
这 方程 中 ,py 皆 不 相等 ;因为 如 有 两 个 相等 , 璧 如 pw 一 则 由 于 Fs 二 一 FF ,必定 
FF, 三 0. 另外 两 项 除 3, 和 3, 共同 因子 外 ,也 有 F, 十 F 三 0, 方 程 平凡 恒 等 满足 . 当 


hp 一 230,310,120 给 出 :YXE+2E 一 0, 而 当 hpv 一 123 给 出 V，B==0; 其 他 不 同 
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排列 给 出 相同 方程 . 
引入 了 电磁 势 后 , 另 两 个 场 方程 化 为 波动 方程 


zy : 
V4- 启 iA 一 jj， 9 一 55p 一 一作， 


注意 


相应 有 


所 以 (记得 求 和 约定 》 


波动 方程 综合 为 
8,9°A* = jj 
其 中 四 维 流 密度 六 为 
jr = (pe sj sjs rie). 

电荷 守恒 方程 为 

Vir =0， 即 3j*=0. 
注意 到 电磁 势 的 规范 条 件 , 电 磁 势 的 波动 方程 可 以 改写 为 

B.A* 一 B47) 二 po， 或 BF = ju. 
注意 到 BuHx = 六 形式 正好 综合 了 麦克 斯 书后 两 个 方程 


VxH-2D =j 和 Vv.D=p, 


其 中 (He ,HY ,H?) 二 H,(HY,H” ,HW) 二 cD. 而 对 于 洛 伦 兹 场 ,后 两 个 场 方程 可 
写成 
BF 一 jj 
这 是 由 于 
nH*=2A—A*= EY, 
即 H=B/po,D 一 eopE( 因 为 F*==Fzs ,FY 二 一 Fo 二 Fio). 


4.3.3 电磁场 的 能 量 动量 张 量 


不 仅 场 方程 综合 简化 ,能 量 密度 ， 能 流 密度 ,动量 密度 和 应 力 张 量 ( 三 维 空间 
的 ) 也 综合 为 四 维 空间 的 闵可夫 斯 基 应 力 张 量 (能 量 动量 张 量 ,简称 能 动 张 量 ) : 
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二 1 
T= PP 一 机 ReFr8o， 
6 = 二 1(y=， 或 0(y 关 多. 


其 中 


oo @F: — B:/, goF’ + B? /yo 
T= (oF se) 


为 能 量 密度 (W. 汤姆 孙 ,1824 一 1907, 英 (1892 年 成 为 开尔文 助 珊 Lord Kelvin) 
1853 年 发 现 )9; 


(i = EX 下 = 8 


为 土 乘 能 流 密度 ( 坡 印 亭 (1852 一 1914, 英 )9 和 幸 维 赛 德 (1850 一 1925, 英 )9， 
1884); 

(—T',—T,',—T")=DxB=% 
为 c 乘 动量 密度 (J. J 汤姆 孙 1893)@; 而 


TI 一直 (一 思 一 副 款 ( 六 一) 


= EE) + —B;—B:), 
2po 


Tiz = eo EE,+ LB.B, 
po 


等 等 为 三 维 应 力 张 量 ( 麦 克 斯 韦 1873)@. 注意 由 于 H=B/jw,D 二 eoE, 以 及 eopw 一 
1/c 所 以 有 To=Tu 即 Ti" 一 一 Ti' (ii 一 1,2,3), 得 S/c* 二 g, 这 是 闵可夫 斯 基 应 力 
张 量 比 麦克 斯 韦 应 力 张 量 的 对 称 性 更 高 的 结果 . 

从 闵可夫 斯 基 应 力 张 量 求 四 维 散 度 得 


aT,'= 工 Fu(aFe) 十 上 Fr(aF。) 
名 pa 


一 起 [PF® 十 FerCaFe)]; 
此 处 第 二 项 利用 F 的 反对 称 性 可 以 改写 为 


四 W.Thomson,Proc. Phil. Soc.Glasgow,3(1853),281. 

® J.H.Poynting,Phil. Trans. Roy. Soc. ,175(1884),343;Phil. Mag. ,9(1905) ,163,393. 

图 “0. Heaviside, Electrician,14(1884—1885),148,178,219,306,367,430,490; Phil. Mag. ,19(1885), 
397;Electromagnetic Theory ,3 vols,1893 一 1899 一 1912. 

图 J.J.Thomson,Notes on Recent Researches in Electricity and Magnetism ,Oxford,1893. 

@ J.C. Maxwell, A Treatise on Electricity and Magnetism,1873(1891 年 第 三 版 重印 本 ;Dover, New 
York,1954). 
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1 
Ss r i 
BF BF) — (Pr), 


而 第 三 项 括号 中 两 项 相等 ,给 出 
1 po 
-zr BFe), 


第 二 项 和 第 三 项 (利用 场 方程 ) 合 并 为 零 ， 
志 Br {oP 二 BF 二 BF = 0i 


第 一 项 (也 利用 场 方程 ) 化 为 
过 wepo71， 
最 后 得 到 能 动 张 量 应 满足 的 方程 为 
AT = Fj’ = /f,. 
容易 验证 四 维 力 密度 f, 的 (1,2,3) 分 量 为 
(fisfisfi)=pE+jXB=/, 
即 洛 伦 效力 密度 ,而 其 0 分 量 为 
万 = 一 下 。j /ec 
注意 了 为 电磁 场 作用 于 电子 的 力 密度 ,一 f 为 电子 作用 于 电磁 场 的 力 密度 . 代入 
j=pv 得 cf 一 一 f "为 电子 作用 于 电磁 场 的 功率 . 于 是 
cfo = 总 ro 十 Y_ 。5S， 
为 电磁 场 的 能 量 守恒 方程 ,其 中 S 一 (cT。 cT。 cT。) 为 能 流 密度 . 
3a1/_17。 1 
f=- Hw 
为 电磁 场 的 动量 守恒 方程 ,动量 流 密度 一 Ti 与 电磁 场 的 应 力 张 量 了 ;' 差 个 号 , 移 
项 写 为 
i PR A 
-HA+VTL = 7), 
即 得 电磁 场所 受 的 总 力 , 其 中 一 部 分 来 源 于 应 力 . 
最 后 ,引入 四 维 速度 
i (cro, »0) ， 
Vi—v/e 
电码 (c， v0), 
Vi—w/e 
结果 有 


= = 
aa = 王 吕 。 


因而 六 二 pc,j 一 ov 综合 为 
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= 

其 中 
je， =p VI 
从 
f= Fi’ = oF wt 

和 

F, =—— F,, 
得 

Ju = 0. 


4.3.4 四 维 矢量 和 张 量 的 变换 性 质 


上 面 已 把 静止 介质 中 的 洛 伦 效 方程 写成 四 维 时 空中 的 张 量 方程 形式 , 注意 ,所 
谓 张 量 形式 , 即 指 上 下 指标 在 方程 式 各 项 中 皆 协 同一 致 ,只 是 上 下 指标 重复 ( 因 求 
和 约定 对 0123 求 和 ?的 不 算 了 ( 称 为 缩 并 掉 了 ). 张 量变 换 规 则 如 下 :用 四 维 时 空 和 
上 下 指标 表示 , 洛 伦 兹 变换 为 


=r r= Lr 
其 中 系数 等 为 常数 ,不 再 依赖 于 zr 或 z”; 保 持 
TT = I bl = 


从 此 推出 洛 伦 兹 变换 有 唯一 的 逆 变 换 , 行 列 式 |4*,| 了 0, 因 而 推出 Lyl, 一 %. 凡是 与 
zx“ 变换 相同 的 量 均 以 上 标 表示 , 称 为 反 变 矢量 ,凡是 与 rz, 一 zs 变换 相同 的 量 
均 以 下 标 表示 , 称 为 协 变 矢量 ,而 与 若干 反 变 矢量 和 若干 协 变 矢量 的 乘积 变换 相同 
的 量 均 以 相应 个 数 上 下 标 表示 ,通称 为 张 量 . 上 下 标 皆 为 零 个 的 张 量 特 称 为 标量 ， 
标量 f 变换 后 即 为 标量 f ,而 f= 二 (例如 f(t,z,y,z) 二 ec 一 x 一 y 一 z* 为 标 
量 ,与 1 二 et? 一 x“ 一 y ?一 z”? 相等 ). 张 量 T” 的 变换 与 A*B*( 并 矢 ) 的 变换 相同 ， 
即 
Te = LT'®, 

也 是 线性 常 系数 变换 ,所 以 张 量 T”* 的 对 称 性 质 ( 指 T* 干 T* 二 0 即 对 称 或 反对 称 ) 
不 变 . 上 下 指标 缩 并 在 变换 中 不 必 再 考虑 ,例如 

T= LT = T= TH, 
可 当做 标量 处 理 . 反之 , 取 任意 标量 函数 

Jezsyyz) = fT ,yz ) 
全 微分 得 

dzreas = dz"o’f" 
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为 标量 变换 ,代入 (因为 系数 扩 . 皆 为 常数 》 
dz* = Ldxr” ”变换 如 同 反 变 矢量 ， 
得 
af 二 49'f” 变换 如 同 协 变 矢量 ; 
因 了 为 任意 标量 f= 二 了 ,所 以 3, 一 4“3, 为 协 变 矢量 算 符 . 
下 面 举例 给 出 电磁 场 和 电荷 密度 的 洛 伦 效 变换 公式 ， 


Pe hh wz Ye ee 
1 w/e Te 
1 一 1 EE we _, 
二 一 本 VI—w/e 
= =1, 
Fie 1 =1, = = w/e 
VI—w/e VI—w/e 
= =1s 
B.— Fs= Fs=B;, 
a ’ 和 / Wm 
,= Fs 一 全 Fa 十 Fo 一 5 (BEE), 
, , WwW 
B. = Fe = Fs +4°Fs = — (B+ 妆 E,); 
1E, = Fo = 一 生生 本 十 名 合格 = Fo = LE’, 


1 vy a 1 Ei / 
TE = Fa 一 一 人 Fx MF- A wB' )， 
1 必 1 1 a 
iE. = Fy =— "Fs +l'Fy = A 一 zwB，)， 
de ,/ 1 0 I dz/ 
p 黎 = 
dy 2 dy 
pi 
dz 
oem™i i 一 
1 w dr’ 
pe = 一 + p= 去 (+ 党 晤 ) 
所 以 
w dr’ dz 
Ba i 
P Viw/e 出 ”出 1 于 星 
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4.3.5 ”运动 介质 中 的 洛 伦 兹 方程 


总 上 ,静止 介质 中 洛 伦 效 方程 为 
BF 十 BF 十 BFu 一 0, OF* = pof’s 
运动 介质 中 洛 伦 兹 方程 即 为 
BF 十 BF 十 BF 一 0，BF 一 poj 
在 运动 介质 中 , 令 磁化 强度 和 电极 化 强度 为 
(M3,MY,M'™)= AM, (M"™,M™,M'") =— cp’, 
而 
He FM, 
则 第 二 部 分 洛 伦 兹 方程 (物理 无 穷 小 平均 后 ) 给 出 麦克 斯 韦 方程 
AHY = 六 一 20M- = jw 
由 此 可 得 
P=Prxns—V *P, 
了 = jxnns +&P +v xM. 
从 洛 伦 兹 电子 论 推导 麦克 斯 韦 方程 组 的 步 又 和 第 3 章 讲 的 一 样 ,只 是 ， 如 果 电子 


dt ni he dh et 
够 ). 


4.4， 相对 论 力学 和 质 能 关系 


我 们 将 根据 洛 伦 效 变换 (看 作 是 伽利略 变换 的 高 速 推广 ) 将 牛顿 力学 推广 到 高 
速 运动 , 常 称 为 相对 论 力学 . 


4.4.1 四 维 速 度 
质点 运动 轨道 ,在 闵可夫 斯 基 四 维 空间 中 为 z* 二 x*(r) (rt 为 参量 ), 这 是 曲线 
的 参量 表达 式 ,参量 本 可 任意 选取 . 我 们 注意 洛 伦 兹 变换 的 线性 常 系数 特点 ,同样 


适用 于 dz 与 dz'" 间 ,不 但 保持 zx" 一 z/z” 不 变 ,同样 也 保持 dx。dzx* 一 dz/ dx” 
不 变 . 所 以 可 以 引信 固有 时 +, 由 下 式 定义 : 
do 一 让 dx,dzr 一 de 一直 (dz? 十 dy 十 da?) 


代入 三 维 速度 ,= ( 坚 , 型 , 笃 ) ,得 
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dr 一 1— 构 dr. 
因为 三 维 动 点 位 置 是 t 的 函数 ,三 维 速度 也 是 1 的 函数 ,所 以 固有 时 r+ 也 是 1 的 函 
数 .将 r+ 对 t 反 解 , 便 得 xz 二 ct 为 + 的 函数 . 再 代入 三 维 位 置 便 得 x ,zx? ,zx? 皆 为 
的 函数 . 


定义 四 维 速度 
wd 一 dz 
we 和 uu, Ee 
则 有 恒等式 
uur = 0, 
注意 
Cw ys) = — 1 
Vi—v/e VIi—v/e 
反之 
Vy ul 证 us 
半 =( 徊 ' 禾 洛 ) 
从 恒等式 微 商 得 恒等式 
Yu =0, 或 , 泽 =0 
du ) ,dus dur 
(名 )*+ 余 窑 =0 


4.4.2 电子 的 三 维 运动 方程 和 能 量 方程 


下 面 我 们 讨论 电子 在 外 作用 电磁 场 下 的 运动 方程 . 普 朗 克 (1858 一 1947, 德 ) 
(1906) ?在 共 动 参考 系 中 假设 牛顿 力学 和 洛 伦 兹 合力 ,导出 一 般 参 考 系 中 有 运动 
方程 (见习 题 4. 2) : 

d y 


mt fd 
一 人 
从 此 又 导出 能 量 守恒 方程 : 
"A . v= |f + vx, 
—w/e 


注意 上 式 中 m 为 常量 ,e 一 一 |e| 为 电子 电荷 . 要 维持 牛顿 力学 的 运动 方程 形式 , 则 
需 改 用 dx 一重 p， 改 称 m 为 静 质 量 , p 与 v 之 间 比 例 系数 的 动 质量 为 


® M.Planck,Verh. d. Deutsch. Phys.Ges. (1906),136—141. 
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二, 它 随 束 度 "而 变 (v/c <<1 忽略 时 即 得 静 质 量 ). 


4.4.3 质 能 关系 9 
从 能 量 守恒 方程 只 能 说 


所 以 
当 v==0 时 ,动能 =0. 展开 得 


动能 = mc’ (1+ 
1 
2 


比 牛 顿 力学 的 十 mv 有 修正 . 注意 由 于 VI 一 75 分 母 的 出 现 , 动 质量 随 接近 < 


而 迅速 增 大 ,高 速 质点 难 使 拐弯 ,能 量 增加 若干 倍 ， 而 二 只 在 小 数 点 后 几 位 上 有 点 
增加 . 有 限 能 量 范围 内 ,v 达 不 到 < ,不 断 增加 能 量 时 v 只 是 愈 来 愈 接近 <. 这 满足 庞 
加 莱 的 推测 . 相对论 力学 应 说 明 任何 速度 不 能 超过 光速 (如 果 包 含 速度 为 零 的 静止 
情况 在 内 ). 从 四 维 时 空 的 洛 伦 兹 变换 看 来 ,能 量 中 的 任意 常量 似 应 为 零 ,这 点 有 许 
多 讨论 或 证 明 . 爱 因 斯 坦 (1906) 从 辐射 压强 给 了 个 证 明 ( 见 习题 4. 3). 这 样 ,电子 


静止 时 具有 能 量 mc?( 静 能 量 ) ,以 速度 "运动 时 具有 了 能量 - 257; 或 者 说 , 动 质 
量 乘 c>. 普 朋克 (1908)@ 进 而 认为 不 仅 质量 与 能 量具 有 质量 X 中 一 能 量 ( 爱 因 斯 坦 
质 能 关系 ), 而 且 动量 Xe 一 能 量 流 ,也 是 一 般 关 系 (电磁 场 中 9 一 cg 即 是 T,' 一 
一 也 "或 Tw 二 Toi,i 二 1,2,3, 阅 可 夫 斯 基 应 力 张 量 T.'( 或 T,,) 对 称 的 结果 ). 

4.4.4 闵可夫 斯 基 运动 方程 

用 四 维 矢量 表示 ,三 维 运动 方程 和 能 量 方程 除 以 “ 后 可 综合 为 闵可夫 斯 基 运 
动 方 各 


@® A. Einstein,Tst die Trigheit eines Kirpers von seinem Energie Inhalt abhingig? (物体 的 惯性 和 它 所 
含 的 能 量 有 关 吗 ?) ,Ann. Physik,18(1905) ,639. 
® M.Planck,Ann. Physik(4),26(1908),1, Phys. Z. ,9(1908),828. 
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nm 至 =P， 恶 =|Paz 灶 ， 
或 
mm 已， 已 一 | az 于 
其 中 
要 C Vy 
村 - (77) 
为 四 维 速度 ， 
-人 (ca 


为 四 维 力 密度 ;以 及 相应 的 协 变 矢量 w 和 
注意 :积分 元 dxd: 一 十 dz 为 洛 伦 效 不 变量 ,dr 也 是 不 变量 ;所 以 ,闵可夫 斯 基 
力 Fr 与 F, 也 是 四 维和 失 量 ,和 大 与/ 一样 也 满足 
Fru, 二 0， 与 Fu 三 0. 
对 于 点 电荷 ,代入 
p= er —z (rr — 2 (rT — 2 (7)), 
得 
一 [Perdz 开 = (Dro F 有 c) 昌 一 ea 
其 中 1 天 上 的 四 上 让 二 z"(n) 的 值 ,FY 不 计 被 作用 的 点 电荷 自身 产生 的 
电磁 场 .所 以 点 电荷 的 闵可夫 斯 基 运 动 方程 为 
m Ea, 一 ERF 作 ee 
注意 ,这 个 四 维 矢量 方程 只 有 三 个 独立 ,因为 两 侧 对 w 缩 并 第 恒 等 于 零 
4.4.5 辐射 阻尼 四 维 力 
考虑 辐射 ,如 果 电 子 速度 为 零 ,加 速度 不 为 零 , 则 辐射 总 功率 为 ( 拉 黄 尔 公式 ， 
参见 3.4 节 ): 
P= 起 SC 了 
如 电子 速度 不 小 时 ， 从 3.4 节 的 李 纳 - 维 谢 尔 势 计算 辆 射 场 和 其 总 功率 稍 繁 9 但 
可 利用 洛 伦 兹 变换 从 拉 莫 尔 公式 简单 推出 ,只 须 注意 到 辆 射 总 能 dEwe 一 Pd 和 dt 


@ 参见 张 宗 翁 区 电动 力学 及 狭义 相对 论 }，8$ 21. 
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一 样 , 都 按 矢 量 的 0 分 量变 换 . 所 以 总 功率 已 是 个 洛 伦 兹 不 变量 . 因为 P 为 加 速度 
的 二 次 式 , 所 以 


le du dw 
Po emo dr dr 
代入 
“一 s dr = VI—7ed 
“(A A a 
经 过 运算 化 简 可 以 得 到 
二 e 本 
P- 丰 ae”) 
从 = 一 大- 后 束 性 启 示 ,速度 ， 不 小 时 的 辐射 阳 尼 四 维 力 为 
下 区 le du 
6xneo c de 
di 
(因为 w= ,可 w=0, 当 各 ww 十 蝇 坚 一 0. ) 但 为 了 满足 阅 可 夫 斯 基 力 的 条 
件 ,必须 取 
Faeu = 0, 
所 以 
1 el/dw 1, du, dw 
Ran e+) 
但 这 和 大- 给 六 要 近似 为 一 -名 一 样 ,也 需要 根据 具体 情况 近似 处 理 . 粗糙 


Gneo Cc 
地 说 ,辐射 阻尼 作为 修正 . 但 这 理论 仍 未 解决 . 从 自作 用 力 推导 Fme ( 狄 拉克 1938) 
参见 前 引 张 宗 赚 专 著 . 


4.4.6 点 电荷 的 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方程 (三 维 形式 ) 


最 后 ,如 不 计 辐 射 阻尼 力 ,一 个 点 电荷 在 作用 电磁 场 下 的 运动 方程 ,可 以 写 为 
拉 格 朗 日 方程 形式 和 哈密 顿 方 程 形式 如 下 : 
先 讨 论 三 维 矢量 表达 式 , 较 明显 些 ， 


=4 dm 一 e(EF 二 9XBF)， 
RS dt VI el 了 ) 


其 中 
， Br=VXAf. 


yor— a 
Bp So 
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1. 拉 格 朗 上 日 方程 
取 拉 格 朗 日 函数 为 
L=—mc’ VI—v/c tev. Af— ept, 
则 
aL my 
+ 
2 3 全 Vi—v/e 
让 
L A 
Er 
注意 到 
d 


44 人 一 日 4 人 s 作 
Hs 34 十 (CY。V)44 ， 


vyX(V X4f ) 一 2 A", 


所 以 , 拉 格 朗 日 方程 


dtsdxr Ax 
dt 
即 给 出 
ad my __9aL dA 
di ViI—v/e Ox dt 
二 EAT 作 
<( Ve = ox XA‘) 
= eEr +ev X Bf 


注意 规范 变换 4 增加 VX,p 增加 一 经 , 则 工 增 加。 人 不 影响 8 Ldt 一 0 和 拉 


格 朗 日 方程 . 
2. 哈密 顿 方 程 
哈密 顿 函 数 H 由 L 计算 
dx. 3L 3 me? 作 
2 Ws PE 
3 滞 yy Vi—v/e 
e 
哈密 顿 函数 五 应 表示 为 x 及 p 的 函数 ,注意 
ee 好 
(Sa) 一 /ce +I 


> (大 二 ) ， 
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所 以 
es 2 EA 
ep +mec /ce +( 天 二 二 
I ee ey 
正则 方程 为 
dxr _aH 六 
Pe 到 = (p—eA*®), 
dap Vii arn? 
dp_ aH 必 好 i a 
dB A WA 
后 式 可 简化 为 
= evr 一 co VA 
而 从 前 式 可 反 解 出 
p—eA* =—— oo. 
Vi—w/c 


非 相 对 论 近 似 下 (w/c*<<1) 简 化 为 


工 w 一 me: 十 到 mm 十 mh 一 opt， 


H a mc’ 十 ey 作 + 址 (Pp 一 AA)?， 
其 中 常量 项 mc? 可 以 略 去 ,不 影响 运动 方程 . 
点 电荷 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方程 的 四 维 形式 见习 题 4. 8. 
4.4.7 点 电荷 系 的 相互 作用 项 


在 不 计 辐射 阻尼 力 的 真空 介质 中 ,点 电荷 系 也 可 以 近似 地 用 拉 格 朗 日 函数 或 
哈密 顿 函数 处 理 , 准 到 包含 刀 /c? 项 在 内 . (c 项 即 是 辐射 阻尼 ,不 能 处 理 . ) 以 两 电 
荷 为 例 , 拉 格 朗 日 函数 为 [达尔 文 (1920)]92 


1 wy 1 (WB) ees/ (dneo) 


a 2 1 gl 
L = Tmt Fm +m 下 和 a i 
| Caes/ (hneo) va» vo | Lv (xe— xo)J[r. EL 
本 cx —x ls 


工 为 x on 及 .一早 ,m 一 全 的 函数 . 而 哈密 顿 函 数 为 


D C.G.Darwin,Phil. Mag. ,39(1920),537. 
加 ”相当 的 量子 力学 表达 , 称 为 布雷 特 相互 作用 (1930). G. Breit, Phy. Rev. ,34(1929),553;36(1930)， 
383;39(1932) ,616. 
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H= Pp) (pl)’ | exes/(hneo) 


Bm 2ms Bom Bom |x,—x,| 
eses/ (dneo) {ps * ps , [pe * (x —x*) Lp 。 (xs — x)] 
EE! (mac mamoc’ | Xe 一 x |’ 
日 为 ,1 芒 及 Ph 的 函数 {p. 一 中- 等) 两 者 之 问 有 
a 
Hove tn op 


此 处 , 拉 格 朗 日 函数 中 一 mc: V1I 一 严 /c 的 展开 式 
一 mc VI—v/c ~— mc’ 十 至 mu 十 诗 m CY 
中 的 常量 项 一 me? 已 省 去 . 
又 因为 对 称 关 系 ,相互 作用 项 拉 格 朗 日 函数 
-Capo (Xs) eaVe * AslxXs) =— Espa Xs) + Eovs * AsXs), 
只 取 至 一 次 项 即 足够 . 容易 证 明 , 上 式 准 到 c “项 为 


_ ees/(Aneo) | ereo/ (hneo) [Ver Vo, [yee (xo— i 
|i—x) 2lx—xll < 全 | 如 一 四 


为 此 更 方便 的 是 将 
E=—Vy 


34 这 
4, 8 一 YX4 
代入 

V XB 一 吉 红 = jnpr， V :EE=p/e 


(真空 介质 中 甩 ==B/pu，,D 一 eoE) 时 ,不 用 洛 伦 兹 规范 .4 十 二 32 一 0 而 用 库仑 规 
范 YA 一 0, 这 样 有 


ee 
i 二 
在 与 v 标 乘 时 ,A 只 需 准 到 卫 一 次 军 , 因 此 Wp 中 后 项 可 忽略 . 对 于 点 电 
荷 6 产生 的 势 为 
el/(Ane) 日 er/(Aneo) (x— xo, W) 
jz 一 总 | ”cat ss—» 
_ esps/(4reo) es/(4reo) 1 1 {x om) 
| hrnc? Ji RTY [x —x,l’ je 


其 中 (x 一 x ww) 等 表示 标 乘 .分 部 积分 后 (再 利用 V'T 上 -#1 一 VT) 得 
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一 Csvo/ (hneo) -hv | x Kn) gy 
lx —xl 4xc2 lx —xllx —xl 


取 x 一 x 三 六 为 积分 变量 ,分 母 中 |x' 一 x| 二 |x 一 (x 一 x,)|， 


| (x by) 1 1 x) 
EAHEE EN 2 
_ eayb/(4reo) 1 es/(dneo) (x— Xsy,) 

cr|x—x| 2 c |x—x,| 

Covs/(A4neo) 1 eovs/(4neo) | 1 ex—Xorm) Xx 


clx—x) 2c1x—xn| 2 (4reo)c |x—x, ls 


将 以 上 诸 结果 代入 相互 作用 拉 格 朗 日 函数 即 证 明 前 式 . 
习 题 


4.1 多 普 勒 效应 和 光 行 差 
令 惯性 系 O(zx'y'z'1') 相 对 于 惯性 系 O(zyzt) 作 匀速 运动 ,速度 在 z 轴 方 向 为 
也 .从 O' 发 光 射 人 ,在 zy 面 内 光线 入 射 O 时 与 z 轴 夹 角 为 y, 入 射 波 阵 面 为 
OSy + ysSi 二 
v(:+ et my) = 相位 ， 
vy 为 O 系 中 光波 的 频率 ;在 O' 系 中 频率 为 ,与 z' 轴 夹 角 为 y , 则 由 于 相位 是 洛 伦 
效 不 变量 : 


,人 十 zeosy 士 >sing 二 六 人 Zcosy Fy sing ) 
C C 


代入 
zwi’ = {+twz'/e, ye 
Vi—w/e Vi—w/e 

比较 系数 得 


= 内 ， 《1 系数) 


* 分 数 | 六 一 (x 一 吉 ) 17! 可 展开 为 球 谐 画 数 ,分 子 只 有 x 一 次 敌 , 因 此 只 有 一 次 球 谐 函 数 有 贡献 . 所 以 
积分 


[ (x m) dr 
TY (mT 4 


ze | Ex Eee 


3 [x—wl te lr- 


而 最 后 () 一 ( 言 二 1} 一 主 ， 被 积 本 数 为 小 距离 的 一 次 方 竺 除 以 大 距离 的 二 次 竺 
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y (2 Lw 


vcosy 
et ) cr" 了 系数? 
sing = Ysing's (y 系数 ) 
后 两 式 平方 相 加 再 开 方 后 与 第 一 式 比较 得 


所 以 
cosy 十 一 
cosy 一 一 一 ， 
二 中 cosy 
反 解 得 
cosy 一 于 
cosy = -一 
Ds cosy 
所 以 


未 eosy 


上 式 中 〇 系 不 动 ,O' 系 以 w 速度 沿 x 轴 方向 运动 . 讨论 光 行 差 时 , 取 O 系 为 恒 
星 ,O' 系 为 地 球 ,z 为 地 球 公转 速度 ; 则 少 为 地 面 上 看 恒星 的 视 仰角 ,恒星 的 真 仰角 
为 少 展开 到 w/c 一 级 ,得 沙 一 y= 一 于 sing, 所 以 一 年 之 内 视 爷 角 依 地 球 公转 而 多 
圈 . 讨论 由 于 恒星 运动 的 多 普 勒 效应 ,地 球 公转 速度 近似 为 零 后 , 取 O 系 为 地 球 ,O 


系 为 运动 的 恒星 ,w 为 恒星 的 速度 (六 地 球 公 转速 度 ); 则 地 球 接收 到 的 光 的 波长 和 
与 恒星 发 光 的 波长 A' 差 


不 妨 取 z 轴 为 恒星 运动 的 方向 ,y 二 0, 得 
= /E11 (($) <1y). 


按 相对 论 多 普 勒 效应 公式 ,即使 cosy 一 0 即 $= 吾 ( 光 与 发 光源 或 观察 者 运动 方向 
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垂直 ) , 仍 有 二 级 效应 . 爱 因 斯 坦 2 1907 年 建议 用 极 隧 射线 做 实验 ,直到 1938 年 ， 
1941 年 才能 做 到 (Ives and StillvelD)@. 


4.2， 设 电子 运动 在 瞬时 共 动 的 参考 系 中 为 牛顿 运动 方程 ,从 而 探索 相对 论 力 
学 的 运动 方程 形式 ( 普 朗 克 1906)9. 


提示 : 瞬时 共 动 的 参考 系 为 0z'1',zx' 取 在 性 时 速度 方向 , 它 相对 于 静止 参考 
系 Ozt 的 速度 w 取 为 瞬时 速度 的 值 呈 ,将 


z= wt ,yy t— wr/c’ 
Vi—w/e 1—w/e 
求 导数 得 
dz 
¥- 
上 
lw 


ce cd cz dt 
其 瞬时 值 为 
dz 此 
CE de _ 4d dt 
dE dl 
La(E) ] 1 一 去 (号 ) | 
所 以 运动 方程 瞬时 为 
dz 
Ww dt = eE’ = ekE,, 
| -去 ( 坚 ) 
ce\d 


因为 已 一 已 .. 注意 这 与 
d y 
[=e(E+vxXB 
( 1 ) ‘ 2 


—v/e 
的 工分 量 方程 一 致 ,x 取 在 v 的 方向 . ( 右 侧 vXB 项 引入 是 为 了 次 号 <1 情况 . ) 
® A. Einstein, Ann. Physik,(4) ,23(1907),197、 


@®@ H.E.Ives,G.R.Stillvell,J.Opt. Soc. Am. ,28(1938),215;31(1941),369. 
®@ M.Planck,Verh.d. Deutsch. Phys.Ges. (1906),136—141. 
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4.3 用 辐射 压 证 明 E=mc* 关系 ( 爱 因 斯 坦 190679. 
解 :考虑 密闭 管内 两 对 称 物体 A,B 距离 1. 设 起 初 A 在 左 端 ,B 在 右 端 ;从 A 


向 B 发 出 辐射 能 量 为 E. 发 射 时 引起 反 冲 动量 三 . 设 全 管 质量 为 M, 则 反 冲 速度 
一 ,以 此 速度 进行 t 二 l/c 后 ,辐射 到 达 B 端 为 之 吸收 ,而 前 冲 使 运动 停止 . 共 


计 管 向 左 后 退 妈 一 走 距 离 . 如 辐射 能 量 上 不 具有 质量 , 则 A,B 两 端 质量 可 取 为 


相等 ,可 以 互相 调换 位 置 , 青 发 射 辐射 吸收 如 前 . 这 将 使 管 再 向 左 后 退 . 要 避免 这 伴 
廖 ,B 吸收 能 量 E 后 比 A 多 具有 质量 ,使 在 调 位 置 时 ,m 向 左 移动 ! 距离 时 ,全 管 
M 向 右 移动 x 距离 . 质心 不 动 ,要 求 Mr 二 ml, 这 移动 恰好 抵消 上 述 发 射 吸收 间 
移动 vi, 所 以 ml/M= 二 r+ 二 vt 二 EL/ Me? 给 出 : 

m 二 EJ/ce， 或 E= mc. 


4.4 从 
md— =eE+TvxB) 
dr Vi 二 
推出 
2 
mm T 
注意 
二 
Vi/ VI—w/e 
即 能 量 对 动量 的 导数 等 于 速度 . 


4.5 两 高 速 粒 子 碰撞 的 “质心 系 "能 量 . 
解 :质心 系 两 粒子 总 能 量 减 去 其 静 能 量 为 剩余 能 量 
E= (E+E)aer— (mtm)e. 
由 于 质心 系 中 pi 十 p: 一 0( 质 心 系 以 三 维 动量 总 和 为 零 定义 ), 而 四 维 总 动量 上 下 
指标 缩 并 后 得 不 变量 ,所 以 
E= VE +E) —e(p tp) — (m +m)e,. 

要 达到 剩余 能 量 E, 如 果 打 静 止 靶 (ps 二 0, 二 mzc*) 则 需要 人 射 粒子 EE 二 mc? 二 
T, 具有 动能 


E+2(m+m)eE 
mp 
2mzc 


@D A.Einstein,Ann. Physik,(4),20(1906),627. 
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如 果 对 头 碰 (pi 二 一 p:) 则 需要 总 动能 为 
Ti+T:=E. 
由 此 可 见 , 当 E>mc? 时 ,用 后 一 种 办 法 达到 更 大 的 剩余 能 量 ( 用 来 产生 新 粒子 ) 较 
容易 些 . 
4.6 麦克 斯 韦 方程 ,对 于 运动 介质 和 静止 介质 形式 一 样 ,只 是 相对 于 静止 观 
察 者 的 D,E,H,B 间 的 本 构 关 系 依赖 于 介质 运动 速度 ww. 求证 ， 


了 十 蕊 义理 一 e( 下 十 风 X 吾 )， 


B—sXE=p(H—wXD). 
证 : 利用 4.3 节 的 电磁 场 变换 式 , 取 由 沿 zx 轴 . 这 样 ,有 D; =eB ,但 D, = 
eB' ,D' 一 eB' 两 式 各 侧 均 乘 以 VI 一 WJC 方 与 求证 相合 . 同样 , B. = /下 ,和 
VI=W75B,= VI 一 wenH, 等 等 .注意 工 一 示 B ?一重 B 对 于 运动 观察 者 成 
立 ,所 以 对 于 运动 观察 者 本 构 关系 为 B =uH',D' 二 eE'. 对 于 静止 观察 者 ,L 由 上 
式 经 治 伦 效 变换 ,可 表达 为 B,,B,,B.,E,,E,,E. 的 函数 (ez 为 常量 不 变 ) 而 五 一 
a -用 
沪 [,D= 一 癌 L ,容易 验证 
了 2 一 Poe” 。 到 Fearen/et， 


E’? =— FourFru,s 
其 中 


C w 
(人 

而 e** 和 epw 是 列 维 - 奇 维 塔 (T. Levi-Civita) 符 号 , 它 对 0123 的 所 有 偶 置 换 为 十 1， 
奇 置换 为 一 1 ,有 相同 指标 为 0. 

4.7 ”加 速 器 中 高 速 粒子 的 辐射 损失 ?. 

解 :直线 加 速 器 中 辐射 损失 很 小 ,但 环形 加 速 器 中 ,特别 当 加 速 粒子 为 电子 时 ， 
辐射 损失 很 大 ,以 致 更 高 加 速 电 子 很 难 . 

直线 加 速 器 中 ,粒子 作 直线 运动 . 总 辐射 功率 为 
1 du, du 
Gneoc dr dr 


P=— 


当 " 与 ”平行 时 ， 


@ 参考 J.D. Jackson,Classical Electrodynamics, Wiley, New York,2nd ed. ,1975. 


dv 
Ee ， 
4 TA Cy 
而 
d=d = 宅 dv 7 = (2)du, 
Vi—v/e ¢ (VI—vw/e) 
即 
dae? de 
dr de 
， 1 el/duy’ dcu'm 
所 以 辐射 损失 功率 P 一 5 与 (名) 与 供 能 功率 千代 之 比 为 
1 0 dmcu' 
6reo mc vdr“ 

这 可 写 为 无 量 纲 关 系 : 

2c _d(mcu’ /mc’) 

3u dz/(ez/4reomacz) 
注意 即使 对 于 电子 ， 

d(mcu’ /mc’) 二 

SE /rm 
意味 着 加 速 能 力 9 为 ,在 Te 一 2.8X10- 8 m 内 加 能 me*~0.5 MeV, 即 加 


速 能 力 达 10* MeV/m. 当 加 速 能 力 为 10 MeV/m 时 ,辐射 损失 功率 仍 不 过 供 能 功 
率 的 10 ,不 是 限制 因素 . 
环形 加 速 器 中 , 主要 是 速度 方向 变化 ,速度 的 大 小 变化 很 小 (每 圈 增 加 能 量 很 
有 限 ). 当 (1 一 w/c*) “大 时 ,每 图 辐射 能 量 损失 为 
2rRp_ 2xR 。 2 e/(hneo) 1 vr 
v v3 0 UV/eyR 


= 和 伍 (2) er/(4neo) 1 
3\¢c (1—w/e 


对 于 电子 ,代入 已 -7 近似 ( 宇 ) ~ 1 得 每 图 辐射 能 量 损失 
LECBeV)] 了 


6E(MeV) = 8.85 X 10 -+ Rem) 
当 E=5 BeV,R~10 m, 每 圈 损 失 5. 5 MeV, 比 每 圈 高 频 加 能 很 可 观 了 ,差不多 5 一 
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10 BeV 为 电子 环形 加 速 器 能 量 上 限 . (理论 结果 ,Schott,19120;1948 观察 到 @. ) 
电子 同步 辐射 可 利用 作 生物 ,化 学 和 固体 材料 实验 研究 用 . 短 状 星 去 也 有 同步 辐 
射 , 可 从 其 频率 分 布 和 偏振 研究 . (102 eV 电子 在 10-* G 磁场 中 环行 . ) 

4.8 点 电荷 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 方程 的 四 维 形式 . 

解 : 点 电荷 的 拉 格 朗 日 函数 为 (4.4 节 ) 

工 一 一 mcz VI—v/c +e .Af 一 epf， 
写成 四 维 形式 为 
L= Vi—/c(— mc’ — eAtur). 

用 四 维 速度 和 固有 时 dr 二 Vi 一 /cdt, 考 虑 到 约束 条 件 wu 一 c* 二 0 而 引入 拉 格 
朗 日 乘 子 , 变 分 法 (对 1 和 < 变 分 ) 为 


0 一 BE = af{ mec? — eAffur + Bam uur cz) )dr; 


此 处 w 一 量 , 而 44 中 工 取 在 点 电荷 时 空 点 . 变 分 方程 包含 对 4 变 分 得 约束 条 件 ， 
对 zr 变 分 得 
A mu, — eAf )=— eu'd,Af. 


dr 
这 方程 可 化 为 
Lmu,) = eFtu 
dr 
形式 ,从 中 容易 导出 
d, = 
es eld 
因为 mm 可 gu, =eFtu’” ,以 及 和 eu =0 Ouu’ =c?. 
二 
82 
Ph 3 
dr 
Es 
天 = drte 名 
得 
X= 让 (入 一 oh? ) (入 一 ca)+ (1+)me's 


©® G.A.Schott,Electromagnetic Radiation,Cambridge,1912. 
四 F.R.Elder,R.V.Langmuir,H.C.Pollock,Phys. Rev. ,74(1948) ,52. 
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它 已 表达 为 p, 和 xz* 的 函数 ,正则 方程 为 


dp Bx =— eu'd,Ar; 


而 他 =0,X 的 常量 值 为 (1+)me?. 
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5.1 理想 气体 


5. 1.1 理想 气体 定律 


质量 为 W 的 气体 ,其 压强 p、 体 积 V 与 温度 之 间 有 近似 的 简单 关系 , 称 为 理 
想 气 体 定律 : 


pV = BRT = RT, 


(分 子 量 及 原子 量 由 化 合 物 的 定 比 定律 和 倍 比 定律 定 出 ,规定 以 核 素 *C 的 原子 量 
12 作为 标准 ). 其 中 M 为 气体 的 摩尔 分 子 质量 ,v 为 摩尔 数 ,而 摩尔 气体 常量 尽 对 
所 有 气体 都 有 同样 的 值 ,温度 T 以 热力 学 温标 量度 ,单位 K 是 水 三 相 点 热力 学 温 
度 的 1/273. 16. 

实验 证 明 :实际 气体 , 当 温度 高 密度 低 时 ,都 很 好 地 满足 理想 气体 定律 . 这 定 
律 概 括 了 

(i) 玻 意 尔 (1627 一 1691, 英 )9- 马 略 特 (1620 一 1684, 法 )@ 定 律 (1662 和 1676， 
温度 不 变 下 ,pV 二 常量 ). 

(ii) 盖 吕 萨 克 (1778 一 1850, 法 ) 定 律 9(1802, 压 强 不 变 下 ,体积 随 温 度 线性 变 
化 )， 

(iii) 查理 (1746 一 1823, 法 ) 定 律 9(1787 ,体积 不 变 下 ,压强 随 温度 线性 变化 ). 


《iv) 阿 伏 伽 德 罗 定律 9(1811, 同 一 压强 温度 下 ,不 同 气体 的 密度 区 正比 于 其 
摩尔 分 子 质量 MD)、 


* 曾 用 名 : 气体 分 子 运动 论 . 动 理论 是 动 理学 理论 之 略 . 

® R.Boyle,A Defense of .the Doctrine touching the Spring and Weight of the Air Proposed by Mr. 
Boyle. . .against the Objection of F. Linus. 1662,pt. I. chap. 5;“Work”,ed. Birch. 1(1744) ,76. 

加 “已 Mariotte, Discours de la nature de L'air( 论 空气 的 性 质 ) ,Paris,1676;1923 重印 ,“Oeuvres”,Ley- 
den,1717,1,149. 

@ J.L.Gay-Lussac,Ann.Chim. ,43(1802),137:Ann. Physik,12(1803),257. 

@ J.A.C.Charles, 本 人 未 发 表 ,在 给 Gay-Lussac 的 通信 中 提 及 其 结果 ,后 者 在 Ann. Chim. ,43(1802)， 
137(157) 中 引用 . 

® A.Avogadro,J.de Phys. ,73(1811) ,58. 
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5.1.2 物理 化 学 常量 


在 标准 状况 ( 即 压强 为 101325Pa、 温 度 为 273. 15K 即 0C) 下 ,理想 气体 的 摩尔 
体积 ( 即 W/M=1 的 体积 )V 为 
Va = 22.414 dm’mol :， 
所 以 得 
R= 8.3145 Jmo RK. 
化 学 反应 的 定 比 定律 和 倍 比 定律 ,对 于 气体 反应 , 便 简 单 地 表现 为 各 种 反应 物 
及 生成 物 ,在 同一 温度 和 压强 下 ,其 体积 间 呈 简单 的 整数 比 ( 气 体 反应 定律 , 盖 吕 萨 
克 ,1805)9. 例如 两 体积 的 氢 和 一 体积 的 氧 完全 化 合 后 生成 两 体积 的 水 蒸汽 . 如 用 
分 子 式 表示 :2H; 十 0, 一 -2H:O, 两 个 氢 分 子 与 一 个 氧 分 子 化 合成 两 个 水 分 子 , 则 
在 同一 温度 和 压强 下 ,体积 相同 的 任何 气体 所 含 的 分 子 数 都 相等 ( 阿 伏 伽 德 罗 定 
律 ,1811). 我们 定义 每 摩尔 任何 物质 所 含 的 分 子 数 为 阿 伏 伽 德 罗 常 量 Na ,并 定义 
R/NA 三 k, 称 为 玻 尔 兹 曼 (L. E. Boltzmann,1844 一 1906, 奥 ) 常 量 , 则 理想 气体 定律 
可 改写 为 


WN 
a 本 
V MN m’ 
其 中 p= 二 W/V 为 密度 ,mm 一 M/NA 为 每 个 分 子 的 质量 ,而 为 分 子 数 密度 . 则 有 


p= mT. 

从 法 拉 第 电解 定律 的 法 拉 第 常量 下 一 96500 Cmol-: 和 直接 测定 基本 电荷 一 
1.6X10-8 C( 密 立根 1913, 油 滴 法 )@ 可 得 NA= F/e=6XI023 mol-:. 更 准确 的 办 
法 则 是 用 X 射线 衍射 定 晶体 的 晶 格 间距 ,这 样 就 定 出 了 相当 于 一 个 分 子 所 占 的 体 
积 v. 以 此 除 晶体 的 摩尔 体积 (从 密度 折算 出 ) 即 得 NA ,数值 为 

NA 一 6.02X103 mol 
所 以 玻 尔 兹 最 常量 & 的 数值 为 
k=1.38X10*JK', 
标准 情况 下 的 分 子 数 密度 为 洛 施 密 特 (1821 一 1895, 奥 ) 常 量 ? 
no = 2.69 X10% m3, 


@ A.von Humboldt,J.L. Gay Lussac, J. de Phys. .60(1805),129;]. L. Gay Lussac. Mem. Sor. Ar- 
cueil,2(1809),207(1808,12,31 宣读 ). 

® R.A.Millikan,Phys. Rev. ,2,(1913),143;Phil. Mag. ,34(1917),1. 

@ J.J.Loschmidt,Wien. Ber. ,52]1] ,(1865),395;2. Math. Phys. (Schlomilch) ,10C1865) ,511. 
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国际 科学 技术 数据 委员 会 (CODATA) 有 关 物 理化 学 常量 的 2006 年 推荐 值 2 
是 (括号 中 数字 是 在 给 定 值 的 末 位 数字 中 的 标准 偏差 不 确定 度 ) : 

阿 伏 伽 德 罗 常 量 ”NA 一 6. 022 141 79(30) X1023 mol”! 

法 拉 第 常量 下 一 96 485. 3339(24) Cmol-: 

摩尔 气体 常量 R=8. 314 472(15) Jmol™!K-! 

玻 尔 兹 曼 常 量 k=1. 380 6504(24) X10 JK™! 


摩尔 体积 Vs =22 413. 996(39) cmsmol-: 
p=101 325 Pa 
(TE 15 K ) 

洛 施 密 特 常量 no=2. 686 7774(47) X10* m3? 

基 元 电荷 e=1. 602 176 487(40)X10-2 C 


5.1.3 理想 气体 定律 的 气体 动 理论 解释 


注意 无 论 NA 或 m 都 是 一 个 大 数 . 这 使 我 们 实际 上 不 可 能 用 力学 办 法 提 定 解 
问题 ,因为 无 从 给 那么 多 的 初始 条 件 . 我 们 只 能 占有 有 限 的 信息 ,一 般 皆 指 统计 平 
均 量 如 温度 压强、 密度 等 等 . 统计 平均 值 为 概 然 值 ,具体 每 次 值 则 带 有 偏差 ,但 大 
数 定律 保证 精度 . 即使 我 们 考虑 气体 中 某 处 一 个 小 体积 而 讨论 该 处 压强 ,温度 或 密 
度 时 ,该 小 体积 中 的 分 子 个 数 也 总 是 个 大 数 . 这 条 件 是 定义 压强 、 温 度 或 密度 时 必 
须 满足 的 前 提 , 以 后 我 们 总 是 如 此 理解 不 再 提醒 . 

气体 动 理论 可 以 定量 解释 理想 气体 定律 ( 沃 特 斯 顿 1845 年 提 到 伦敦 皇家 学 
会 ,到 1892 年 瑞 利 才 使 之 发 表 ?). 忽略 分 子 间 力 ,并 将 每 个 分 子 近似 作为 质点 处 
理 . 为 简单 起 见 , 设 整 个 气体 静止 不 流动 ,但 气体 中 每 个 分 子 均 在 作 独立 的 平移 运 
动 . 在 这 近似 下 ,一 般 讲 ,对 大 量 分 子 的 统计 描述 为 位 置 在 x 附近 dx 范围 内 ,速度 
在 5 附近 d5 范围 内 者 有 F(x,5,tDdxd5 个 ( 即 t 时 刻 的 概 然 分 子 数 ), 所 以 


sfc,6D = n(x,t) 
即 是 分 子 数 密度 ,这 里 对 分 子 速 度 积分 范围 为 全 部 ,一 cc 一 6<<co(i 一 zz). 
又 对 于 法 向 单位 矢量 为 n 的 表面 面积 元 dS, 在 di 时 间 内 有 dt。ndSydE( 其 
中 限制 &，n 宇 0) 个 分 子 达到 dS 上 , 带 来 动量 
[2 ndSméf dé, 
同时 有 一 &dt * ndSfdé( 其 中 限制 6* n<0) 个 分 子 离开 dS, 带 走动 量 
@ 见 本 书 附录 : 常用 物理 量 单位 和 物理 常量 . 


加 J.J. Waterston,On the Physics of Media That Are Composed of Free and Perfectly Elastic Molecules 
in a State of Motion, Phil. Trans. Roy. Soc. ,183(1892) ,1. 
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上 — dt. ndSmEf dé; 
两 式 相 减 得 dS 在 dt 时 间 内 获得 动量 为 
J sta “ndSméf dé = didSn 。p， 
其 中 张 量 
p — | mesf dé. 


所 以 dS 受 力 为 dSn* p, 妈 np 为 气体 单位 表面 积 上 所 受 的 力 ,来 源 于 气体 内 部 
分 子 的 冲击 . 注意 法 向 分 量 


ne pen=| men fds 


永远 是 正 的 , 即 是 气体 对 表面 永远 给 压力 (而 非 吸 力 ). 容器 对 气体 也 给 相反 的 压 
力 ,以 免 锡 散 . 在 气体 内 部 压力 张 量 即 以 


p = | sé/ ds 
定义 ,这 时 
pen= nm mfdé 


称 为 分 子 动量 m5 的 流 率 . 当 气体 近似 为 各 向 同性 时 ,7(x,5,0) 对 后 只 通过 呈 依 
赖 ,所 以 p 二 p1, 其 中 1 是 单位 张 量 ,标量 p 称 为 流体 静 压 强 , 简 称 静 压强 . 一 般 有 


= 于 (pe + pw + pa), 
或 px,D 一 全 | 二 mf 
如 果 我 们 定义 每 个 分 子 的 动能 霹 w: 的 平均 值 为 了 kT, 其 中 工 叫做 温度 (更 
严格 地 讲 , 这 样 定义 的 温度 为 动 理 温度 ) , 即 
1 
| sm f(r,€,0 dE 
. | 一 号 krT(r'D. 
和 | rex5D 晤 


注意 到 分 母 即 是 分 子 数 密度 n(x,z) , 则 得 理想 气体 定律 
plxt) = n(x,t)kT(xX,L). 


注意 分 子 速度 平方 的 平均 
F=-¥r— 区 ， 
其 中 o 一 zz 为 气体 密度 . 例如 在 标准 情况 下 (p 二 101 325 Pa,，T 一 273. 15 K), 和 氢气 
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的 密度 为 8. 99X10-: kg/ms ,氮气 的 密度 为 1. 25 kg/ms ,相应 的 方 均 根 速率 VE 为 
1839 m/s( 氢 气 ) 或 493 m/s( 氨 气 ) ,一 般 比 机 械 运动 速度 大 ,与 声速 同 数 量 级 . 


5.1.4 理想 气体 的 热 容 
对 于 单 原子 气体 ,能 量 只 是 平 动能 . 每 摩尔 的 平 动 能 平均 为 
到 可 3 
E= 3RT = NZkT, 
这 便 是 其 热 运 动能 , 即 内 能 . 其 定 体 热 容 为 
Cv = (9E/aT)v = 3R, 


加 热 时 气体 体积 维持 不 变 . 也 可 考虑 加 热 时 维持 气体 压强 不 变 , 则 体积 将 随 加 热 
而 增 大 ,气体 膨胀 作 功 . 对 于 一 摩尔 气体 ,根据 理想 气体 定律 pV 一 RT, 定 压 (p 二 常 
量 ) 作 功 为 PAV 一 RAT, 所 以 定 压 热 容 比 定 体 热 容 大 些 ,Cs 一 Cv 二 R, 单 原子 气体 


C, 一 号 R. 常 将 比值 C,/Cv 缩写 为 y, 单 原子 气体 7 一 5/3， 


对 于 双 原 子 (或 线性 多 原子 ) 气 体 , 除 三 个 自由 度 的 平 动能 外 , 尚 有 两 个 自由 度 
的 转动 能 ,每 摩尔 的 内 能 为 
下 一 下 十 巨 一 号 RT 十 号 RT 一 号 RT; 
每 个 转动 自由 度 的 平均 能 量 与 一 个 平 动 自由 度 的 平均 能 量 近 似 相 等 ,这 将 在 以 后 
证 明 .所 以 Cy 一 也 R,C, 一 也 Rw 一 ?7/5. 
对 于 非 线性 多 原子 气体 ， 除 三 个 平 动 自 由 度 外 , 尚 有 三 个 转动 自由 度 ,所 以 
E=E,++E, 一 急 RT+ 了 RT 一 3RT, 有 Cv 一 3R,C, 一 4R,7 一 4/3. 表 5.1 给 出 各 种 


气体 在 压强 p= 二 101 325 Pa 和 温度 :一 15 状况 下 的 摩尔 热 容 0. 


表 5.1 各 种 气体 的 摩尔 热 容 和 上 比 热 比 


@ 国际 纯粹 物理 与 应 用 物理 联合 会 (IUPAP) 规 定 :“ 比 (specific)" 应 当 限定 意义 为 “ 除 以 质量 ”, 所 以 本 
书 在 一 般 情 况 下 称 为 热 容 而 不 用 比 热 
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( 续 表 ) 

气体 C, Cy Co 一 Cv 7 一 CoyCv 
O; 29.47 21.09 8.37 1.396 
CO 29.05 20. 68 8.37 1. 404 
NO 29. 30 20. 93 8. 37 1.400 
Ch 33. 65 24. 82 8.83 1.355 
CO: 36.79 28.25 8.54 1.302 
N:O 37.04 28. 50 8.54 1. 300 
HS 34. 11 25. 45 8. 66 1.340 
SO: 40. 26 31.35 8. 92 1.285 
NH; 36.58 27. 92 8.66 1.310 
CH 35.53 27.12 8.41 1.310 
CzH: 42. 90 34. 32 8.58 1.250 


注 :Cs 和 Cy 的 单位 是 Jmol 一 K 一 . 


5.2 玻 尔 兹 曼 方程 


5.2.1 玻 尔 兹 曼 方 程 的 推导 


先 讲 玻 尔 兹 曼 (1872)2 如 何 导 出 确定 分 布 函数 f(x, ,1) 的 方程 . 
(x, 外 1t)dxd$ 代表 上 时 刻 处 于 以 位 置 x 为 中 心 的 dx 范围 内 及 以 速度 5 为 中 心 的 
上 速度 范围 内 的 ( 概 然 ) 分 子 数 . 经 过 dt 时 间 的 分 子 运动 ,将 由 位 置 x 到 x 十 5dt, 并 


由 速度 到 十 吉 F4 dt[ 此 处 FF 为 分 子 所 受 力 ( 外 界 力 或 长 程 力 ,短程 力 算 在 碰撞 
中 ) ,m 为 分 子 质量 ], 所 以 如 无 其 他 变化 ,将 有 
xy 一 jz 二 5 下 de 十 出)， 
即 
Bf rE. lp+.d 
ar T° ax ta 36 上 


或 者 说 ， 


af\ _ afr_ 1 af 
(Fe) 5 ax nr “BE 


@ 一 般 参考 L. Boltzmann,Voriesungen iiber Gastheorie ,2 vols( 气 体 理论 讲义 ), Leipzig 1896 一 1898. 
S. Chapman and T, G. Cowling, The Mathematical Theory of Non-Uniform Gases, Cambridge, 2nd ed, ， 
1953, 王 竹 溪 :《 统 计 物理 学 导论 ), 人 民 教 育 出 版 社 ,第 二 版 ,1965, 第 四 章 . 

@® L.Boltmann,Wien. Ber. ,66(1872),275374(1876),503. 
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为 由 于 分 子 运动 对 f(x,§,t) 引 起 的 增加 . 除 此 而 外 ,由 于 分 子 碰撞 ,将 使 所 考虑 的 


(5,d5) 这 样 的 分 子 又 增加 [3 ) .所 以 
磁 挤 
= BE)s, + (EE),: 
或 
1 
tt ) 

如 只 考虑 两 体 磁 擅 ,速度 5 与 速度 后 的 分 子 碰 擅 使 分 子 原来 速度 为 5 者 减少 
多 少 可 如 下 估计 . 按照 随 分 子 (原来 速度 为 6) 平 动 的 观察 者 看 ,有 原来 速度 为 5 的 
分 子 以 相对 速度 15, 一 引 打 来 ,在 与 扎 一 5 垂直 的 面 元 do 一 bdbdy 上 [6,y 为 面积 中 
的 极 坐标 ,6 常 称 为 碰 挤 参量 ,参看 图 5. 1, 图 中 OBQ 为 相对 运动 轨道 PQP' 及 其 渐 
近 线 ABA’ 的 对 称 轴 ;5 二 5C0, [6 一 51)], 以 do 作 底 ,以 16 一 51dzt 作 高 ,这 柱 中 分 
子 都 将 发 生 磁 接 .碰撞 前 (&, 一 &) 沿 AB 方向 ,碰撞 后 (6 一 引 ) 沿 BA' 方 向 . 如 令 
OB 方向 单位 矢量 为 e, 则 得 (看 图 得 (6 一 6) *e 二 一 | 一 g1cos9<0) 

' =€+(€—€) ee, 

各 二 包 一 (机 一 和 ee. 


P 


图 5.1 两 分 子 的 碰撞 ( 力 心 点 模型 ) 


玻 尔 兹 曼 推导 方程 时 作 了 分 子 混沌 性 假设 , 即 已 知 有 一 分 子 挨打 并 不 影响 来 
打 的 分 子 的 分 布 函数 ;并 且 忽 略 换 打 分 子 与 来 打分 子 位 置 的 细小 差别 对 分 布 函数 
的 影响 ,这 位 置 差别 约 为 分 子 直 径 量 级 . 所 以 打 来 的 分 子 总 数 为 将 上 述 柱 的 体积 
dol& 一 和 | 和 
乘 以 分 子 数 密度 f(x,&,) déi ,并 对 名 积分 . 除 以 d 并 乘 以 挨打 的 分 子 分 布 得 


(2) ,= {orl el fe) ds fro6s0 ds 
设 两 分 子 间 力 为 有 心力 , 则 从 图 中 对 称 性 看 出 速度 如 的 分 子 与 速度 如 的 分 子 
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磁 挤 后 得 到 速度 的 分 子 ,这 时 OB 方向 单位 矢量 为 6 二 一 e. 注意 | 一 | 二 | 一 8|， 
并 且 


po do ey a 
did |S | asds = deids, 


因为 雅 可 比 行列 式 为 一 1, 在 e 一 (0,0,1) 特 例 下 容易 得 
1 : 


QE16) 
EX 


从 对 称 有 da 一 da, 所 以 得 
(S22) dE 
辜 进 


Bt 
= WIE | 一 上 Ge Df t) dé jdé. 
总 计 碰 撞 进 来 扣 去 碰撞 出 去 ,两 侧 除 去 公共 因子 由 ,得 
(¥) =a — El {frst) f(x 1t) 
一 (zy xD) db. 
这 样 , 得 到 确定 (x,&,t) 的 微分 积分 方程 ( 玻 尔 兹 曼 方程 ) ; 
= a 6 8 (fe Fes8 1 — fxs) fs61D} dG 


右 侧 一 个 积分 号 对 dé 三 重 积分 , 另 一 个 积分 号 对 do 二 重 积分 . 
对 于 带 转动 的 分 子 的 推广 见 前 面 所 引 查 普 曼 和 考 林 的 专著 . 


5.2.2 混合 气体 的 玻 尔 兹 曼 方程 
上 面 推导 显然 可 以 推广 到 几 种 气体 的 混合 . 对 每 一 成 分 (以 附 标 (让 或 (j) 标 


志 针 一 1,2,…，,c) 引 入 一 个 分 布 函数 fa (x,5o , 昌 , 玻 尔 兹 曼 方程 变 为 
afa Bf. 江 afw 
dr teén' or tne Fo 36s 


= ko yo) (i=1,2,,0). 


右 侧 包 括 各 种 两 体 碰撞 积分 
fo rf)= | drew I én — bo | {fxsblp 1 fo Cesblo 1D) 
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—folx, bt) folxsb st)} de, 
此 处 右 侧 将 50 省 写 为 5&p , 当 j 一 时 ,5op 指 号 oo 而 非 5o. 磁 撞 积 分 截面 doww) 指 
np 分 子 打 击 5 分 子 者 ,分 子 间 力 采用 其 相应 的 有 心力 . 
对 于 碰撞 中 满足 守恒 律 
ge + pen = Hen + gn 
的 量 ,必然 满足 恒等式 ， 


Dw ,rod5o =0. 
譬如 ,yo 一 mo 或 men beo 的 任何 分 量 ,或 去 mco 可。, 这 五 个 守恒 律 即 碰 擅 前 后 质量 
守恒 .动量 守恒 、 能 量 守恒 . 为 证 明 上 述 恒等式 ,注意 
Zw (fo yo) dw 


= Da ds 一 1 人 eye 
将 (DG1) 对 调 , 上 式 又 等 于 同上 右 侧 ,但 ys 换 成 wh ,所 以 左 侧 又 可 表达 为 
Sardse do 60 — sl Es ff fof) 
现在 ,再 在 此 出 中 将 名 与 6 ,6 对调 并 注意 在 有 心力 作用 下 


da 41 一品 1= dand5od5o 15o — bo |. 
所 以 右 侧 又 可 表达 为 


Saw do ao 160 sol Fo fo — fof) 
这 样 , 左 侧 又 可 表达 为 
Dero ds ds 6 —s0 1 EF (fo foo — fo feo) 


根据 守恒 律 ,这 结果 恒 等 于 零 ,恒等式 得 证 . 但 请 注意 ,特别 当 wo 二 mw 时 ,有 和 恒 
等 式 


[SE do 一 0， 
这 里 不 必 对 i,j 求 和 ,证 明 只 需 将 6.o ,5 与 &a ,5 对 调 即 可 . 
5.2.3 流体 力学 方程 的 推导 


从 玻 尔 兹 曼 方程 出 发 ,利用 上 述 守恒 律 ,我 们 可 以 导出 流体 力学 基本 方程 . 
1. 连续 性 方程 
定义 每 种 成 分 的 分 子 数 密度 
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na (xst) 一 [ro (Cry yt) dé 
和 其 质量 密度 

po = mp7acn 一 ma d5o. 
利用 玻 尔 兹 曼 方程 有 


apw Bi 2 Ye + Ao 


— Bm fo ,fon) } déo. 


碰撞 项 积分 后 恒 等 于 零 ;外 力 项 积分 后 亦 为 零 ， 这 是 由 于 5 一 土 积 分 限 处 fo 
= 一 0, 所 以 定义 各 种 成 分 的 平均 速度 为 


wo = po me a feo déeo — rd [Seo feo déeo» 


便 得 各 种 成 分 的 连续 方程 
Be +V * {pw wp } = m {Btv 。 nv = 0. 
定义 混合 气体 的 密度 
p= Do = SJmo fodso, 

混合 气体 的 质量 速度 按 总 动量 折合 

利和 加 3 Vo 一 SJmoso ro déw» 
则 各 种 成 分 的 扩散 流 密度 为 

Jo = [et —W /fads = pa tv —)), 

对 所 有 成 分 求 和 有 恒等式 

ro = Elm ts 一 yy fudgew =0. 
所 以 各 成 分 的 连续 方 程 化 为 


2 +V . (oomn =—V .Jo， 
右 侧 项 为 (成 分 的 扩散 源 项 . 总 的 质量 守恒 方程 为 
a 站 
总 +Y (mw) =0. 
定义 各 成 分 的 浓度 为 


co = po /ps 
则 得 各 成 分 的 扩散 方 程 
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p( 总 + )ew =—V yo- 
2. 运动 方程 
将 玻 尔 兹 曼 方程 乘 以 mw 6。 后 对 déo 积 分 并 对 i 求 和 ,使 右 侧 碰 挤 项 根据 动 
量 守恒 满足 恒等式 为 零 . 左 侧 给 出 


BE]mo sofodso tv Dfmeo oso fodse 
十 pa Er do =0. 


外 力 项 分 部 积分 得 
|eart afo dso ——ES fo 6 —— eno —— Xi 
a 
又 定义 应 力 张 量 


p= 5 fmodio 一 Do 一 Dod5o 
= 5 [mnogo — We fad 


= 5 [moboto7aodio 一 am 


所 以 有 动量 方程 
好 omD+Y emtP) = DD noF, = 
或 运动 方程 | 
p( 六 trv) =—V P+ Diner =-V P+. 
3. 能量 方程 | 
气体 分 子 的 动能 密度 为 


之 [ 仁 Fmoét Jodgo， 


可 分 为 流体 质量 运动 的 动能 密度 十 ov 与 其 内 能 密度 pe 之 和 .这 里 用 。 表示 单位 
质量 的 内 能 , 即 比 内 能 ;所 以 单位 体积 的 内 能 
pe = 5 Emo Go — fo dto， 


后 者 为 各 分 子 相对 于 质心 的 动能 密度 , 即 是 热 运 动能 . 对 于 理想 气体 可 用 以 定义 动 
理 温度 
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SmT =—pe = 5 [Bm Ge 一 mod5e， 
此 处 一 3)n, 为 总 分 子 数 密度 (包括 各 成 分 ). 注意 到 


1 1 
Fm (Geo 9)?* = DMD Eo — ve mo Ew + mo 


¥ 
2 


为 守恒 量 二 mo 名 。vmzeEe ,ms 的 线性 组 合 (v 给 定 ) ,所 以 满足 恒等式 
5 [Fm Go — Wf fo ds =0. 
用 于 me (go 一)* 生疏 尔 效 曼 方程 后 取 了 dé， 则 右 侧 便 等 于 零 ; 左 侧 给 出 
= Ye tg .Ye Fo 
忆 | 计 o 6e 一 aio 人 | + + 
关于 其 对 + 求 导数 项 注意 到 
如 oo)= 记忆 [$m 0 一 medal 
3) mo (€0 — Yds 
-5 fm G0 -Wfodso, 


最 后 , 昏 的 系数 为 DJ 一 0 
外 力 项 经 过 分 部 积分 后 给 出 


而 对 空间 求 导数 项 为 
二 (go — Wb 对 da 


“(5 {$m 人 — wo fd 


tvVr: > [me (Eee 一 Epodso， 


右 侧 后 一 项 为 Vw: P ,前 一 项 为 
V* {(pe)v+ J,}, 
其 中 热流 J, 为 


1 = 5 dm Go — wo — fo do. 
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所 以 ,有 能 量 方程 : 

之 ceo) +Y {prt ht PY r= Jo Fe /mo, 
或 

p( 名 tr )e -vp Vr+ Do Ft /mo. 

以 上 根据 守恒 律 推导 的 流体 力学 方程 (能 量 方程 ,动量 方程 及 质量 方程 和 扩散 
方程 ) 的 形式 ,即使 不 限于 两 体 碰撞 ,也 依然 正确 (因为 碰撞 项 的 贡献 靠 守 人 恒 律 抵消 
为 零 ). 单一 成 分 的 流体 Jo 一 0( 从 >JJw 三 0 看 出 ), 而 >jnwwF% = X4( 外 力 密 
度 , 单 位 体积 所 受 的 外 力 ). 

4. 业 平衡 方程 

在 动 理论 中 定义 炉 密 度 os (单位 体积 的 炉 用 ps 表示 , 则 s 表示 单位 质量 的 业 ， 
即 比 炉 ) 如 下 

ps =—k 5 {folin fo hoo) —1Jdgo. 
更 确切 地 讲 ,此 焙 为 动 理 简 ,又 和 中 常量 不 固定 的 为 相对 入 . 此 处 上 为 玻 尔 兹 曼 常 
量 ,与 粹 的 单位 相同 ,而 fo d5eo 的 量 纲 为 体积 的 倒数 . 为 使 nn 中 foAo 无 量 纲 ， 
Am 是 个 常量 ,可 以 依赖 于 mcs , 带 有 量 纲 以 抵消 fo 之 量 纲 . (例如 Ao ch /mis 
(比例 系数 须 待 绝 对 炉 值 才能 定 , 相 对 炳 差 个 常量 ) ,此 处 为 普 朗 克 常量 ,量子 力 
学 中 的 普 适 常量 ,具有 量 纲 [长 度 了 [质量 [时间 ] ,所 以 h/me 的 量 纲 为 [长 度 ] 
[速度 ] ,Ac 的 量 纲 为 [长 度 上 [速度 ,使 fwAw 无量 纲 了 . ) 注 意 到 


匣 UV[nca) —1]} = ln(CAA)， 
所 以 
-一 人 jadoao) Gedseos 
| 


2 一 3) jncroao， [名 加 + 起 三 ¥e 


— Befo sf0) ]) de 


= 人 | 和 :总 [foDnoao? 一 中 
0 


外 


Ee foln fase) —1 |}ase 
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-#5 {nCfoa))} fasfod ds. 
右 侧 第 一 项 中 分 名 ,为 v 与 5 一 v 之 和 ,并 定义 炉 流 密度 为 
大 = 一 AZ | 人 一 yao[ndoao) 一 Ddto， 
则 右 侧 第 一 项 可 写 为 
一 V。(psy 十 二). 
右 侧 第 二 项 带 外 力 项 为 对 ,的 全 微分 ,积分 结果 为 0. 所 以 得 壤 平 衡 方程 ， 


GY ty pswvtd) 一 中 


右 侧 炳 源 o 即 是 

“= 一 4 |tntroao)) Cfo 1 fo) de. 
按 前 面 证 明 守恒 量 的 恒等式 同样 办 法 , 取 人 ln( fuVu )} 作 水。( 但 注意 这 个 ys 不 守 
恒 ) ,得 (参见 118 页 ) 


o=— kD) ao dg dn lo — geal 
x Fn (P22 ) fo 一 Fo 
业 源 的 量 纲 是 [ 炉 ]/[ 体 积 ][ 时 间 ]. 利用 不 等 式 (a 一 b)In 全 之 0, 知 c>0, 即 炳 源 总 


是 正 或 零 . 这 不 等 式 常 称 为 玻 尔 兹 曼 的 妃 定理 9. 玻 尔 兹 曼 用 五 代表 [nsas 函 


数 , 与 我 们 这 里 的 炉 符 号 相反 (还 有 常量 A 和 乘 子 k 的 差别 ). 所 以 ,五 定理 说 瓦 的 
变化 AH<0. 这 定理 可 以 推广 到 非 有 心力 两 体 碰撞 以 及 三 体 碰撞 等 其 他 过 程 @( 见 
习题 5. 4 和 5. 5). 更 普遍 的 推广 (不 用 每 个 分 子 的 分 布 函数 ,而 用 整个 气体 或 任何 
保守 的 力学 系统 的 分 布 函数 , 即 其 系 综 的 概率 密度 ) 则 需要 采用 系 综 的 粗 粒 密度 的 
概念 9 将 炉 平 衡 方程 对 区 域 积分 ,由 于 日 定理 即 炉 源 永远 为 正 ,得 区 域 中 的 粹 ( 包 
括 流出 去 者 在 内 ) 总 是 随时 间 增 加 (普遍 焙 增 加 定理 )， 

显然 , 炉 源 在 而 且 只 在 Fo fo = fo fo 时 为 零 . 这 时 所 有 碰撞 积分 分 别 为 零 ， 
fosfom) 二 0, 即 ij 一 i 十 六 和 六 十 ji 十 j 细致 平衡. 


® L.Boltmann,Wien. Ber. ,66(1872) ,275372(1875) ,427. 
@@ 参考 R.C. Tolman, The Principles of Statistical Mechanics, § 48. 
图 见 Tolman, 同 上 ,§ 51, 王 人 竹 家 :《 统 计 物理 学 导论 ),§ 40 转述 
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5.3 局 部 热力 学 平衡 解 22 
5. 3.1 玻 尔 兹 曼 方 程 的 逐 级 近似 求解 
我 们 先 估计 玻 尔 兹 曼 方程 两 侧 的 相对 数量 级 . 微分 侧 以 6 如 为 例 ,数量 级 为 


§f/L(L 代表 7 在 空间 变化 的 尺度 ) ;积分 侧 以 一 | dol 扣 一 引用 jd5 为 例 , 数 量 级 


为 SHA, 此 处 | do 一 rs (Cs 表示 分 于 直径 大 小 )， | 万 d5 一 2 (分 子 数 密度 ), 而 ) 一 


起 为 分 子 自由 程 数量 级 , 正常 密度 的 气体 ,一 10*/m? ,过 10-m, 所 以 A 二 


10 mi; 依 
二 (或 <) 寺 ,方程 中 微分 (或 积分 ) 侧 为 主 ,区 别 


(i) 4>L, 情 况 为 稀薄 气体 ,碰撞 作为 修正 ; 

(iD 4&L, 情 况 为 一 般 气体 ,碰撞 频繁 ,使 得 气体 容易 达到 局 部 热 动 平衡 ， 
我 们 下 面 讨论 后 一 种 情况 . 

形象 地 写 玻 尔 效 曼 方程 为 


Cf,f) = Ff), 
其 中 积分 项 %(f,/) 中 出现 两 次 ,而 微分 项 8 中 了 出 现 一 次 ,而 数量 级 相 


wigwl:l 
C1 Fo Fi 
所 以 ,设想 了 对 小 参量 估 展 开 ， 
Pp 
相对 数量 级 
f° :f° = /DD)’, 
则 比较 


@® S.Chapman,Phil. Trans. Roy. Soc. (London),A216(1916),279;A217(1917),115. D. Enskog, Phys. 
Zeit. ,12(1911) ,56,533;Dissertation, Uppsala, 1917; Svensk, Vet. Arkiv. f. Mat. Ast. och Fys. ,16(1921),1; 
Svensk. Akad. Handl. ,63,n0. 4(1922). 

名 ”S.Chapman,T.G. Cowling, 见 上 节 所 引 书 . 王 竹 溪 , 见 上 节 所 引 书 . 
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EEC 一 Ce Fe) HN=0 
+ ,fHEFY ,f™") 十 红 Fo) 
十 ECe ,f+ Fo) 十 2 ) 
+@f® ,Fo ) 
二 十 … 


两 侧 取 同 样 的 数量 级 ,得 多 成 分 气体 的 逐 级 近似 方程 组 系列 如 下 : 


CE,P)==0 G=1,2…c)， 


PES ,1 + ,9)) 
名 
外 
We Eh .D+ .9) (i= 沽 
(如 + RY la), 


等 等 ,要 逐 级 求解 这 些 积分 微分 方程 组 . 零 级 近似 是 非 线性 积分 方程 组 ;高 于 零 级 
和 各 级 积分 方程 都 是 线性 的 ,因为 求解 ”时 ,了 1”,… ,fi” 均 已 知 . 


5.3.2 零 级 近似 解 
首先 求 零 级 近似 的 非 线性 积分 方程 组 的 解 . 对 每 个 方程 乘 以 Inffe dé,, 积 分 后 
对 :二 1,2,…1c 求 和 (为 了 方便 ,以 后 的 求 和 号 了 ) 二 沁 ，5) 二 了 了), 结果 得 
到 ， 人 
> 加 f° Gf ,fi ) dE = 0， 
即 (参见 123 页 ) 
el do dg dé, [5 —&| In 和 和 {ff — ff } = 0. 


这 里 左 侧 每 个 积分 项 0, 所 以 每 个 积分 项 都 必须 同时 为 0, 即 
Inf® 十 Info = nf 十 inf (bj = 1,2,.,0). 


考虑 到 ys 二 moo , 辫 men 有 和 lo (这 时 不 用 求 和 ) 碰 擅 时 加 性 守恒 ,所 以 


ln =@. mié; 十 有 mm 十 yp。 
nm xp/ SD 
f° =n (zr) el 2 |， 


FoA, = exp| 剑 (om 一 让 小 
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其 中 三 和 一». 注意 yo 可 以 依赖 于 (i, 而 a,8 则 不 能 随 (i) 变 ,这 是 因为 
ef ,pe 上 一 0 不 必 对 GD 求 和 而 可 | %f? ,7 )d5 王 0 需要 对 人 
求 和 . 到 零 级 近似 ,细致 平衡 成 立 , 炳 源 为 零 

注意 Fo 中 心 (xD (xyD 和 T(x, 刀 的 物理 意义 ,可 从 以 下 积分 看 出 ， 


je dé; 二 ni; 故 pi 二 nmi，p 二 > pi = Dla 
5 mes? =pr 5 ml d=0; 
pe = | jme fd, = 3 DnkT — SMT, n= ns 


即 "为 流体 的 质量 速度 ,为 温度 ,而 ” 为 ; 成 分 的 分 子 数 密度 ,p 为 i 成 分 的 质量 
密度 . 可 以 定义 < 二 pi/p(i 成 分 的 质量 分 数 ,有 恒等式 > c, 三 1). 


零 级 近似 下 ,应 力 张 量 P'” 只 有 对 角 分 量 为 压强 六, 非 对 角 分 量 均 为 零 ; 因 为 
Po = 已 més = $15 fut: 


= DnkT1=mT1= p1= >) pi, 


其 中 

p= >) 7: 
是 道 尔 顿 分 压 定律 (1801) ,p; 是 分 压强 ， 

pi; = nkT. 


零 级 近似 下 扩散 流 密度 J 和 热流 Js 均 为 零 ,因为 
19 = mi/® ,=0, 
1 = 5 | BE" =0. 
现在 来 计算 零 级 近似 下 的 科 密度: 
os =—k 5D) noneap — 11d5. 


天 ( 骆 -全 前 -时 


orpg =ou®, 
又 有 
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3 | = 
2 ek 
> [be = 5 n, = p/kT, 


则 


ja ea Fem tp elk" 二 am 

T 二 到 ” 
其 中 As ,e" 分 别 是 比 答 和 比 内 能 ， 即 单位 质量 的 私 和 内 能 ， 

je = (二 )， oem = BMT, ph = nkT, 
可 以 看 出 
po = hm Ts = eo +p(2)- Ty, 
它 与 (每 单位 质量 混合 气体 的 ) 吉 布 斯 自由 能 相合 , 称 为 化 学 势 , 并 且 
= 2 cu", 

x” 称 为 i 成 分 的 化 学 势 ; 注 意 按 单位 质量 ,所 以 c; 为 质量 分 数 . 从 /:”A, 可 求 得 
nh 取 为 h? /mi): 


[7) | (ir) } 


现在 来 求 一 级 近似 方程 的 解 . 一 级 近似 的 积分 方程 为 
Sas ls 8 Fr + — fF — 11} 


-as .ai 下 ,8rm G12 
(好 + 己 + 元 况 )/ (一 1.2，c)。 


这 是 非 齐 次 方程 , 但 显然 可 以 看 出 相应 的 生生 和 人 下 形式 的 非 零 解 , 即 : 


1 = fy 
而 
lm 
或 重新 线性 组 合 ,可 取 
Lm 


因为 ,将 这 代入 左 侧 ,并 注意 到 7 fo 一 Ho Ai , 左 侧 中 全 部 分 变 为 
{}= ff + 由 一 步 一 四 ] 二 0. 
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根据 着 尔 伯 特 关于 线性 方程 的 定理 9, 当 齐 次 方程 有 非 零 解 时 , 非 齐 次 方程 一 
般 无 解 ,除非 非 齐 次 项 满足 有 解 条 件 ; 这 时 解 又 带 有 任意 性 , 即 带 有 齐 次 方程 的 人 
意 解 . 这 里 ,有 解 条 件 为 

Jas1 或 也 a5.mg, 或 | 晤 号 于 ， 
作用 于 积分 方程 右 便 


Lg 0 
(EC “ 况 ) 
时 结果 为 零 , 这 些 有 解 条 件 也 可 以 直接 从 积分 方程 左 侧 经 过 如 上 作用 后 恒 等 于 零 
看 出 . 这些 有 解 条 件 即 表示 ,f;” 中 的 ni,v,T 作 为 x,t 的 函数 ,必须 满足 流体 力学 
方程 ;对 于 一 级 近似 的 积分 方程 而 言 ,必须 满足 流体 力学 方程 的 零 级 近似 ,在 上 节 
得 到 的 流体 力学 方程 中 取 零 级 近似 : 
po =pl, J*=0, J"=0 (i=1,2,,0), 


即 多 成 分 的 欧 拉 方程 : 


a 2 .nw) = 125 
Ftar’ m0) 一 0 G=12,%,0), 


9 0 2 外 
te ta (pw) + rp ZnB' ， 


总 ee)+ 志 cem 二 pb 攻 一 0， 
从 各 成 分 的 分 子 数 守恒 可 得 各 成 分 的 质量 守恒 ， 

总 w+ 二 pv) 一 0 Ci=1,2,,0), 
其 中 pi 二 ni mi. 对 各 成 分 求 和 分 别 得 总 分 子 数 和 总 质量 守恒 : 


az 9 & 加 
Star n=0, n Dn 


+ p=0 p= Do 
引入 流体 力学 随 体 导 数 


则 有 
Dlnn: _ Dlnp: _ Dian _Dlnp__ 39., 


Dz Dz Dz De ax 


@® D. Hilbert, Math. Ann. ,72(1912),562;Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen( 线 性 积分 方程 一 个 普遍 理论 的 要 点 ), Teubner, Leipzig,1912,p. 270. 
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利用 质量 守恒 , 则 动量 和 能 量 守恒 可 化 为 


De 也 8 DinT_ 28 
Dr 人 3 


最 后 一 式 代入 了 eT 和 一 kT， 并 且 注 意 到 有 妃 (全 ) 一 0. 利用 这 些 方 
各 ,在 一 级 近似 积分 方程 看 非 尖 次 项 这 为 


四 EE my 
由 井 +6 浊 + 站 : 泛 )mf 
= 名 ( 昌 + : 妨 + 二 ` 况 )[er 一 准 必 — ] 


‘FT /DF.3 
-+ 
其 中 哩 (avw TD 各 项 均 可 代入 ,结果 得 一 级 近似 积分 方程 为 


a 
= 名 {( 僵 上 人 识 )iamT)+ 强 Bs ‘( 曲 +5 妆 )iaT 
F 


P| dE El {ff + ff ff ff)} 


| 
此 处 
< 从 -全 训 me 


二 外 _2 An 外 
Lm 6 > nF J] 
满足 恒等式 
2 4=0, 
所 以 在 单 成 分 气体 情况 下 ,di 三 0, 不 出 现 . 又 注意 到 
(E6.— B81): r= Eg:e 


其 中 

三 和 

< (am) FV"! 
为 对 称 张 量 ,其 对 角 元 之 和 为 零 .无论 温度 梯度 ,速度 梯度 ,或 浓度 樟 度 都 与 外 力 
的 差 有 些 类 似 , 统 称 为 热力 学 力 , 皆 为 宏观 量 . 
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如 解 中 包括 alnT,e 和 di(i 一 1,2,…,c) 梧 加 ,至 于 解 中 所 包含 的 齐 次 方 
程 解 


了 人 » (mi) +B 二 me: 二 证 
其 中 @,8 和 Yi(i==1,2,…,c) 为 任意 常量 , 则 可 用 因 斯 库 格 (D. Enskog) 补 充 条 件 : 
arm-o 
5 [am 总 这 
5 [a6 Eméif =。 


确定 . 这 些 补充 条 件 的 意义 是 进一步 明确 六 ”中 的 mm ,mwT 的 物理 意义 ,到 太一 
fi? 十 ”近似 仍 不 变 , 即 


m= ag/ = Jastf® +/), 
p= 5 mPa = 5 ms fr + /0}d, 
Sur DT 5 fs da? 
= 5 Ja Fm? + /1. 


仿 此 ,在 求 f*” 时 ,有 和 解 条 件 为 流体 力学 方程 须 满 足 一 级 近似 ( 即 多 成 分 的 纳 维 
(C.-L. -M. -H. Navier) -斯 托 克 斯 方程 ) , 恩 斯 库 格 补充 条 件 又 进一步 明确 nn ，v, TT 
到 Fi 的 意义 不 变 . 依 此 类 推 


| 时， 
pr 二 已 和 5 上 5， 
BT = >| fds, 


这 样 展 开 的 解 叫 局 部 热力 学 平衡 解 . 
如 果 不 考 虑 宏观 量 的 二 阶梯 度 , 则 一 级 近似 已 足够 好 . 


5.3.4 输 运 系数 
下 面 以 单一 成 分 的 气体 为 例 , 一 级 近似 方程 为 
[os | 下 一 和 (Ho For 二 For FY ff ff 


5.3 局 部 热力 学 平衡 解 131 


jo 如 [ 祷 481): vy (mE 5)E.2 
f | 仁 ( 可 3 1): gx"t (2 2)5* 关 T)， 
所 以 7 解 中 也 只 包括 zlnT 和 的 又 加 ,因为 J* 中 只 有 专 矢量 ,所 以 可 以 令 


ro = /1° [a 8+] 
其 中 4a 和 6。 都 是 标量 ,依赖 于 标量 € *. 这 时 恩 斯 库 格 补充 条 件 只 有 
[|m oa 时 由 = 0. 


需要 注意 其 他 皆 为 恒等式 . 积分 方程 分 解 为 
[| ava 6 —81 /9 f° (al +ag — a — 0) 
= ( 范 丰 -) 语 
EG 
A A 
-6( 于 一 上 1)]=/* 到 [ 疆 一 5 1] 
这 些 方程 定 下 a,b 后 , 代 人 应 力 张 量 P 的 关系 得 
p= md/ = [dg /bmidss:e 
一 音 [| 晤 7om (re， 
其 中 注意 
taerer = (Ov + dadn + Ordn) 


关系 ,e 为 单位 矢量 的 分 量 ,平均 是 在 三 维 空间 各 方向 上 平均 .这样 >) >) eiej en eien 


一 让 e ,注意 到 为 对 称 张 量 ,其 对 角 元 之 和 为 零 . (注意 ,这 里 >) 一 2 等 . ) 


根据 定义 : 
Po =— 27e, 
所 以 黏度 为 


7= 一 如 | (Ff odE. 
同样 ,将 a,6 代入 热 流 J 的 关系 得 
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= 到 = | 旦 二 "a8 Sr 


和 
= Jme (fd aa, 


根据 定义 
Jo = 一 ec， 
所 以 热 导 率 为 
«= 一 航 |a (Ef* dE 
利用 附加 条 件 
| [i 
可 以 把 «表达 为 


人 人 时 (下 一 到) 时 
求解 4a,6 较 繁 ,参见 王 竹 溪 转 引 自 查 普 曼 和 考 林 的 书 . 在 分 子 碰撞 的 硬 球 模型 
中 结果 为 (* 代表 硬 球 直 径 ) ; 


__5 /maT 

7= F016) =n(.016), 
75k /三 本 
= N025) = m1.025), 


而 点 = 多 mev, 其 中 cy 一 站 为 单 原子 气体 的 定 体 比 热 
习 是 


5.1 麦克 斯 韦 速度 分 布 律 (1860)?. 从 假设 速度 的 三 个 直角 坐标 分 量 & ,6,， 
各 有 独立 的 分 布 出 发 ,证 明 麦 克 斯 韦 速 度 分 布 律 , 即 一 个 分 子 的 速度 位 于 
大 到 和 十 dE， 名 到 各 十 d&,,， 到 &. 十 稀 
的 概率 为 


W(&:,6, 1 ) dé dé, dé 
m( 名 十 色 十 色 ) 


m 3/2 
(Gd) ep { ZKT 
证 明 : 设 每 个 直角 坐标 分 量 的 概率 分 布 为 


@ J.C.Maxwell, Phil. Mag. (4) ,19(1860) ,22:35(1868) ,129,185. 
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w(&) dE, wh,) ds,, wé) dé.; 

分 布 函数 皆 为 w( 因 为 z,y,z 三 个 方向 对 称 ). 所 以 按 独 立 事件 的 概率 乘法 得 
W(& 6) = mu(6)mu( 名 )z(E) 

但 由 于 对 称 ,W(& ,5 6) 必须 是 (6 十 6 十 6 ) 的 函数 . 取 对 数 后 再 对 愉 等 求 导 

数 得 


1 aW __ 1 awé) 
Wal(&+é+e) wé)2&€ 9€. 
1 aw(é€) _ 1 Awt(é.) 


一 党 量 )， 


解 得 
w=Ae”* 


形状 . 常量 可 从 加 (多 十 总 十 名) 的 平均 值 为 了 kT 的 定义 定 出 . 很 显然 到 名 的 平均 
值 为 去 hT. 于 是 ,常量 7 和 归 一 化 常量 A 由 


4 sd = 1， 


4 (本 -es 由 一 去 
于 以 确定 因为 


所 以 得 到 A V77 一 1 和 A( 合 ) 记 


ne 
?= 玖 和 A 一 2hT! 
结果 得 证 . 


注 : 前 一 积分 公式 可 以 从 


Sip np x 
Lean J eva 
得 到 , 求 积 分 时 引入 了 6 cosg,1 一 o sing 变换 . 
5.2 求 两 体 弹 性 碰撞 前 后 的 速度 关系 . 
解 : 令 两 体 的 质量 分 别 为 mi ,ma ,不 必 相 等 . 碰撞 前 后 速度 分 别 为 mm 入 ， 
愉 . 动量 守恒 和 能 量 守恒 给 出 : 
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, / 
mm +mav = my + mv, 


二 1 浊 1 
到 2 中 十 到 mapz 一 Fm + Fm 


这 里 一 共 四 个 标量 方程 ,联系 碰撞 前 后 各 六 个 速度 分 量 ,所 以 解 中 包含 两 个 任意 
数 , 即 碰撞 方向 的 单位 矢量 e 可 任意 选取 . 换言之 , 令 内 一 由 一 hmae, 则 从 动量 守恒 
得 惟一 六 一 一 oae. 代入 能 量 守恒 方程 得 


mC nn) 十 史 ) 十 诗 ms( 吕 一 mw) (Ww) =0, 


2 
即 
EmmaaLe: Gmset 2m) 一 (2m — me)] = 0 
给 出 
a 二 
Ni rn mm)*e, 
所 以 有 联系 碰撞 前 后 速度 的 下 列 关系 : 
凡 一 几 + 一 m)。ee， 
2 w= -a 一 mm)。e. 
注意 有 
网 一 风 一 史 一 由 一 2(w 一 由 )。ee， 
这 式 的 平方 给 出 
[和 
而 其 e 方 向 投影 给 出 
(WO—w) “ee=—(y—h).es 
从 后 一 结果 得 出 逆 联 系 关系 : 
ne 
二 芒 -A —w) » ee. 


但 碰撞 要 求 (y 一 m)，e 二 0,e 从 物体 1 指向 物体 2, 距 离 最 近 时 即 “ 磁 挤 时 刻 ” 
根据 
一 (% —w) “ee= (WC—h)*e, 
所 以 如 果 对 于 正 碰撞 
pis) -= (Ws) 


取 碰 撞 方 向 e, 则 对 于 逆 碰 撞 
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(eA ,WW) 一 (mym) 
须 取 e 二 一 e, 以 保证 (vw 一 ) *e <0. 
5.3 求 有 心力 下 碰 挤 方向 与 碰 擅 参 量 间 的 关系 . 
解 : 令 p 一 交趾 2 为 两 体 约 化 质量 ,r 为 两 体 相对 距离 ,势能 为 V(r) , 磁 擅 前 相 


对 速度 为 w, 则 从 能 量 守恒 及 动量 守恒 容易 推出 轨道 方程 . 采用 轨道 平面 中 的 极 坐 
标 r,9: 


天 (+P) 十 VCr) = 双 v， 
$= tp， 
其 中 6。 为 碰 擅 参量 . 消去 5 ,得 
Pa 二 
{( 品 ) + jtV n=. 


2 于 
或 令 x 一 二, 上 式 化 为 


du\’* 2V _ 
( 品 ) ttl. 
人 射 时 盖 = 必 一 0 而 最 小 距离 碰 擅 时 , 驰 一 0， 即 4 为 


2V 


1 0 


的 根 wu. 这 时 的 p 值 即 为 磁 挤 方向 的 角 0. 所 以 


四 du 
Long a 

pv 
此 处 V=V(r)=V( 世 ), 所 以 9=0(b, 维 ) 
在 这 里 顺便 考虑 卢 瑟 福 (1871 一 1937, 英 ) 散 射 ,V 一 和 表示 入射 粒子 带电 
荷 Zoe( 例 如 ,a 粒子 , Zo 二 2) 与 被 碰 原 子 核 带 电荷 Ze 间 的 库仑 势能 . 这 


ac 


0- 天- 宇 一 一 ， 
。 VI—2m —w 
w 是 使 根 号 中 为 零 的 值 . 取 wu 十 a 为 新 的 积分 变量 工 ， 


i 
= sint1 — sin” 


a 
”VVITD:—z VIT 2 


0 
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定义 散射 角 p 为 x 一 26, 得 碰撞 参量 0 与 散射 角 p 间 的 关系 : 
Zz’ 
b= 3 cot( 呈 )- 


四 2 
注意 到 da 一 5dbdy, 所 以 卢 瑟 福 散射 微分 截面 9 : 


(名 


sing dp dy 
sin’ 各 


对 于 硬 球 模型 : 


%, rers; 
V(r) -| 
0， r>rz, 
这 表示 两 物体 皆 像 硬 球 一 样 ,半径 各 为 mm 和 rs. 当 7 二 rs 二 ni 十 r; 时 , 即 在 两 球 接 


甬 前 ;VC 二 0 无 作用 . 若 r<ma 一 nm 十 me, 则 V(r) 一 oo, 即 不 可 能 了 .这 时 9 积分 中 
4 一 蕊 的 上 限 为 ws 一 过， 


0 一 攻 du sin-lins, 
1—% 


或 
b = rsing, 
这 给 出 碰撞 参量 5 和 磁 撞 方向 9 间 的 关系 . 所 以 
do = bdbdy = ri,cosbsingdOdy. 
变化 范围 为 y 从 0 到 2x,96 从 0 到 x/2, 所 以 5 从 0 到 rs, 而 总 碰撞 截面 为 
[= "cosgsingdg "ay es 
或 更 简单 地 ， 
[= [vas ay 一 x 志 . 
硬 球 模型 的 
|& — él dtdo = ri, singdody |e* (6 一 5) | dt， 

可 以 看 出 它 是 碰撞 球 上 e 方 向 的 底 ri dQ 与 长 为 ( 一 5)d 的 柱 的 体积 . 

S.4 ， 非 有 心力 两 体 磁 撞 下 证 明 五 定理 . 


证 明 : 注 意 到 互 为 flny 的 积分 或 求 和 . 在 分 子 碰撞 i 十 7 一 A 十 ! 下 ,碰撞 率 cc 
APi,AH= (lnf 十 DAF, 所 以 


® E.Rutherford,The Scattering of a and B Particles by Matter and the Structure of the Atom, Phil, 
Mag. ,(6) ,21(1911),669. 
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AFBDijotm = (lnfi + DAfit+ (nfi+ DAf, 
— (lnfi+ DAfi— (nf; + DAf; 
cc {lnfit+1+lnfit+1— (nfi+1)— (nf;+D}ff; 


总 faf: 
ffiln pp 
在 有 心力 两 体 碰撞 下 
ff ff. 
(AH)ijotn + (AH) tricit; cc fifiln Ff 十 /fa nF < 过 0， 
因为 


na(() 人) jw 
在 非 有 心力 两 体 碰撞 下 ,闭路 循环 不 只 包括 两 步 磁 擅 , 而 可 能 包括 多 步 碰撞 ， 
壁 如 4 步 : 
(CAH) hasrt 十 (AH)att-sre 十 (AEDste-zts 十 …… 十 (AH)erb+ra-itz = (A ws 


la 


或 简写 成 ， 
上 (本 (全 (全 ) 
这 连 乘积 中 总 会 册 现 某 个 & 不 比 前 后 者 大 , 即 


Bi > 8; < Bis 
而 上 式 ln{/! 个 因子 乘积 } 可 改写 为 


|e) (ee) 六 
|(@) (Gs) (Ge) (Ge) (SE) 
右 侧 除 nm) 一 0 外 ,其 余 In{ (1 一 1 个 因子 乘积 } 中 ,乘积 的 构造 与 前 相 


同 ,只 是 少 了 一 个 因子 . 如 此 归纳 得 (AH)is 二 (AH)iwp 三 依 此 类 推 志 (AH)sw 过 
0, 两 体 碰撞 下 A 日 ==0, 要 求 fi f=fi fj. 
5.5 三 体 碰撞 下 ,证 明 互 定理 . 容易 得 到 ， 


CaFD ian oo fif fn fF ff 


证 明 同 上 题 , AH 二 0 要 求 ff ;f=fif mf 
5.6 证 明 推广 旦 定理 ,用 相 空 间 粗 粒 密度 定义 . 
证 明 : 对 任何 保守 力学 系统 ,(q, ,… ,qr;P1，…,pr) 为 其 坐标 及 动量 , 它 的 能 量 
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维持 在 玉 和 EE 十 dE 之 间 . 吉 布 斯 系 综 的 分 布 函数 是 :pC(q;,…, pr,t) ,满足 归 一 化 
条 件 


Jeca sprrD dgdpe = Jodn =1. 

定义 

PaQ = | pw pr,Dd0 (MQ = AgApr), 
而 区 别 o 与 P 为 细 粒 密度 与 粗 粒 密度 .定义 互 为 粗 粒 密度 的 对 数 的 平均 值 , 即 

=|enpdo= JP Inp do, 
此 处 用 了 
[ao… = aop… 

如 初始 时 刻 上 一 如 时 给 
常量 ， 如 9，…pr 在 某 区 域 do。 内 ， 


0， 如 gq,…,pr 在 dQo 外 ， 
到 时 刻 一 所 时 ,根据 刘 维 尔 (J. Liouville) 定 理 , 有 


[eneao 全 [aineao = Jpulnpoan = Hh; 
但 
|e lnPido = [PulnPidn =H, 
比 Ho 小 ,因为 
i je lne 一 plnP, 一 p 十 Pu)dD， 


而 括号 内 量 之 0. (对 Pp 的 导数 为 一 Inp 一 PE 土 >>0, 所 以 在 01 一 


处 有 极 小 值 零 . ) 所 以 ， 


定理 得 证 . 
注意 ,9 二 0 可 在 Pi 一 Pp, 二 P。 即 初始 时 刻 p 二 常量 ,q1，…,pr 在 E,E+dE 


区 类 内 ( 即 所 漠 科 下 网 系 义 ) 才 闻 实 现 . 
5.7 玻 尔 兹 曼 重 力 场 中 的 密度 分 布 ?. 


解 : 取 温度 均匀 ,流体 速度 均匀 ( 取 为 零 )， 又 总 =0， 于 是 


® L.Boltamann,Wien. Ber. ,78(1879),7. 
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alm 下 =0. 


ax ms 


这 可 从 Inf.=In[n (于 ) ”] 一 本 系 和 到 尔 效 曼 方程 向 分 再 一 0 得 到 . 当 


ni oc er 


对 于 重力 场 ,V# 一 migj ,h 为 离 地 面 的 高 度 ,p; 二 nmi, 于 是 
Pr = pio ems NAT, 
5.8 ， 解 玻 尔 兹 曼 方程 的 矩 方法 9. 局 部 热 动 平衡 解 ， 
f (+a- RE “)r 
a8 80 353585 


解 : 令 
yg 三 (& 的 零 次 ,1 次 ,2 次 ,3 次 张 量 ) 如 ,58,856 等 ， 
lp/ =5 
为 相应 的 矩 . 将 


%f11 1 = HD 
用 | 上 作用 后 , 左 侧 化 为 

J Tpto—y pI El ff ffdodide,, 
右 侧 化 为 


9 (nz E) -FF ee 
Bt "9 tax "ngé = 人 “nn 2)- 
在 4<L 时 , 右 侧 可 以 比 左 侧 的 了 低 一 级 近似 . 例如 左 侧 中 f 守 ”十 f'”, 右 侧 中 
fef®, 
5 = 1 | ood 


相当 于 利用 低 一 级 的 流体 力学 方程 . 比较 结果 容易 得 到 7 和 A 的 数值 结果 ( 硬 球 模 
型 ) ,但 无 (1.016) 和 (1.025) 等 因子 ,如 项 数 取 得 少 的 话 . 


@ 参考 A.J.W. Sommerfeld, Thermodynamics and Statistical Mechanics, Academic Press, New York, 
1956, § 44. 
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6.1 BBGKY 级 列 


气体 密度 增 大 或 者 即 是 液体 ,由 于 分 子 接近 使 分 子 间 力 起 重要 作用 , 则 仅 用 单 
分 子 的 分 布 函 数 便 不 能 正确 反映 流体 的 行为 . 两 分 子 的 分 布 函数 不 能 简单 地 取 作 
单 分 子 分 布 函数 的 乘积 , 必须 考虑 到 关联 效应 . 需要 推广 玻 尔 效 曼 方程 . 这 方面 有 
博 苞 留 波 夫 ?, 玻 恩 和 格林 ?, 柯 克 伍德 ?以 及 伊 倘 ® 的 工作 . 单 分 子 、 双 分 子 、 三 分 
子 等 等 的 一 套 分 布 函 数 满足 一 套 微分 积分 方程 , 常 简称 为 BBGKY 级 列 . 


6.1.1 刘 维 尔 定理 


我 们 讨论 单一 成 分 的 流体 ,总 计 N 个 分 子 ,在 有 限 空间 V 内 . 最 完全 的 统计 描 
述 是 在 相 空 间 (z ,6 ,x ,52，… ,xn ,En 计 6N 维 空间 ) 中 引入 概率 密度 Fw : 
y= Fy(xisbl se XN EN,L), 
归 一 化 为 
|r dxidbidxndéy = 1. 


由 于 分 子 全 同 , Fw 不 妨 取 定 为 x， ,1 ，… ,x ,bn 的 全 对 称 函 数 . 完整 的 力学 运动 描 
述 相当 于 6N 维 相 空间 的 一 条 轨道 ,是 哪 一 条 需要 6N 个 初始 值 决 定 . 这 些 轨道 不 
能 相交 ,否则 力学 运动 不 唯一 确定 . 

我 们 只 需 知道 每 条 轨道 的 连续 性 便 可 以 进行 统计 ,得 概率 的 连续 方程 ( 指 6N 
维 空间 的 ) ， 


Ep Ea 


代入 


@ H.H. Boromo6os,IIpoGnewnt maaMiseckog Teopun B crarncradecxo# 中 aauke( 统 计 物理 中 的 动 理论 问 
题 ) ,rocrexuanaT,1946. 英 译 见 N. N. Bogoliubov, “Problems of a Dynamical Theory in Statistical Physics” ,in 
Studies in Statisticat Mechanics , ed. J. Boer and G. E. Uhlenbeck, North-Holland, Amsterdam, 1962, pp. 1 一 
118. 

@® M.Born,H.S.Green,Proc.Roy. Soc. ,A188(1946),10. 

®@ J.G.Kirkwood,J.Chem. Phys. ,14(1946),180. 

图 本 Yvon,La théorie statistigue des fluides et 1'équation d'état (流体 的 统计 理论 和 物 态 方程 ) 
(Actualités scientifiques et industrielles Nr. 203. )Paris, 1935. 
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并 注意 58 XX 二 0( 力 与 速度 无 关 , 或 如 电磁 力 中 与 速度 有 关 的 力 与 速度 垂直 ) 即 
得 到 刘 维 尔 方程 ( 刘 维 尔 定理 )?， 
et. +> Xx, “0. 


(注意 ,如 用 gi,pi, 则 由 正则 方程 及 32- 。 人 Ey (名 )=0 可 推 得 类 似 
结果 . ) 
6.1.2 博 交 留 波 夫 级 列 方程 
对 于 分 子 间 有 心力 ,相互 作用 势能 为 ,一 g( 1x 一 专 1) ,而 ps 三 0; 则 
和 一 下 一 > 这 gi: 
定义 F(x 可，… x18,10) 为 约 化 概率 密度 (5S<N): 
F, (xis Xb) = [NC dx dé" dxndEn, 
它 满足 
is dxidéi dx,dE, = 1. 
显然 ,的 统计 描述 比 F, 更 细致 些 . 我 们 将 刘 维尔 方程 对 dx,-id&. 4 …dxw dé 积 
分 .对 于 8 积分 后 得 号 F,, 同 样 对 于 名，S XCi<s) 者 也 得 各， 2- 了 ,: 但 对 于 


aFy 
各 oarx 


(i>s) 者 对 dxi 积分 后 得 边界 上 的 流 取 为 零 ( 边 界 对 分 子 不 可 穿 透 ) ,而 对 


35x(;>s) 者 对 d5, 积分 后 得 一 oo 处 的 Fw 值 为 零 (因为 流体 能 量 有 


86 
限 ). 对 于 二 X, 。 3 G<9 者 ， 注意 


XX -相思 Er EE 
后 面 一 部 分 与 x 有关, 对 dx,+1dé,1…dxnd&n 积分 时 dx4dé; 先 留 下 , Fw 对 其 余 
dxdé 积分 后 得 


1 
于 二 Xi。 


下 (CE Xs Es Xs Ei)» 


四 J.Liouville,J. de Math. ,3(1838),348. 
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所 以 有 


| HY dr dé deydy 


E14 
I 入 dx dE dewdEy 


二 (路 一 -二 强 


Se age , OF 
:| 29 SE dmd | 


> 


最 后 因子 (CN 一 9) 来 源 于 , 立 共 (N 一 5) 个 相等 的 项 . 这 样 ,得 到 博 交 留 波 夫 级 列 
方程 : 


A F, a aF, 
ts 呈 + 它 去 ( - 袜 坊 中 6 
二 | drmdEm (5 = 1,2,°)N). 


注意 除了 这 级 列 的 最 后 一 个 方程 (5 二 7 全 Fw 一 个 待定 函数 外 ,其 他 的 方程 ， 
包含 FE, 者 还 包含 下 +, 对 下, 是 微分 而 对 下 ,是 积分 . 理论 上 可 从 这 个 级 列 方程 的 
最 后 一 个 解 起 ,当然 这 时 前 面 的 方程 也 无 须 求解 ,而 只 要 将 Fw 积分 便 是 . 

实用 上 需要 从 这 套 方程 前 面 几 个 求解 ,考虑 到 玻 尔 效 曼 方程 即 是 利用 了 分 子 
混沌 拟 设 

Fa (xi ,x2 E25t) = Fx sb ,tPF (x ,ba ,1), 

而 s=1 的 头 一 个 方程 是 自 成 封闭 的 . 如 此 推导 玻 尔 兹 曼 方程 可 以 证 明 人 . 

进一步 推广 可 以 保留 ;二 1,s 二 2 头 两 个 方程 而 采用 某 种 混沌 性 假设 将 Fs 用 
Fi 和 Pa: 表达 ,以 便 自 成 封闭 方程 组 . 


6.1.3 玻 恩 -格林 形式 的 级 列 方程 
也 可 以 在 一 个 分 子 的 相 空 间 (x,§ 计 6 维 ) 用 
ful xD ,EDD EP) d x dE dx dE 
来 表示 & 个 不 同 的 分 子 占据 位 置 *” 附 近 dx? 范围 和 速度 5 附近 dé 范围 (i 二 1， 
2,…,) 的 多 分 子 分 布 函 数 ,分布 函 数 与 概率 密度 有 f, 一 mi 关系 . 注意 
f.(s>N)=0. 


® 见 M.Born and H.S.Green,A General Kinetic Theory of Liquids, 1949; 或 Kogan, Rarefied Gas 
Dynamics ,1969( 俄 文 版 ,1967). 
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将 博 交 留 波 夫 级 列 方程 乘 以 ZN 并 注意 到 
N! 
CR， 


N! 
CN 二 DT fm 


miN DFn = 


便 得 玻 恩 -格林 形式 的 方程 (BG 方程 ) 
ah GD a ay， 
半 + 加 + 二 ( 攀 DD sas")-2 3 
工 aecr ,Of j corb deorD ， 
es Sn "BEd d5 
分 布 函数 由 6 维 相 空 间 的 点 组 决定 . 例如 fw 由 x ,5 (i 一 1 N)N 个 点 的 点 
组 决定 ,这 个 点 组 对 应 于 6N 维 空间 的 N! 个 点 ,xi ,6 ，… ,xnobn 是 zx 5 (i 一 
1,… ,NN) 的 排列 . 所 以 考虑 到 Fw 是 全 对 称 函 数 , 有 
fu = DFy= NI Fw， 
排列 


如 上 定义 的 户 满足 
J dxd de" = (N— Sf,, 


而 户 =NF, 乘 以 dxe d5o 即 是 在 xo ,5 附近 的 dxdé" 范 围 内 的 分 子 数 概 然 
值 . (注意 已 乘 dxidé, 是 概率 , 乘 以 分 子 总 数 N 后 得 概 然 值 ,间隔 范围 dx d5” 
=dxidé. ) 


6.1.4 玻 尔 兹 受 方 程 的 推导 


我 们 先 验证 :一 1 的 方程 ,在 一 定 近似 下 , 即 得 玻 尔 兹 曼 方程 :为 此 只 消 将 * 一 1 
的 方程 右 侧 化 为 碰撞 积分 形式 . 由 于 只 考虑 两 体 碰 撞 , 令 "二 x 一 x*”, 有 运动 方程 
dd (qs), 


dr ”一 
5 1l9p 工 32 
mor 7 Dr 


(矢量 的 商 理解 为 各 相应 分 量 的 相等 的 商 ,不 算 ( 二 dz) 上 式 共 为 八 个 等 式 ), 有 八 个 
运动 积分 


Ke(r5 ,69) 二 常量 = Klro ,6 657)， 
mv ,5682 可 以 理解 为 相应 的 初始 值 . 例如 定义 碰撞 球 直径 4 在 | 产 | 一 4 但 (和 
一 上 )。r<0 时 开始 碰撞 ,到 |m| 一 d, 而 (6 一 名 )。r>>0 时 碰撞 结束 . 连同 1m| 
一 dd 可 将 ro, 吕 0 5 解 出 ,这 样 吕 " ,54? 表达 为 Ke(r,5 ,6”) 的 函数 . 
在 推导 玻 尔 效 曼 方程 时 ,我 们 需 引 进 近似 fo 为 有 的 乘积 ,并 忽略 碰撞 时 间 及 
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碰撞 直径 内 f; 的 变化 .换言之 ,由 于 轨道 连续 ， 
fly yx ED ED) = 户 (sx ,ED ,E49) 


(a) 
filtosxd ,6 ) » fltos xd? ,E87) 


(b 
全 (ax 5 )。 太 Crx 6) 


为 多 ”及 66? 的 函数 , 亦 即 为 K,(r,6” ,5 ) 的 函数 , 即 
futyxd yx ED Em) = 万 tx ,Kar ED 69)). 
从 


BK .r+ 加: ad" + 2K + 一 0， 


得 


(ED 2 19a9p.ToK: aKi]_ 
(9 一) + 二 如 [3 让 一 号 计 ] 0 


这 方程 对 任何 天 i 所 以 ,对 于 f2 有 


(2) a 二 Bfz: Bf 
Cm 


BG 方程 右 侧 (故意 添上 一 项 对 人 积分 为 零 者 )， 


1 age . Of: drw de® 


maar "a 3557 
a a 
-二 [区区 je 
_[_1l3¢.r3: _ ar: 2 
=] mar [ae Be Jdrds™ 


一 | 一) 
以 ze 为 心 ' 将 lx” 一 ww | 一 4 珊 扩 球 滑 平行 于 (8 ”一 ) 广 向 切 为 柱 形 , 柱 模 和 
面 为 do,dr 二 dodl,dl 沿 柱 方向 得 (积分 区 域 由 于 2 ty ”因子 可 限制 在 分 子 力作 用 范 
转 即 碰撞 球 以 内 ): 
[EA 


这 里 用 了 碰撞 中 16 一 Em | 不 变 ,do 垂直 于 52 一 5 矢量 , 沿 碰撞 轨道 整个 积分 ， 
采用 分 子 混沌 拟 设 ,并 改 用 5 二 6,6? 二 (碰撞 前 ) 和 碰撞 后 的 6 和 5; , 即 得 
fo |B= f(x Ef Ox) — fsx,€) f(t, x,€) 


=ff -fif, 
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这 就 证 明了 玻 尔 兹 曼 方程 (忽略 碰撞 半径 内 了 的 变化 和 采用 分 子 混沌 性 拟 设 的 近 
似 ): 


+ E+Er :=| od ls sl FF -£7 


m 
6.1.5 备注 


1. 县 加 近似 

在 稠密 气体 或 者 液体 情况 , 柯 克 伍德 ?建议 ,保留 ;二 1 和 s 二 2 两 方程 而 将 分 
子 混沌 性 拟 设 及 2 一 万 72 改 为 

FA 
即 
Fim ni i 

fa” A i ew Ff ; 
这 里 f, 下 标 表示 s 个 分 子 的 分 布 函数 ,上 标 (r) 或 (rs) 代 表 函 数 的 变量 x” ,6 "或 
x ,Em ,x ,8 等 .这 假设 常 称 为 琶 加 近似 , 伊 仿 及 玻 恩 和 格林 都 使 用 过 ,其 他 人 
也 有 不 同 的 近似 . 

2. 给 运 系数 

玻 恩 和 格林 也 曾 仿效 解 玻 尔 兹 曼 方程 的 办 法 求 黏 度 和 热 导 率 ; 当 速 度 梯度 为 


零 ,温度 梯度 为 零 ,又 了 一 切 为 零 ( 定 态 ) 时 先 求解 平衡 态 ,然后 再 在 这 附近 对 速度 


梯度 ,温度 梯度 展开 , 求 进一步 近似 解 ,希望 能 解释 液体 的 黏度 和 热 导 率 . 结果 发 现 
除 动能 项 外 ,势能 项 也 有 贡献 ,可 能 更 为 主要 . 液 氨 的 黏度 和 热 导 率 的 理论 与 实验 
的 比较 见 赖 斯 和 格雷 的 书 2. 


6.2 平衡 态 性 质 


我 们 下 面 将 只 讨论 平衡 态 解 , 即 求 液体 的 物 态 方程 . 
平衡 态 时 , 取 温度 均匀 ,分 子 或 分 子 团 的 平均 速度 皆 为 零 仿 效 气体 的 麦克 斯 
韦 分 布 : 


: 。 
ee 人 各 (D2 
f=n() se 人- 斑 袜 4 上. 
其 中 必 , 二 nCx,… ,x 中 ) 满 足下 列 方程 : 
® J.G.Kirkwood.J.Chem. Phys. ,3(1935),300. 
® S.A.RiceandP.Gray,The Statistical Mechanics of Simple Liguids ,Wiley, New York,1965 ,ch. 6. 
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On, (5) [ee (stD dxcrD = 
+ 癌 5e 2 +t) rr dx =0 


(人 一 1,2,… ,5s;s = 1,2,°,N). 
这 些 方程 是 将 f, 的 上 述 形式 代入 BBGKY 方程 中 ( 令 恕 f.=0) 取 &(i<s) 的 系数 
而 得 . 
6.2.1 物 态 方程 和 径 向 分 布 函 数 


设 分 子 间 力 为 两 体 有 心力 gq” 二 pg (|x 一 x 人 |) 二 gl(7), 从 ny 和 mr)Cr 代 表 
nz 中 两 分 子 间 距离 ) 有 普遍 的 物 态 方程 :压强 是 


pp 一 mk 一 上 言 [or dn: har dr 


= 红 -_- 荆 Pg 4rrzdri 
内 能 为 
E= 3NeT+V rr) pr) rrdr, 
即 每 个 分 子 的 内 能 为 E/N 


E/N 一 六 十 让 gp) har dr, 


这 里 m= 二 = 六 不 依赖 于 r ,v= 二 V/N 为 每 个 分 子平 均 占有 的 空间 体积 ;而 g(7) 王 
ma/mai 为 径 向 分 布 函数 ,如 图 6. 1 所 示 . 


riA 
图 6.1 径 向 分 布 函数 


这 两 公式 前 面 一 项 都 是 动能 引起 的 ,与 气体 的 贡献 相同 ;后 面 一 项 则 是 由 分 子 
间 力 引起 的 . 
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6.2.2 内 能 的 计算 
首先 计算 内 能 
E= [Fvdndss | > 十 去 > (=|), 
势能 贡献 为 
三 > Na xisxi 9 | xi — xi |)dxidx;, 
$2 
其 中 


Ni(xi0x)) = [FG dd 
而 每 个 积分 数值 相等 . 所 以 势能 贡献 可 写成 
NEN= 了 [we ra)gdlzm 一 xm Dasoano， 


即 (注意 到 户 一 [NT Fa, 所 以 ms 一 NCN 一 DN;) 


去 I | xz —x® 1)p(| zx 一 xc2 |)dxV dx®. 


由 于 mm 仅 依赖 于 相对 距离 7 一 |xo 一 x2 | ,而 且 当 一 -co 时 ,p(r) 一 0 足够 快 ,上 式 
对 x 中 在 V 中 的 积分 近似 为 无 穷 积 分 . 结果 不 依赖 于 <” ,对 x" 积分 产生 因子 V. 
最 后 得 势能 贡献 为 


[mg andr, 


连 动能 项 二 也 NT 便 得 证 内 能 EE 的 表达 式 . 注意 此 处 因子 去 的 出 现 ,来 源 于 
士 >) 中 的 因子 到 ,这 是 因为 p(x 一 志 |) 是 一 对 分 于 的 势能 . 
一 般 讲 来 ,对 于 任意 函数 B(x, ,x,)， 


n 
Faa asv[ 袜 Bevz)] 
| 
即 等 于 
feds #0 DB sear de. 
y 


6.2.3 ”分子 间 力 对 压强 的 贡献 


现在 计算 分 子 间 力 对 压强 的 贡献 . 一 92 而 表示 x 分 子 作用 在 x 
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分 子 上 的 力 . 取 x 在 球 G 内 , 则 (V 一 G) 中 所 有 分 子 对 球 G 内 所 有 分 子 的 总 力 为 
Re Ed 
此 处 对 x 的 积分 区 域 可 扩充 至 V, 因 为 显然 有 
[iar® drPmr® ,0) [5a —x" 1)]= 0 
这 是 由 于 加 (x ,x 中 ) 二 s(x ,xD), 将 x 和 x 调换 后 有 
上 面积 分 = | ae| axon (x ,79) |—3 sp] 一 at »] 


9 9. 
= axe| derma ,0) [a3] 
一 0， 


因为 内 力 互相 抵消 . 
暂时 定义 


Ra xm， 


则 有 
na (xD x) = n2 (r,R), dx‘Vdx'? = drdR; 


总 力 = | 人 drdR .本 (riR) 20 
一 dr dRn; (r,R); 
此 处 ViG 表示 x 在 V 中 ,x 在 球 G 中 . 先 计算 | dRn; (r,R), 代入 R=x" 十 
去 ,其 中 固定 不 变 , 则 


ji dRn; (r,R)= ae (mx® 于 于 


=| dx nz Crvzo ) 十 可 。 axe[ ) na Cz?) 二 se 
6 


Ey 
我 们 注意 到 ,对 于 任意 函数 f(7) ,在 整个 空间 积分 时 ,有 下 列 公式 ， 


[rp = 0， 


fo mdr = 41 {frar. 
3 


显然 ,由 于 对 z,y 或 z 的 奇 函 数 的 积分 为 零 , 所 以 第 一 个 公式 为 零 , 第 二 个 公式 中 
非 对 角 项 亦 为 零 . 而 对 于 对 角 项 ,由 于 对 称 性 ,有 
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[eropar= [rar= [ropdr 


= 也 | 十 闻 十 过 ) Fr)dr 一 工 于 ”7opdr， 
第 二 个 公式 得 证 . 
现在 将 dRn; (r,R) 的 展开 式 代入 总 力 公式 中 后 ,第 一 项 无 贡献 . 第 二 项 对 
G 球 的 积分 可 以 化 为 面积 分 ,xs 在 球面 S 上 ,ms 为 外 向 单位 法 线 矢量 ; 
[ax® Fa Gr) = [nsdsn; (rsxs)s 
所 以 对 球 G 内 所 有 分 子 的 总 力也 是 面积 分 表示 : 
| mas 。 人 dr 二 捍 了 Cryxs). 


当 m(xoyx2) 一 ma (xz 一 x2 1) 时 (V 大 时 ,在 V 的 内 部 合用 ),n2 (r,xs) 一 
ma(r), 对 dr 积分 时 由 于 力 减 弱 很 快 ,V: 可 取 为 无 穷 ,得 对 球 G 内 所 有 分 子 的 总 
力 为 


1 ,dg 
Jnsds : r en Cr) dr 
这 力 应 该 等 于 
| .cvadro =—| pornsds, 
5 了 
所 以 最 后 求 得 
出 


paz 一 一 下 上 r dans Cr) trr dr. 


6. 2. 4 ” 硬 球 模型 计算 结果 


0 
如 1+ 好 + 二 隐 + 如 二 
拭 Tt 
其 中 Oe .位 力 系数 ,一 般 为 工 的 函数 , 硬 球 模型 中 工 不 
出 现 了 . 硬 球 模型 位 力 系 数 的 精确 值 ,目前 已 有 人 计算 到 第 八 位 力 系 数 ,前 几 个 值 
分 别 是 2; 


@ 参见 W.T.Grandy,Jr, ,Foundations of Statistical Mechanics, Vol.1,1987,Reidel, Dordrecht. 
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D 一 [2707rx 十 438V3 一 4131cos-:(1/3)]/4480r<<0.2869， 

下 一 (0. 1103 士 0. 0003). 

表 6. 1 列 出 了 硬 球 模型 位 力 系数 的 理论 值 与 精确 值 的 比较 0; 表 6. 2 列 出 了 物 
态 方 程 理论 计算 数值 比较 2, 可 以 看 出 它们 定性 符合 ;而 内 能 的 比较 符合 得 更 好 . 
表 中 计算 机 “实验 ”是 采用 1000 硬 球 的 三 维 蒙 特 卡 洛 法 计算 结果 . 


表 6.1 硬 球 模型 的 位 力 系数 ,理论 值 与 精确 值 比较 


B 四 D | E | 
精确 值 1 
YBG 1 伊 篇、 玻 恩 -格林 方程 
HNC 1 超 网 链 方 程 
1 珀 卡 斯- 耶 维 克 方程 
表 6.2 硬 球 模型 物 态 方程 理论 计算 数值 比较 
理论 
办 po~ YBG HNC PY 计算 机 “实验 ” 
也 kT 
0.1 1. 239 1. 242 1. 240 
0.2 1. 546 1. 562 1.549 
0.3 1.937 2. 000 1.954 
0.4 2.431 2. 604 2.480 
0.5 3.047 3.463 3. 173 
0.6 4. 650 4. 093 
0.7 6. 874 5. 323 5.85 
0.8 9.711 7.000 7.95 
0.9 13.767 9. 328 10. 50 
1.0 19.145 12.773 


6.3 动 理论 与 统计 热力 学 的 联系 


6.3.1 分 子 分 布 函数 与 位 形 配 分 函数 


关于 平衡 态 有 标准 的 统计 热力 学 处 理 方法 ,我 们 在 这 里 说 明 其 联系 . 对 于 平衡 
态 , 所 有 f, 对 于 速度 分 布 都 是 麦克 斯 韦 型 ,所 有 n, 则 可 以 从 s*= 六 方程 倒 过 来 解 : 


四 引 自 J.A. Barker and D. Hendersen,Reu Mod. Phys. ,48(1976) ,613. 
四 引 自 M. N. Rosenbluth and A. 多 . Rosenbluth,J. Chem. Phys. ,22(1959) ,881. 
图 见 M.N.Rosenbiuth and A. W. Rosenbluth, J.Chem. Phys. ,22(1959) ,881. 
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严格 解 取 s 二 N,nw+: 三 0 则 平衡 态 方程 : 


Tk 
可 以 严格 解 出 如 下 : 令 
1 
9 二 De”， 
则 
3 Qag™ 
se= En 
所 以 
Ann jnn_9 
Bx TET Bxm oO 一 
得 


nn = const* EMT, 


代入 fn 中 ( 见 145 页 ): 
FN! = 六 一直 ce 人) ei 
量 Q 称 为 位 形 配 分 函数 ,可 从 Fw 的 归 一 化 定 出 为 : 
Q= 击 deram 
因为 Fw 及 FF, 缘 为 概率 密度 ,后 者 从 前 者 积分 得 来 . 经 过 积分 并 注意 到 六 一 


TNF 和 对 速度 的 积分 即 是 mw ,容易 验证 


edd, 
特别 是 


pe | 


N21 L351 
En 1 O/T ] GD ooo dN 
Ce Ode: 
最 后 一 个 积分 ,由 于 $ 只 依赖 于 相对 位 置 ,与 x" 无关, 将 其 两 侧 对 dx” 积 分 ,在 左 
便 得 QmV, 右 侧 得 CTQ= NQ; 所 以 几 一 NY 一 ”为 均匀 分 布 . 


6.3.2 理想 气体 的 箭 
在 平衡 态 时 , 箭 可 以 定义 如 下 
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S =—k Faln{ fyh** /mi } dx dry dG dé 


即 是 一 kin{ fwh**/m*} 的 6N 维 相 空间 平均 值 : 其 中 h*/m** 常 量 抵消 fw 的 量 
纲 . 这 里 要 用 fw 二 FxN! 而 非 Fy, 有 物理 差别 . 这 样 定义 的 炉 才 是 与 N 成 正比 的 
量 ( 广 延 量 ). 

先 举 理想 气体 为 例 ,我 们 有 6 三 0, 于 是 


其 中 


对 数 中 只 出 现 每 个 分 子 占据 的 体积 V/N. 这 里 利用 了 斯 特 林 (J. Stirling) 公 式 
N! ~(X), 即 lnN! = N(nN 一 1). 最 后 得 萨 克 0- 特 多 鲁 特 8 公 式 ， 


S= Nk (这 十 In [ 容 (2 服 拭 ) 让 


(如 用 InFw 则 出 现 NIn 阔 , 而 V 又 正比 于 N, 则 S 就 不 是 正比 于 N 了 .》 


在 如 玻 尔 兹 曼 方 程 中 所 用 的 分 子 混沌 性 拟 设 下 ， 
FNCxlyE er XN Ent) = F(x bt) PF (xns Ent), 
所 以 


In( /ns N! [FG 与 ]] 


NI 


)- ov 直 

= 人 如 让 [rss 和 =]} 

=- 立 mr 六 |， 

一 主 = | em 坊 ] 


N 
-> [3 各]， 


@ O.Sackur,Ann. Physik,36(1911),958;40(1912) ,67. 
@® H.Tetrode,Ann. Physik,38(1912),434;39(1912),255;Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. (Amsterdam), 
23(1920) ,162. 
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因为 每 项 相等 ,但 NF 二 了, 所 以 
-esefatrg- 本 
由 于 S = |erdr, 这 与 
ps 一 一 人 Jagr [1n(f 握 )-1] 
一 致 . 这 验证 表明 如 气体 动 理论 中 把 粹 定义 推广 到 局 域 热力 学 平衡 态 一 样 ,上 面 平 
衡 态 定义 的 简 也 可 同样 推广 . Fw 或 fw 二 FwxN! 满足 动 理论 方程 .格林 证 明 入 源 宇 


0 定理 时 , 则 需要 考虑 这 个 N 分 子 系统 与 (另外 类 似 系 统 ) 外 界 的 碰撞 ,这 时 再 引入 
混沌 性 假设 Ar 一 六方. 


6.3.3 液体 的 热力 学 性 质 
现在 回 到 天 0 的 情况 . 这 时 有 


1 Sp 
Ja he a m2 
In(FaN tm )= lnQ 一 从 + Nin(5T) -一 研一. 
对 Fwdxri…dxwd5i…dss 积分 ( 即 用 人 为 权重 求 上 式 的 平均 ) 得 
s yz 


证 = 一 InQ 一 总 +Nin( 元 和 ) =—InZ— E/kT, 
定义 浆 姆 稚 效 自由 能 为 F=E 一 TS, 于 是 
F =—kTInZ, 
ZrmkT \™? _ [mr dd 
z=-a(R) = NU ， 

得 

FF 所 an 

示 = klnQ+ Nkln (Fmt 和 


此 处 巨 为 流体 ( 即 N 个 分 子 整体 ) 动 能 及 相互 势能 总 和 的 平均 值 , 亦 即 内 能 . 标准 
热力 学 方程 给 出 (N 不 变 时 ) 

TdS = dE+pdV, 
所 以 


d 到 = dE— 全 一 SdT ET 塘 aT 部 av- 


现在 来 验证 这 个 热力 学 公式 . 先 看 V 不 变 时 是 否 得 到 一 T* 好 ( 于 ) 一 EF? 从 


-TT 全 (于 3_F 3NT-—2 inQ, 
疗 ( 开 ) a 人 (于 ) 2 a (去 ) 
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一 项 等 于 
1 南 edn a 
“a ( 记 ) 
分 子 中 ®@= 主 PE ,2 表示 求 和 时 i 关 j，, 每 项 积分 贡献 相等 ,所 以 ， 


分 子 = 工 HD CN 一 2)1Q 


x 三 n(x ,x px — x |)dxV dx? ; 
于 是 ， 
2 
它 与 前 面 所 求 得 的 内 能 EE 的 表达 式 相同 ,因此 得 证 . 
再 来 看 不 变 时 是 否 得 到 一 3 车 一 妇 ? 即 看 是 否 有 p 一 kT33yInQ? 令 x 
一 49 ,并 取 =V, 则 


_Tea( 王 -3 Lv 全 
T 池 人 ( 示 )= 二 NeT 十 a np Arr dr, 


a= 和 所 GN , ceTTaen， 


其 中 


6= 玛 DY pel0n -0n)), 


jl 


所 以 


aQ_ 3NQ Lx 1 
al / 角 主 实 ya 


U2 
N 
. [gu le —@ 1)AAT] 160 — 0 | er IT[ae® . 
后 面 各 项 积分 后 相等 ,得 


aQ_1aQ_NQ 到 | 
av 32 al V 6V 


gr) DM dx 3 
kT TQnz (x)dx'” dx' 


给 出 


AT 2 =mk 了 一 十 rae na(r)4nr dr, 


它 与 前 面 所 求 得 的 压强 表达 式 相同 ,因此 得 证 . 
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6.4 ”和 加 近似 的 意义 和 改进 途径 


关于 准 加 近似 的 意义 和 玫 进 途径 ,下 面 关于 坑 的 分 解 也 许 能 有 帮助 9. 
注意 纺 是 一 ALn (FwN 1 和 5 ) 的 平均 ,将 Fw(1,…,N)N! 4m 写成 


Fn(1,…,N) 六 EN 
Fi(1)-F (CN) U(r® Se 


注意 比值 


RR = _EwCLN) 
> 一 页 (GD… 忆 CN 


无 论 F,(1) 除 以 V ,Fn《1,…,N) 除 以 VN* CF,(1,…,s) 除 以 V') 时 ,或 下 (1) 乘 以 


以 4 
机 ,Fu(1，,N) 乘 以 e 醒 半 8 CFGL，…s) 乘 以 e 芝 总 ) 时 ,Rw 都 不 改变 . 
如 N=1,R;=1,lnR = 二 0; 
Fi(1,2) a 
如 NN 2,Rr = FF C'S lnR;=¥,(1,2); 


F,(1,2,3) 
Fi.(1)F(2)F,(3) 


如 N=3,R;: 一 
十 于.《3,1); 则 


, 令 InR; 三 WW; (1,2,3) 十 到 (1,2) 十 到 (2,3) 


同样 , 令 lnR, 三 ,十 和 (4 项 ) 十 炎 ;(6 项 ) ,得 

F,(1234)F, (12)F,(13)F,(14)F,(23)F,(24)F,(34) 
F,(123)F,(124) Fs (134)F; (234)F,(1)F, (2)F(3)F,(4)" 
采用 简单 符号 ,可 写 为 


(1234) = In 


em 一 | 分 于 补 玉 三 1 因 于 ， 
和 人 | 分 母 补 Fe 三 1 因子 . 
on = FF 


(FFI) 
C7) 1 \C3) 
加 (7 人 (1 DW S54 
erw = (Fn) 人 (去 -) (Fw2) (2 (F -) 


最 后 为 F, 或 (六 ) 的 (7 ) 一 1 次 方 因子 一 1 


@ 参见 1.Z. Fisher,Sratistical Theory of Liquids,1964 (University Press，Chicago)，p. 55,p. 153. 
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InRy =¥Wyn(1,2,…,N) 十 人 加 2 ,N—1) 十 排列 共 ( 了 了) 项 ) 


十 (Ww 排列 共 ( > ) 项 | 十 … 十 | 严 排列 共 ( > ) 项 | 
这 样 
S= 一 AN run(F, EN )ax, dé 一 大 YS [Fwidr drrdé de, 


_ANCN— DN—2) 
了 
= 一 rm( 广 各)dzd5 一 河 | 产 mdradrd5d6: 一 … 


[Ewa dxsdxs dé dé dés — 


一 南 [msan “dxndé dE. 


伊 倘 , 玻 恩 -格林 的 公 加 近似 相当 于 取 秋 ;二 0. 估计 改 取 更 ,一 0 的 超 公 加 近似 
可 能 给 出 更 好 的 结果 . 这 样 保留 ;二 1,s 二 2,s 二 3 的 方程 ,而 将 F 用 Fs ,Fi,F 表 
示 之 (除去 速度 因子 后 ). 在 气体 情况 下 ,压强 对 密度 展开 时 ,这 样 可 多 准 一 项 0. 


@ 参见 所 引 Fisher 书 的 p. 154, 又 参考 同 书 的 补 篇 中 的 不 同意 见 . 
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7.1 平衡 态 粹 最 大 律 


7.1.1 系 综 平均 
在 统计 热力 学 中 我 们 将 局 限于 研究 宏观 系统 的 平衡 态 . 一 般 讲 来 ,在 一 定 宏观 
条 件 下 所 观察 到 的 宏观 量 都 相当 于 相 空 间 的 统计 平均 值 ,如 宏观 量 去 : 
二 ua ppcas ps dadp"e: 
Ee J Jocaspr paardp 
这 又 简称 为 系 综 平均 , 系 综 的 概率 密度 为 


wid = (gprt)dgdp"e  ， 
“0. Jocas ps daredpe 


» 


满足 归 一 化 条 件 : 
[uar= 1, 


我 们 可 以 想像 有 大 量 性 质 完全 相同 的 力学 系统 ,其 中 所 有 系统 各 自 独立 ,处 在 
以 gq…p*… 标 志 的 不 同 运动 状态 的 系统 个 数 正比 于 pCq,p,t) ;这 个 集合 就 是 所 谓 
“(统计 ) 系 综 ”0. 系 综 只 是 提供 平均 宏观 量 时 的 权重 取 法 . 例如 系统 的 能 量 HCq,p) 
〈 设 为 保守 系 , 与 t 无 关 ) 简 写 为 Hr, 则 宏观 量 互 ( 即 内 能 EE) 为 


E=H= Hewrar, 
即 系统 中 能 量 的 统计 平均 . 
7.1.2 正则 系 综 


1. 正则 分 布 
平衡 态 的 宏观 量 可 用 吉 布 斯 (J. W. Gibbs,1839 一 1903, 美 ) 正 则 系 综 求 统计 平 
均 , 这 可 由 业 最 大 定 出 . 简 的 定义 在 分 子 数 给 定时 为 


@® 工商 .Gibbs,Elementary Principles of Statisticl Mechanics, Yale Univ. Press, New Haven,1902. 
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Ss= le klntwr ) wrdr, 
其 中 为 玻 尔 兹 曼 常 量 . 正则 系 综 要 求 在 宏观 量 内 能 
EHrwrdr 一 给 定 
下 求 粹 的 最 大 . 注意 到 归 一 化 条 件 : 
1= |war， 
引入 拉 格 朗 日 乘 子 以 适应 这 两 个 附加 条 件 ,得 
0= 3 一 地 E+ (于 +h)81 


=|[- 一 klnwr 一 & 一 池 十 (至 于 + 人 ) bur dr， 
由 此 即 得 正则 系 综 的 概率 密度 分 布 为 
wr 一 er. 


这 里 两 个 拉 格 朗 日 乘 子 ,一 个 写 为 (一 未 ), 另 一 个 写 为 (于 十 k) ,需要 由 两 个 附加 
条 件 定 , 即 从 


[本 ce dr =E, [Es dr=1 


确定 ， 
2. 热力 学 公式 
引入 配 分 函数 2Z: 
|e ar=2, 
则 从 归 一 化 条 件 得 
F =— kTInZ. 
又 内 能 为 
i 0 
E- Ze tr -FT 
将 正则 系 综 分 布 代入 灶 的 积分 表示 得 : 
三 一 _E-F__ 9F 
S [于 I Fdr= T= a7" 


所 以 T 为 温度 而 下 一 下 一 TS 人 由 能 9. 利用 热力 学 关系 
TdS = dE+ pdV— ydN, 
得 


® H.L.F.Helmholtz, Berlin Ber. ,1882,i,22. 
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dF= dE—TdS—SdT=— SdT— pdV +pdN, 


除 炳 


Sm= 


Ta 


这 ),， 


外 ,又 得 压强 p 和 化 学 势 y 为 


注意 下 为 以 T,V ,NN 为 变量 的 特性 函数 . 
7.1.3 巨 正则 系 综 


1. 巨 正 则 分 布 
在 分 子 数 N 不 定时 , 箭 的 定义 为 


Ss= bp klnwrew Jwrw drCN)。 
吉 布 斯 巨 正则 系 综 要 求 在 宏观 量 内 能 和 分 于 数 : 
E= DJ Hr wn dreN) 二 给 定 ， 
N= BJ Nwrow dreN) 二 给 定 
下 求 蚁 的 最 大 ,并 注意 到 归 一 化 条 件 
三 立 [woarom， 
引入 三 个 拉 格 朗 日 乘 子 ， 
6 一 和 OOE 二 从 入 二 (用 +#)81=0, 
得 巨 正则 系 综 的 概率 密度 分 布 为 
‘Wreny) 一 Exp 


{2 的 En) 
kT 


这 三 个 乘 子 (一 十), 条 , ( 捕 +k) 需 要 由 三 个 附加 条 件 定 . 


2， 热力 学 公式 
引入 巨 配 分 函数 ， 
= [arom， 
则 归 一 化 条 件 给 出 : 


0 = 一 ATin2， 
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分 子 数 给 定 的 条 件 给 出 ( 求 出 空 后 ,可 以 仍 用 N 来 表示 宏观 量 ) : 
TOInF-_20 
N= A » 

能 量 给 定 的 条 件 给 出 : 


EY srs 一 re 2-7 强 ， 
而 代入 焙 的 积分 表达 式 得 
s=E-AN=-2=--32 
aT 
利用 热力 学 关系 
TdS = dE+ paV — pdN 
可 得 


dQ= d(E—pN—TS)= dE 一 Tds 一 SdT 一 pdaN 一 Ndn 
=— pdV — SdT — Ndy, 


所 以 得 
5 一 (如),, 
N= (BA),.» 
另外 有 
p= (8), 


注意 0 为 以 T,V ,yp 为 变量 的 特性 函数 . 
注意 , 吉 布 斯 自由 能 ? 
G=E—TS+pV, 
满足 
dG= dE— TdS— SdT+ pdV+Vdp, 
= pdN— SdT+Vdp, 
表示 G 为 p,T,N 的 函数 ,并 且 有 化 学 势 


= {2G) ， 
2 (六 ) 

但 记 ,T 均 为 强度 量 , 只 有 N 为 广 延 量 , 而 G 为 广 延 量 , 所 以 
G= Na(p,T); 


于 是 


@ J.W.Gibbs(1873), 见 “Scientific Papers”1(1906),50. 
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Q=E-TS—N=E-TS—G=-—pV, 
这 是 0 的 物理 意义 ;但 作为 热力 学 函数 ,必须 用 TT,V ,y 予以 表达 . 


7.1.4 理想 气体 的 平衡 性 质 


以 理想 气体 为 例 , 先 用 正则 系 综 然 后 用 巨 正则 系 综 ,计算 其 物 态 方程 和 能 量 等 
关系 . 
正则 系 综 : 


注意 到 


Joap = (2rmkT), 


HA 
ztm) 二 [ar 

与 i 及 V 无 关 . 于 是 得 到 : 
Z= 


下 = 一 ATlnZ = MeTin[ (eT) <" ], 
_aF 


= 2 Ve/2rxmkT 2 (ny 3 y QO lnz'®) 
Ss= 对 = Nn[ 守 ( Ee ) HaNe + NeT 由 


( 萨 克 - 特 多 鲁 特 方程 )， 


一 六 志 2 9 net 
E=F+TS TNET + NET aT ， 


一 强 = 总 (因为 xm 与 了 无 关 )， 


G= F 十 加 MTn[¥ (sr) i] 


mu rr) ] 
巨 正则 系 综 : 
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f= EMTZ(N) 


= Sr [De: zm] 


N=0 


nr V (2xmkT)™? 
= AT eT Yea D Te 
ed 


312 内) 
exple” Va Ts } 


12 (内 
0 =— kTInY =— kTer® DP- 外 .2 


/an) yr VonmkT) 2) 
区 EA hs 


由 NN 可 确定 w, 结 果 与 正则 系 综 的 相同 ， 


?= 一 (路 )，= te” CT TY, 
s 一 (路 ),, -和 疾 - 半 )， 
代入 径 - 一 N 和 一 莓 -in[ 蕊 (22T) < ] 得 


ee ZrmkT ew | 5 Blnztm 
( 妥 ) 二 BNE + Nk IT 
与 正则 系 综 的 燃 也 符合 . 
7.1.5 统计 系 综 之 间 的 关系 


一 般 讲 来 ,与 外 界 有 能 量 交换 而 无 分 子 交换 时 用 正则 系 综 方便 ,与 外 界 有 能 量 
交换 又 有 分 子 交换 用 巨 正则 系 综 方便 . 还 有 微 正 则 系 综 , 它 的 权重 为 在 能 量 很 小 范 
围 内 等 权重 ,范围 外 则 权重 为 零 ;这 则 对 孤立 系统 (与 外 界 不 交换 能 量 或 分 子 ) 方 
便 . 一 般 常 以 此 为 出 发 点 ,将 所 考虑 的 系统 和 与 之 交换 的 热源 或 分 子 源 包 括 在 一 起 
作为 孤立 系统 . 当 源 很 大 时 , 便 可 以 从 总 系统 的 微 正则 系 综 推 导出 所 考虑 的 系统 的 
正则 系 综 或 巨 正则 系 综 来 . 所 以 等 权重 的 孤立 系统 也 只 是 平衡 时 适用 . 但 所 有 这 三 

_ 个 系 综 选 取 都 是 假设 ,可 以 证 明 它们 的 等 效 . 但 作为 物理 规律 而 言 , 都 依赖 于 其 推 
论 与 事实 相符 ;更 方便 的 检验 是 与 热力 学 相符 ,并 且 将 热力 学 与 物质 结构 分 子 运动 
结合 起 来 . 当然 ,热力 学 也 是 通过 与 大 量 事实 检验 建立 起 来 的 . (参考 王 竹 溪 :《 统 计 
物理 学 导论 》. ) 

正则 系 综 和 巨 正 则 系 综 看 来 或 者 也 可 能 可 以 推广 到 局 部 热力 学 平衡 态 的 情 
况 .参考 前 两 章 的 讨论 . 
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7.1.6 正则 分 布 的 极 值 性 质 
证 明正 则 系 综 的 极 值 焙 是 满足 给 定 能 量 条 件 下 的 最 大 . 比较 


Wi 一 ee 与 wr 一 re ， 
后 者 是 任意 非 正则 系 综 , 故 意 写 为 这 个 形式 ,A 为 此 定义 的 任意 量 . 它们 皆 满 足 
[uar= [war 
JurHedr = [3 Hrdr =E, 
则 有 


5 一 5， Hr—F .Hr—F—A 

四 = fw kT [中 IT 

» nT A 
= [会合 tr= [ww 全 tr， 
其 中 含 (Hr 一 F) 的 项 由 于 两 个 约束 条 件 分 别 抵消 . 右 侧 再 加 上 抵消 为 零 的 两 项 
Jwrar 一 Jwiar ==0o 得 
Ss-—s: 

k 
因为 对 于 任意 的 z 承 0 有 ze 十 1 一 e>0( 除 外 x 一 0 时 等 于 零 ). 所 以 得 证 平衡 态 的 炉 
极 值 为 最 大 , 由 正则 系 综 唯 一 确定 . 同样 可 证 , 巨 正 则 系 综 的 炳 为 最 大 也 唯一 确定 . 


7.1.7 灶 最 大 与 趋向 平衡 的 方向 


焙 最 大 有 助 于 判断 趋向 平衡 时 过 程 的 方向 . 举例 如 下 . 设 系统 分 为 1,2 两 部 
分 ,每 部 分 已 平衡 . 所 以 
TidS = dE; + pidV;—pdN; (i= 1,2). 
1. 热平衡 条 件 
例 一 : S 一 Si 十 S: ,已 一 已 十 已 .保持 总 能 量 不 变 ,而 使 E, 减少 3E1,E 增加 
6E, , 则 总 炉 变 化 为 
1 


asS， as， 1 
05 = 3 一 3 一 (Tt) 


所 以 系统 平衡 (热平衡 ) 的 条 件 为 Ti 一 T:. 系统 不 平衡 时 S 不 是 最 大 ,所 以 向 平衡 
发 展 时 5S>0, 这 要 求 TT ,5E,>0 或 人 <Ti,5E, 一 0; 即 高 温 部 分 减少 能 量 ， 
使 低温 部 分 增加 能 量 . 

2. 力学 平衡 条 件 

例 二 : S=Si 十 So,V=Vi 十 Vi,T 二 TT 一 T. 设 Vi 减少 6Vi, 而 Vi 增加 8Vi， 


一 Jurczer 十 1 一 er)dp 过 0 (zx 三 A/kT). 
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以 保持 总 体积 V 不 变 , 则 


命 3S: Pp 
55 — 3， Bov= (条 条)aV,. 


平衡 时 (力学 平衡 )p 二 pp a 不 平衡 时 9S>0 要 求 p>ps 才 使 Vi >0, 即 
压强 高 的 部 分 膨胀 而 压强 低 的 部 分 被 压缩 . 

3. 扩散 和 相 变 

例 三 : S 一 S 十 SN 一 Ni 十 No, 已 知 包 一 久 一 思 一 T 二 T, 设 N, 减少 
SN 而 Ni 增加 6N, 以 维持 总 分 子 数 不 变 , 则 


_ as， SS 
35 一 SRON! 一 aaN 一 (一 全 + 学 jsN'- 


平衡 时 和 二 yz. 不 平衡 时 6S 二 0 要 求 ve>ma ,使 SN >>0, 即 分 子 从 化 学 势 高 处 转向 
化 学 势 低 处 . 这 可 以 是 扩散 ,也 可 以 是 相 变 . 如 为 扩散 ,化 学 势 中 有 浓度 的 对 数 项 ， 
所 以 从 高 浓度 扩散 到 低 浓度 . 如 为 相 变 pn 二 pz yp 十 dp 二 pz 十 dpz ,dy 二 vdp 一 sdT 
得 克拉 珀 龙 方程 ?: 
dp/dT = (5 — 5)/(v 一 mm) 一 MTCuw 一 ww)， 

其 中 4 是 相 变 潜 热 . 

注意 : 在 以 上 三 例 中 都 用 了 TdS==dE 十 pdV 一 jdN, 每 部 分 已 平衡 ,讨论 的 转 
移 量 6 是 小 量 , 两 部 分 宏观 条 件 差 得 不 多 ,所 以 讨论 指明 在 平衡 态 附 近 趋向 平衡 的 
方向 . 


7.1.8 几 点 评注 

1 量子 力学 系统 

以 上 似乎 限于 用 经 典 力学 处 理 力学 系统 ,如 果 我 们 必需 用 量子 力学 处 理 力学 
系统 时 ,只 需 适 当地 将 | wrdr 理解 为 w， 坊 最 大 理解 为 一 kwnlnew, 最 大 ， 
其 中 着 换 系统 的 相 空 间 而 代表 系统 的 量子 态 . 所 有 公式 仍 适用 . 例如 用 正则 系 
综 , 则 可 以 从 Z 二 半 c-5 人 7 ( 配 分 函数 或 态 和 ) 出 发 ,得 到 统计 热力 学 所 有 关系 . 经 
典 力学 对 应 量子 力学 , 除 dr 中 每 个 dqdp 须 除 以 h 外 (h 为 普 朗 克 常 量 ,量子 论 的 
基本 常量 ) ,还 需要 注意 粒子 的 全 同性 (例如 气体 中 N 个 分 子平 动 自由 度 要 除 以 
ND ,以 及 其 他 对 称 性 和 其 他 的 自由 度 ( 如 自 旋 之 类 ). 总 之 需要 正确 地 计数 量子 


态 ,这 在 以 后 再 讲 . 微 正 则 系 综 即 是 每 个 量子 态 都 是 等 权重 ,而 正则 系 综 中 每 个 量 
子 态 的 权 量 为 e ““*“(E, 代表 该 量子 态 的 能 量 )- 


® B.P.E.Clapeyron,]. del’Ecole Polytechnigue ,14(1834) ,153;Ann. Physik,59(1843) ,446,556. 
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2. 其 他 约束 条 件 

在 上 面 例如 正则 系 综 中 我 们 只 约定 了 总 能 量 下 为 给 定 . 如 果 再 增加 其 他 约束 ， 
如 总 动量 为 给 定 , 或 总 角 动 量 为 给 定 的 约束 条 件 , 则 如 法 炮制 引入 更 多 的 拉 格 朗 日 
乘 子 即 可 确定 其 相应 的 平衡 态 系 综 ( 或 局 部 平衡 态 系 综 ). 相应 的 拉 格 朗 日 乘 子 将 
与 系统 的 速度 或 角速度 ( 除 以 &T) 有 关 . 这 类 约束 在 星体 中 可 能 需要 . 

3. 多 成 分 系统 与 广义 功 

另外 ,在 TdS=dE 十 pdV 一 jdN 中 ,一 pdV 及 jydN 皆 属 代表 性 项 . 多 成 分 时 
pdN 应 改 为 ZedN。 (a: 不 同 成 分 ),G=pN 改 为 G = DN 参见 7. 2 节 ， 


一 pdV 为 外 界 对 系统 做 的 功 ,多 种 功 项 时 一 pdV 应 改 为 >,Xdz (不 同 做 功 
项 )， 


天 一 j( 人 天)war= ec 人 如 六 nz= 中， 


取 z=V ,X= 一 p 即 得 p= 二 一 9F/3V. 参见 7.3 节 . 
7.2 混合 理想 气体 和 化 学 反应 


7.2.1 混合 理想 气体 的 热力 学 公式 


考虑 多 成 分 的 混合 理想 气体 ,现在 注意 到 分 子 的 内 部 自由 度 , 包 括 转动 和 振动 
等 . 写 出 


He = DEE He] an 


和 T= 开 忆 二 了 Fare ]= Tar"， 
其 中 平 动 部 分 明显 表达 . 总 体积 V 中 a 成 分 的 分 子 有 N。 个. 由 于 Hr 为 和 的 形式 ， 
dT 为 积 的 形式 ,所 以 Z 一 edr 为 积 的 形式 : 
z- 卫 六 [( 稚 和) < 他 ] 
注意 zt 只 与 a 类 参量 及 温度 有关, 与 N。 或 V 无关. 
F =— kTInZ = HT EN. n[ 头 (EE) sm | 


中- :Dn (ee ] 


十 如 ZN。 十 杂 ZN.3 癌 Inzgm， 
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E=F+TS = BAT DN. 十 好" ZN。 音 mnzem， 
De 站 -等 ZN.， 


G=F+pV = sn (eT) 


对 于 混合 多 成 分 系统 ,热力 学 关系 : 
TdS = dE+pdV — BudN,, 


给 出 dF = 一 pdV 一 SdT 十 DyedN,，, 所 以 


Ena eb EA (加 和 ) <"] 
这 样 又 验证 了 多 成 分 的 G = > ,wsN,。 关系 . 从 G=E 一 TS 十 pV 有 
dG = dE+pdV — TdS+Vdp— SdT, 
代入 TdS = dE 十 pdV 一 >jedN, 得 


dG = Vdp— SdT+ DpsdN,. 
在 压强 、 温 度 不 变 的 条 件 下 ,化 学 反应 的 平衡 条 件 为 


DedN. = 0. 
7.2.2 理想 气体 的 化 学 反应 
1. 化 学 平衡 条 件 
将 化 学 反应 方程 写 为 

DA = 0, 


A, 为 a 成 分 的 分 子 式 ,w 为 化 学 计量 系数 ,对 于 生成 物 为 正 ,对 于 反应 物 为 负 , 化 
学 反应 方程 (反应 物 一 生成 物 ) 全 移 项 到 右 侧 . 
例如 : 

3H; + N,— 2NH:， 

移 项 为 
一 3H: 一 N: 十 2NH: = 0,， 

则 

A, = Hs Ni,NH,, 

w = 一 3, 一 1, 十 2. 
如 有 6n 的 分 子 式 反 应 则 
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6N, 一 wbn. 
在 T,p 不 变 时 ， 


6G = DudN, = (Dope) om. 
所 以 对 Zh =0 反应 而 言 , 化 学 平衡 条 件 为 
2 一 人 
如 不 平衡 时 ，Y vay。 二 0, 使 化 学 反应 朝 gm>0 方向 进行 . 即 反应 物 减少 而 生成 物 
增加 ,这 时 系统 的 总 化 学 势 则 减少 (8G <0) 


2. 质量 作用 定律 
定义 各 成 分 的 分 子 浓度 为 
过 = ; 
SN, 
显然 有 
Be. 
注意 


pa = kTIn(zsp) + p(T), 
其 中 p(T) 与 p 和 zz。 无关; 则 平衡 条 件 > ,wor。 = 0 给 出 质量 作用 定律 为 


TipY = Tzph = eT" = Ko(CT)， 
其 中 加 一 ze 力 为 分 压强 ,K。(T) 称 为 定 压 平衡 恒 量 ; 或 者 ,写成 另 一 种 表达 形式 为 
TI[z.] = p22"K,(T) = K, 
其 中 天 称 为 平衡 恒 量 . 
3. 范 托 夫 关系 
平衡 恒 量 随 反应 条 件 ,温度 .压强 的 变化 有 范 托 夫 关系 (1877)9 


Oak) alnKy Ah 
(BFInK), = “7 一 熙 5 


Ah = Dv.h。 = 生成 物 的 烙 一 反应 物 的 焰 一 反应 热 
( 接 :化 学 反应 物 用 分 子 式 计算 ,用 摩尔 计算 则 # 改 为 他 ) 对 吸 热 反应 At> 0， 


@® J.H.van't Hoff,Arch. Néerl. ,20(1885),302;K. Svensk. Akad. Handl. ,21, No. 17(1885);Z. Phys. 
Chem. ,1(1887) ,481; Phil. Mag. ,26(1888) ,81. 
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温度 增高 使 反应 更 向 正 向 进行 . 对 压强 条 件 变化 ,从 
2 


alnK\ __ < 
( ap ); 
反应 后 总 摩尔 数 减少 的 反应 >)v。 二 0, 压强 增加 使 反应 更 向 正 向 进行 . 
范 托 夫 关 系 的 证 明 如 下 : 将 混合 气体 中 的 y， 
pa = kTIn(zsp) + p(T), 
与 纯 < 成 分 的 气体 的 ps， 


pe = TInp+ p(T), 
进行 比较 ,在 同样 压强 和 温度 的 条 件 下 相差 
po = ATlnzre + pe 
而 从 混合 气体 的 化 学 反应 平衡 条 件 > vy。 二 0 得 


lnK = Znz。 = 一 站 ve 
但 对 纯 物 质 有 
[BBB],= ++ (sen), 
=pT( 小 ) .= “+ 环 一 4 
此 即 


BR], 0"), 


式 除 以 N; 而 >jvoh。 为 压强 一 定 下 反应 所 吸 热 (根据 热力 学 第 一 定律 ). 于 是 


[germs], = 2 
即 2k Sy.h kT! = 入 


aT kT? 
此 即 范 托 夫 关系 ， 
4. 质量 作用 定律 ( 续 ) 
在 A 十 B 十 … 一 >C 十 D 十 … 反 应 中 ， 
正 向 反应 率 == [AJ]CB]…， 
反 向 反应 率 = [CJ]CDJ*…， 
[ ] 代 表 浓度 ,一 般 按 mol/dms 计 ， 分 于 雪夫 康成 下 让 平衡 时 两 者 相等 ,所 以 


ke 
AJLBjJ-… 
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这 是 质量 作用 定律 的 又 一 种 表达 形式 . 因为 ,is 只 是 温度 的 函数 ,所 以 K 也 只 是 
温度 的 函数 . 
不 平衡 时 , 净 反 应 率 为 (以 正 向 为 正 ) ; 


A[AJ[B]… 一 A[CILD]… 一 CAJCB]…[1 一 让 隐 和 二 


当 卫 于 如 :小 于 平生 恒 量 时 , 即 生 成 物 浓度 还 未 达到 平衡 浓度 时 , 仍 向 正 向 反应 . 


5、 阿 伦 尼斯 关系 
净 反应 率 随 温度 激烈 变化 ,其 根源 在 于 &: 强烈 依赖 于 温度 . 粗糙 地 讲 , 有 阿 伦 
尼斯 关系 (1889)9 
ki = Ae™”, 
其 中 。 称 为 激活 能 而 A 称 为 频率 因子 . 从 分 子 碰撞 的 角度 讲 , 以 两 体 碰撞 为 例 : 
A 十 B 一 > 生成 物 ， 


| 
— + 一 一 到 ?ea 一 Kinans. 


如 果 我 们 假设 产生 反应 的 碰撞 要 求 碰撞 时 相对 的 沿 两 球 连 心 线 的 动能 之 e, 根 
据 麦 克 斯 韦 速度 分 布 ,简单 计算 得 单位 体积 中 每 秒 碰撞 数 为 
mm (要 计时) 8: xpT (元 -十 二) 汪汪 本 二 


ms 


所 以 
A= (42) srtT (元 -+ 去 )， 
这 频率 因子 适用 于 两 单 原子 的 碰撞 . 


注意 e-“ 科 的 确 变化 很 大 , 见 表 7. 1( 表 中 NA 为 阿 伏 伽 德 罗 常量 , Na~6. 022 
X1023/mol, 而 NAA 一 R<xz8. 31 J/mol). 


表 7.1 e “的 值 
T/K 
300 1000 3000 
Wm 
wm/ 
0.05 2.0X10™ 2.4X10™ 1.3X107! 
0.10 3.9X10 于 6.0X10™ 1.8X10-: 
0.15 7.6X10-2 1.5X10- 2.4X10™ 
0.20 1.5X10 35 3.6X10-1 3.2X10 一 
0.25 3.0X10-4 8.7X10°™ 4.4X10.5 


注 :Nne 称 为 摩尔 激活 能 . 


® S.Arrhenius,Z. physik. Chem. ,4(1889),226. 
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6. 激活 复合 体 

对 于 复杂 的 分 子 碰撞 ,内 部 自由 度 有 影响 . 运用 激活 复合 体 的 概念 , 沿 反 应 坐 
标 有 势能 图 ,激活 复合 体 少 一 个 振动 自由 度 改 变 为 一 个 沿 反 应 坐标 的 平 动 自由 度 ， 
见 图 7.1. 


反应 坐标 
图 7.1 反应 坐标 势能 图 


有 艾 林 公式 @: 
-大 各， 
其 中 .为 反应 物 一 > 激活 复合 体 的 平衡 恒 量 ,h 为 普 朗 克 常量 ,而 4 工 为 激活 复合 
体 的 分 解 率 ( 量 纲 为 1/s)， 


要 
K+ = —+—, 
Cac 


其 中 cAvca… 和 c* 分 别 是 反应 物质 A,B… 和 激活 复合 体 的 浓度 . 

对 于 两 原子 碰 擅 (不 计 内 部 自由 度 ), Asine 二 Awamw (见习 题 7. 5); 而 对 于 原子 
与 分 子 或 分 子 与 分 子 碰 擅 Asyiss 比 Awaw 多 一 个 因子 P: 

两 原子 ,P=1; 

_ [Zww/Zio, 非 线性 复合 体 ， 
原子 十 双 原子 分 于 ,Pp 一 { 2/2 ,线性 复合 体 ; 
_/(Zw/2m), 非 线性 复合 体 ， 

又 原子 分 于 二 到 原 分 子 ,P27z )* ,线性 复合 体 ; 
其 中 Zu 和 Zi 分别 是 振动 和 转动 配 分 函数 . 

一 般 Zu 一 1 而 Z。 一 10; 分 子 越 复杂 ,已 越 小 . 常 称 忆 为 立体 因子 ,表示 反应 


图 “参考 S. Glasstone，K. J. Laidler, H. Fyring, The Theory of Rate Processes, McGraw-Hill, New 
York,1941. 

@ H. Eyring,J.Chem. Phys. ,3(1935),107. 关于 评论 文章 , 见 H. Eyring,Chem. Rev. ,17(1935) ,65; 
Trans. Faraday Soc. ,34(1938),41. 
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分 子 碰撞 时 形成 激活 复合 体 受 立体 结构 的 影响 9. 
在 高 空 或 在 人 造 的 分 子 束 、 原 子 束 环境 下 ,原子 .离子 及 分 子 的 碰撞 ,能 量 转移 
或 引起 化 学 反应 ,连同 激光 技术 , 激 波 管 技术 ,近年 来 有 很 大 的 发 展 . 


7.3 晶体 的 热 容 和 弹性 


7.3.1 晶 格 动力 学 


除 理想 气体 外 ,理想 晶体 的 动力 学 可 以 很 好 地 近似 处 理 , 详 见 晶 格 动力 学 的 专 
著 @. 考虑 简单 晶体 中 原子 在 规则 的 格 点 上 排 好 ,其 平衡 位 置 a 
a! = 0a 十 /as 十 1aas 
为 格 点 位 置 , 称 为 格 矢 ,(oi ,az ,as ) 为 晶 格 的 基 矢 ,而 晶 胞 的 体积 为 


(aiazas) 三 (al X az)。as. 


每 个 原子 的 位 置 为 
r=a+w, 
其 中 热 位 移 w 为 小 量 . 定义 b ,b; ,b; 为 倒 晶 格 的 基 矢 ， 
四 ai 一 6， 
_ az Xas _ laiXa Xa 
即 b= (aiazas)” b= (aiazas) 到 三 Caiazas) 
而 将 热 位 移 展开 为 波 的 登 加 : 
“= 了 呈 
其 中 


b’ = qib, + qb: + qsbs 
为 倒 格 矢 或 波 矢 . 由 于 w' 为 实 矢量 ,有 w 二 (w)"(* 代表 复 共 思 ) ,所 以 
U™ = (UD)', 


反 解 得 : t= Du 
此 处 2=22%, 


中 参考 Clarke & McCherey, The Dynamics of Real Gases, Amsterdam, 1964. 

@ M. Born,Atomtheorie des festen Zustandes( 园 态 的 原子 理论 ), Teubner, Berlin, 1923. M. Born, M. 
G. Mayer, Dynamische Gittetheorie der Kristalle( 史 格 动 力学 理论 ),in Handb. Physik(Geiger-Scheels), XXN/ 
2,2nd ed. ,(1933),623. M. Born, K. Huang( 黄 昆 ), Dynamical Theory of Crystal Lattices, Clarendon, Ox- 
ford,1954. M. Blackman, The Specific Heat of Solids, Handb. Physik(Fligge), /1(1955) ,325. 


172 第 7 章 统计 热力 学 


= -Dh 
浊 和 和 
每 个 求 和 都 是 N 项 相 加 ， Ce 而 
一 LL 过 A= 整数 之 L，(i = 1,2,3). 


这 里 采用 了 玻 因 和 汉 卡 门 提出 的 周期 边界 条 件 9, 即 六 一 六 与 站 一 一 六 的 允 相 
等 ,因为 


Ee re 


中 em 与 em 相差 因子 ex 二 er 二 1]. 同样 U? 中 gi 一 x 和 gq 一 一 x 时 ， 
Ee htt 
中 ee- 总 与 em 也 总 是 相等 的 . 周期 边界 条 件 人 为 地 把 有 限 晶 格 的 NCN 一 8LiLz:Ls)》 
个 晶 胞 无 穷 地 向 各 方 延伸 出 去 ,而 避免 了 边界 上 的 复杂 效应 . 
从 w' 到 Ur 可 以 看 作 是 个 正则 变换 (简单 说 是 坐标 变换 ,用 以 引入 简 正 坐标 ， 
处 理 小 振动 问题 ). 例如 ,六 个 粒子 的 动能 为 


也 对 ( 坚 ) = 习 有 (学 ) 
-和 和 (加 


人 福生。 EE) ， 


这 里 用 了 
ee _ /1, gq=0, 
TN = 4 天 0; 
和 
Ei oe 1, gqg+g =0, 
> N = 9 十 9 0. 


注意 当 g 一 0 时 一 遍 有 不 妨 取 定 为 零 ,整个 固体 做 质心 位 移 不 必 考 虑 . 


NN 个 粒子 的 势能 ,用 两 体 势能 近似 , 取 至 展开 的 二 阶 项 为 
二 评 EP- = 到 De te ue) 
ck 
gs 
其 中 @'” 为 平衡 位 形 的 势能 ， 


® M.Bom,Th.v.Karman,Phys.Z. ,13(1912) ,297. 
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Go = 去 忆 >p(or). 
Ed 
可 以 证 明 , 一 阶 项 多 ”为 零 ， 
Ca NC 


#7 


We 
a i DD (ence Ue V)p(ar) 


二 人 3 
一 0， 
因为 ! 可 先 求 和 , 求 和 后 不 依赖 于 上 (因为 ! 一 /项 因子 恒 等 于 零 可 以 补足 ) ,再 对 了 
求 和 为 零 ( 对 于 gq 二 0, 已 约定 U 二 0). 
二 阶 项 8” 可 以 写成 


ap= 序 > Dz —u uu ) :VVpar’) 


1 
六 
X (es — DU VU Va ) 

= 斑马 ee we Dw 一 1D)(Ue VU Vplar') 


CO 


ee 1) 


| 


= De .art))(Us VU Va ); 


因为 对 ! 求 和 后 不 依赖 于 4 ,而 对 4 求 和 限制 了 b* 十 b” 二 0; 每 个 q 对 应 一 个 矢量 振 
幅 U', 共 有 NN 个 g 波 矢 共 对 应 3N 个 一 维 振子 . 
于 是 , 晶 格 的 哈密 顿 函数 为 


所 -和 区 -各 各 


其 中 张 量 K,( 其 分 量 组 成 动力 学 矩阵 ) 为 
K, = >)(1 一 cosbe。a0) VVp(a'). 


由 此 可 求 得 运动 方程 为 
mijs 一 一 K。。U"; 
其 解 为 
= bre™, 
容易 得 出 行列 式 方程 
1Ks—mw’1|= 


它 确定 波 矢 9 的 振动 频率 w. 所 以 
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3N 项 AN 项 AN 项 
> ln(mo?) = >)in1Kko|= nT IK,l. 
7.3.2 晶体 的 热力 学 函数 


在 简 谐 振动 近似 下 , 即 势 能 只 取 到 热 位 移 的 二 次 方 项 时 ,适当 选取 简 正 坐标 
后 ,各 振子 不 相干 涉 . 3N 个 振子 总 的 能 量 为 


SN 项 和 
E= E.,, = 2(" 十 去 ji 
其 中 必 一 2xw ,于 是 ; 配 分 函数 为 
-和 


严格 讲 只 有 (3N 一 6) 个 一 维 振子 ,因为 一 0 的 三 个 拔 于 不 计 ( 代 表 平 动 ), 又 有 三 
个 自由 度 代表 转动 ,但 因为 N 很 大 ,3N 一 6~3N. 
由 此 得 自由 能 下 为 


= 0) NAAhy, RR /NT 
F=@°+ OY+ATD In(l—e™”). 


令 
Se 
=" 十 学， 
从 下 得 
aF 3N 项 hy; 
E=F-T5 寺 = Et om 


__9F_. 3 O lny; 
Pa + 党)， 
这 里 的 ln A 


7.3.3 ”格林 爱 森 物 态 方程 


格林 爱 森 近似 取 
Dl 
Tal 
与 那个 频率 无 关 , 则 令 
po =— 9E, 
0 3V， 


DD E.Grineisen,Ann. Physik,26(1908) ,393. 
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得 格林 爱 森 物 态 方程 
p—p =7(E-E)V, 
其 中 常数 7( 格 林 爱 森 常数 ) 可 从 
_avV 
Ge 
dar ~/aE 
估计 ,并 且 随 温度 变化 不 大 ,此 处 ov 为 体 膨胀 率 ,av 一 六 3 东 ， Cr 一 (3 示 ) ,为 定 体 
a 
热 容量 ,而 “为 压缩 率 ,ec 一 一 太 37. 证 明 如 下 : 
__ Blnw 
YT amV 


只 是 V 的 函数 ,与 无 关 . 将 格林 爱 森 物 态 方程 对 T 取 偏 导数 , 令 V 不 变 ,得 


( 肥 )， -艺人 )， 


代 人 


(如 ),=-0，( 妆 ),=- (路),( 妈 ), -和 


即 得 , 后 式 前 恒等式 从 物 态 方程 p 王 p(T,V) 导 出 ,在 


和 p= ( 钥 ),a7+ (人 多) 人 


中 令 p 王 固定 不 变 时 得 


( 晤 ) __ (9p/3T)y 
aT/, (ap/aV)r” 


表 7.2 给 出 几 种 金属 的 7 值 . 
表 7.2 几 种 金属 的 7 值 


Ni | Ag Au 
1.93 | 2.40 2.99 


金属 Al 
7 2.19 


7.3.4 晶体 热 容 的 德 拜 理论 了 
在 高 温情 况 ,k*T>hy,， 


[> 
I 


$B" +3NET, 


® P.Debye,Ann. Physik,39(1912),789. 
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7 一 三 3 lnw ， 


p=— 


F= 到 十 T 六 mn 各. 
在 低温 情况 ,kT 一 Ai ,需要 知道 w 的 分 布 . 对 热 容 贡献 重要 者 是 w 低 者 ,这 可 
从 德 拜 近似 得 到 . 入 二 人 和 荷 - 美 ) 考 虑 热 振 动 为 声波 的 又 加 , 某 声 波 
ew' 呈 的 波长 4 二 备 TT( 沿 传播 矢量 如 方向 )， 频率 "一 基 . 所 以 声速 iv 一 ?一 做 |， 


即 史 一 ( 因 六 克 . 这 从 K, 中 含有 (1 一 cos(b*。，a')) 因 子 也 可 看 出 , 当 (br)? 小 时 ,o 
正比 于 (b*)*. 如 果 a! 格 点 有 立方 对 称 性 ,我们 暂 设 如 此 ; 取 体积 (2L)3 一 V,z 一 一 工 
和 xz 一 十 的 振动 相同 (周期 性 边界 条 件 )， 


= Fn mx 为 整数 (y,z 同样 ); 


则 
之 = BD AmAmAns = J) db? db dps 
= mss) = as |4r br eal! 
LV [fdrwdo_V 2 
ri) jw 
考虑 到 固体 中 声波 有 纵波 和 模 波 两 种 ,声速 有 别 . 德 拜 取 
3N 项 站 2 wb 
2 人 + ard, 
德 拜 的 最 大 频率 vo 由 总 振动 自 由 度 确定 ， 


v( 去 + 笃 ) 径 总 = 3N. 


7.2 所 示 是 对 (a) 钨 (W) 和 (b) 锂 (Li) 的 格 波 频谱 ( 实 线 , 拟 合 弹性 数据 ) 和 
德 拜 频谱 (虚线 )9. 


8g(V) 


(a) 


@ 引 自 G.Ginther, Handb. Physik, 钥 /1(1955),p. 250. 
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德 拜 近似 对 


给 出 为 
E= E+3NATD( 染 )， 


J 1 fm ze @o 
cr 一 9 六 二 上 er =3Mf (2), 


ee 
D(y) 是 德 拜 函数 ,而 f(y) 是 德 拜 热 容 函 数 ,f(zxo) 的 图 形 见 图 7. 3. 


10| 
09 
08 
07 
06 
谁 05 
04 
03| 
02 
01 
% 02 04 06 08 10 12 
T/@b 
图 7.3 固体 的 热 容 
当 T<e@o， 
wD ne A 所- 4 
er Ce lr 
lam I: 
Cr = NM 丽 ， 
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而 当 T>@o， 
Cv = 3Nk. 
表 7. 3 给 出 几 种 材料 的 德 拜 温度 了, (Cy 高 温 ) 表 示 痰 热 容 高 温 部 分 T~@op/2， 


(TI) 表 示 凌 低温 六 公式 ,vi,v) 表 示 根 据 弹 性 系数 计算 w 和 w 而 求 得 的 各 种 德 
拜 温度 ， 


ee £7¢ Er 3G 二 25) 
«pll+o)” “ zxp(CI 十 o” 


«为 压缩 率 ,o 为 泊 松 比 ,p 为 密度 . 
表 7.3 刀 种 材料 的 德 拜 温度 


材料 Bh(Cv 高 温 )/K Oo T)/K Bob(uw)/K 

金刚 石 1840 2230 
Na 159 
Al 398 385 399 
K 99 
Fe 420 428 467 
Cu 315 321 329 
Zn 235 205 
Mo 379 379 
Ag 215 212 
Cd 160 129 168 
Sn 160 127 
Pt 225 226 
Au 180 162 
Pb 88 72 


对 于 离子 晶体 如 NaCl, 连 Na+ 带 Cl 一 道 计 入 NN 个 离子 ,用 德 拜 近似 如 上 . 对 
于 复杂 的 离子 晶体 如 CaCO,, 则 只 计 Ca** 和 CO; 离子 到 NN 个 离子 中 去 .而 
CO:- -内 部 的 分 子 振动 则 不 能 用 德 拜 近似 ,而 只 能 用 爱 因 斯 坦 近似 2( 即 内 部 分 子 
振动 频率 不 随 b* 变 , 仍 与 单独 CO “离子 根 中 的 振动 频率 差不多 ). 这 内 部 频率 hy 
六 kT 对 比 热 贡 献 很 小 ,每 个 频率 每 个 离子 对 热 容 量 的 贡献 为 


届 W ee 
4 说 ) te 和 一 人妖 ) < 
随 温度 了 下 降 趋 于 零 远 比 T* 下 降 得 快 . 在 低温 (T* 区 域 ) 时 无 贡献 (相对 于 德 拜 部 


分 ). 


@ 参考 J.C. Slater, Introduction to Chemical Physics,(1939),p. 237. 
® A.Einstein,Ann. Physik,22(1907),180,800. 
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7.3.5 晶体 的 弹性 


1. 应 变 与 应 力 
现在 讨论 晶体 的 弹性 . 在 引入 德 大 近似 以 前 ,我 们 从 品格 动力 学 定 振动 频率 ,但 
平衡 位 置 a 可 以 是 由 于 晶体 受 外 界 应 力 而 均匀 形变 过 的 位 置 .换言之 ,of 可 以 是 
Q@: 一 0 十 e。a"， 
其 中 对 称 张 量 @ 表示 均匀 形变 ,原来 在 * 点 处 形变 到 z 十 e 。x 处 . 均匀 形变 
e .ze 只 较 z9 相对 地 小 ,与 热 运动 本 身 绝对 地 小 不 同 . 
定义 应 力 (一般 的 量 纲 为 


下 于: ( 衣 式 的 量 纲 )， 


庆 一 页 56 
其 宏观 量 即 应 力 张 量 
T= -rar 
代入 
wr 二 eT 及 二 一 2 ，F 一 kTInZ， 
则 
此 处 V。 表示 在 均匀 形变 以 前 的 原来 体积 . 


2. 弹性 常量 
在 小 形变 时 ,假设 均匀 形变 前 有 立方 对 称 , 则 展开 六 到 二 次 方 项 ,一 次 方 项 可 


取 作 零 ,因为 在 均匀 形变 以 前 应 力 为 零 ( 即 以 此 状态 为 标准 而 展开 者 ). 所 以 采用 爱 
因 斯 坦 求 和 约定 
站 = te 
即 
二 = 二 
Vo 2 
+2plew? ei 二 el — ereyw — ewen— Ene), 


其 中 4 和 是 拉 梅 9 所 引进 的 弹性 常量 . 所 以 


QA+2p) es 十 em + em) 


@ G.Lamé,Lecons sur la Théorie mathématique de L'Elasticité des Corps solides (固体 弹性 的 数学 理论 
教程 ) ,Paris,1852、 
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去 站 一 Meuba 十 2res， 
即 
re 一 (M2p) (emer es) — 2pley + es) 
一 Men 十 em 十 e<) 十 2pe=， 
ro 一 2pe， 
求 这 个 导数 时 要 把 2pez 看 做 2uewex ,而 求 rw 时 要 对 e= 求 导数 . 
取 


Es 一 bo 一 em 一 1 ,es = 0, 
则 得 
rr 一 rm 一 re 一 一 力 ， 


体积 弹性 模 量 为 压缩 率 的 倒数 ,所 以 


1 2 
K= =A+ 3 


又 即 是 切 应 力 对 切 应 变 的 比例 , 称 为 前 切 模 量 ,有 时 用 G 表示 ,w 一 G. 应 变 e 与 
弹性 位 移 $ 的 关系 为 


er 


一 3 人 z =1/3é 136 
Baz’ 知 (B+ oe) 


e 一 吉 [Vs 十 (V6)"] 《〈T 表示 转 置 )， 
T 二 XA(V，6)1 十 2ye 〈 胡 克 定 律 ,1660 年 发 现 )9 
=K(yV: 1+2G(e-Z 1). 
3. 运动 方程 
弹性 位 移 的 运动 方程 为 
oat 一 V。T 十 oF+， 
设 秦王 0 Ap 一 const, 则 
os =AV(V .tpViEtpV VY :©), 
所 以 


pa = 0 十 20 VV ©, 


@® R.Hooke,A Description of Helioscopes,and Some Other Instruments, London,1676,Postscribt, 31 
中 发 表 ;Lectures de Potentia Restitutiva,or of Spring,London,1678,[1],5 中 解释 . 
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pVE pV VX 


VY .表示 体积 的 变化 ,满足 纵波 方程 , 波 速 为 
二 一 ?十 4; 
p 
VXE=@, 满 足 V， wm 二 0 为 横 波 , 横 波 波 速 为 
v= p/p. 
4. 声 达 的 弹性 力学 公式 
引入 泊 松 比 ?o 和 杨 氏 模 量 2 瑟 ， 


， 一旁 应 变 ， 一 拉 应 力 ， 
线 应 变 ， “” 线 应 变 ， 


取 线 应 变 沿 = 方向, 沿 = 方向 拉力 为 r< ,其 他 应 力 皆 为 零 . 则 有 
re 一 人 (eu 十 en 十 ec<) 十 2pe=， 
0 一 Me 十 en 十 ec<) 十 20e=， 
0=A(len ey en) 2pe ys 


所 以 有 
Cx =e»», 0=2A+p)er t+ Aer, 
给 出 
= 一 全 二 一 入 Dp 
7 es 20+p) (所 以 1 2 rm 
代入 
ey (34+ 2p), 
= Ate HT i 
给 出 
E= 4 (所 以 E= 3(1 一 29)K)， 
十 2 
由 一 革 一 ) 十 号 和 oa 一 5 解 出 并 代入 中 一 人 5 和 位 一 全 , 便 是 前 面 
用 来 计算 德 拜 温 度 的 弹性 力学 公式 . 
5. 热 应 力 


顺便 讲 一 下 工程 中 必须 考虑 到 的 热 应 力 的 情况 . 到 简 谐 振子 近似 ,品格 动力 学 
不 能 给 出 热膨胀 的 描述 ,热膨胀 (从 微观 看 来 ) 是 非 简 谐 效 应 , 所 以 上 面 应 力 应 变 关 
系 中 也 没 出 现 热 应 力 项 . 修正 的 办 法 是 ,考虑 到 温度 升 高 引起 体积 膨胀 (立方 对 称 


@® S.D. Poisson,Mim. Acad. Sci. ,8(1829) ,357;Traité de Mecanique( 力 学 论著 ) ,Paris,1833. 
@® T. Young,Lectures om Natural Philosophy,1(1807),135. 
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时 , 体 膨 胀 率 为 ay 二 3a,a 为 线 膨胀 率 ) 而 压力 ( 即 应 力 ) 不 变 ,所 以 胡 克 定律 
t= KV .61 +2G(e— $1) 
应 修改 为 
t= KL(V .€)—3aT]1 +2GLe — Yas 们 ， 
后 一 项 是 切 应 变 引起 的 切 应 力 ,前 一 项 体积 变化 中 扣除 了 热膨胀 部 分 . 这 样 r 中 就 
包含 了 由 于 物体 各 区 温度 T 不 相同 而 产生 的 热 应 力 在 内 了 , 运动 方程 仍 是 
pas =V .ropg+， 
左 侧 为 非 定常 效应 . 


7.4 系 综 平均 值 的 偏差 


7.4.1 正则 系 综 的 能 量 涨 落 
取 正 则 系 综 为 例 ， 


-有 


me 


wr=e™, 
Hr=E= [urHrar 
给 出 正则 系 综 的 平均 能 量 ， 
(Hr—E) = J — Erwrar 
则 给 出 正则 系 综 的 能 量 偏差 的 平方 的 平均 值 . 令 == 走 ， 


[warar= er [Hrewrar = (六) =E, 


[2 [Hiewrdr—E 


9 - dN rpm 9E 
Ur 人 ( B38) *E) EF = 入 


即 


CAEB = (Hr —E)’ = 妈 ， 


相对 涨 落 为 
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7.4.2 巨 正则 系 综 的 分 子 数 涨 落 
取 巨 正则 系 综 为 例 ( 下 面 用 六 表示 微观 量 ) : 


给 出 巨 正则 系 综 的 平均 分 子 数 ; 
AN) = (N—N)’ = 之 [arc New 一 下 
则 给 出 巨 正 则 系 综 中 分 子 数 偏差 的 平方 的 平均 值 . 令 呈 一 在 ， 
N= #3 ard Res mw = (2)ee", 
CAN) 一 ef 六 eT —N? 
= 听 (- 号 )(eo"N) 一 N' =- 如， 
即 
2 TaN 
(AN): = #7 (Bh ),: 


但 从 热力 学 关系 
TdS = dE+pdV—pdN 

及 

E+pV—TS=N, 
得 

d(E—TS) =— SdT— pdV +pdN = dF, 

和 

Ndn =— SdT + Vdp. 
从 前 式 知 

?一 (好)， += (部 )， 
所 以 有 
癸 )--( 癌 )， 


其 中 T,V,N 作为 独立 变量 . 连同 后 式 即 


AN( 胎 )。 -YE 有) 
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与 
(2 全 一 Y(2) 
皆 用 倒数 ,得 
(有 ) 一 计 交 ) 一 全 下 ) 
Ne1a 
a (55) 
所 以 分 子 数 相对 涨 落 为 
CAN)’ = 一任 ( 沁 ) 
N’ V° \ap /rn 
对 于 理想 气体 
bp 一 党 ，( 吏 ),, 一 各 
相对 涨 落 
NY _ 1 
N’ N 


很 小 . 但 在 特殊 情况 , (6) ”可 以 很 小 (例如 临界 点 处 ), 这 时 涨 落 可 以 很 大 . 详细 
AVir,n 


情况 可 参考 王 竹 溪 :《 统 计 物 理学 导论 ), 第 二 版 , $ 51, 光 的 散射 、 
7.5 ”相对论 统计 物理 初步 


7.5.1 相对 论 流 体力 学 了 


流体 力学 共有 五 个 方程 : 一 个 连续 方程 ,通常 认为 是 质量 守恒 方程 ,实际 上 是 
粒子 数 守恒 方程 . (这 在 多 成 分 混合 物 的 多 个 连续 方程 看 得 最 清楚 ,多 个 连续 方程 
表示 各 成 分 的 粒子 数 分 别 守 恒 , 在 扩散 及 化 学 反应 问题 中 有 更 复杂 的 表现 . ) 我 们 
只 讨论 单一 成 分 的 流体 ,这 时 粒子 数 守恒 方程 乘 以 静 质 量 即 得 通常 的 所 谓 质量 守 


恒 方程 . 令 


> (元 VI ) 
为 四 维 速度 矢量 , 则 粒子 数 守恒 方程 为 


四 “关于 流体 力学 ,可 参考 L. D. Landau and E. M. Lifshitz，Fluid Mechanics( 译 自 俄 文 )，Chap，XV ， 


相对 论 流体 力学 § 125, § 126. 
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Biur _ amw _ 
EF 2 时 Er 
其 中 ww 为 粒子 流 密度 矢量 . 乘 以 静 质 量 m 后 ,得 
81 ~ 0， 


AX’” 
六 为 静 质量 流 密度 矢量 ， 
了 一 Wi 一 miiu” » 


jy a 


即 1°=pc, 1 =pr; 
dap 
而 V (pr) 二 3 一 0 
为 通常 的 连续 方程 (质量 守恒 意义 ). 我 们 改 用 粒子 数 守恒 方程 


QAn” 
a" 


生生 六 Sr 
V (Cm) 十 3 oO 


我 们 注意 到 (p = mn) 
a Nic 12,3 加 


和 
Se nag Ey 
其 中 ”一 re ld 元 为 追随 粒子 集体 运动 的 共 动 参考 系 中 的 粒 


子 数 密度 . (注意 , 共 动 参考 系 中 的 物理 量 本 节 中 均 以 上 面 带 星 号 表示 . )n 是 四 维 
矢量 中 的 一 个 类 时 分 量 ,而 元 则 是 一 个 标量 (不 是 矢量 的 分 量 ). 另外 通常 的 三 个 运 
动 方程 也 可 写 为 连续 方程 形式 表示 动量 守恒 ,还 有 一 个 能 量 方程 也 是 连续 方程 形 
式 表示 能 量 守恒 . 在 相对 论 流体 力学 中 这 四 个 连续 方程 构成 一 个 张 量 方程 
or 
7 
能 量 动量 应 力 张 量 T* 的 各 分 量 有 如 下 意义 : 
T”* 能 量 密度 ， 
TY (ij 一 1,2,3) 构 成 三 维 动量 流 密度 张 量 亦 即 应 力 张 量 . 
cT" 为 三 维 能 流 矢量 ， 
Te?/c 为 三 维 动量 密度 矢量 . 
对 于 理想 流体 ,在 共 动 参考 系 中 有 


一 0， = (0,1,2,3). 


对 角 应 力 相等 ,等 于 压强 
i 能 量 密度 一 能 贡 ， 


其 中 乡 为 压强 ,2 为 每 个 粒子 的 能 量 , 六 为 粒子 数 密度 . 
令 衣 为 每 个 粒子 的 迷 
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所 以 二 (和 一 为 每 个 粒子 占据 的 体积 . 

在 实验 室 参考 系 中 ,流体 速度 为 w 时 , 则 

T= SEB pr Baw 
一 站 

为 验证 此 方程 的 正确 性 ,只 需 注意 这 方程 两 侧 皆 是 二 阶 对 称 张 量 , 而 当 右 侧 的 w 
特别 取 值 为 如 一 (cy0,0,0) 时 (注意 到 度 规 张 量 : g” 二 1,g* 二 一 六 ), 右 侧 还 原 
为 各. 

写 在 一 起 有 流体 力学 方程 ; 

B 


Barr Me’) 一 0， 
D Uiu” a 
Ee [二 站 be* ]= 0. 
利用 前 式 ,后 式 可 化 为 
ae 9 (fr) gr ab = 
cr 5 ) 一 本 Br 0. 
再 乘 以 ww ,并 注意 到 
wu: 三 cz wae 0, 


得 
Op B05 = 
ur we Fesb 一 0， 


即 
PE el 
wozrt dus = 0. 
在 共 动 参考 系 中 有 热力 学 关系 : 
dp = d(+ 所 ) 一 vdp = d+ bd = Tdi, 


所 以 有 


Tu 
或 再 乘 以 元, 而 利用 


zr 


3 一 0， 即 w3 


9 ;一 0. 
En 


B 
二 一 0， 
(jos ) 


得 
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EE) s 
Brr A) 一 0， 


即 炉 的 连续 方程 ,; 为 每 个 粒子 的 炉 , 间 为 每 单位 体积 的 炉 , 即 炉 密度 , 疯 Swur 为 业 
流 四 维 矢量 . 炳 的 连续 方程 表明 产生 炉 的 源 为 零 , 即 是 理想 流体 ,未 计 及 热传导 、 条 
兆 性 和 扩散 等 现象 . 要 计 入 这 些 效应 需 修 改 能 量 动量 应 力 张 量 ,这 里 不 讲 人 . 
下 面 我 们 验证 非 相 对 论 近 似 下 即 得 通常 的 流体 力学 方程 . 为 此 只 消 验 证 TY 在 
cz 一 co 近似 下 的 行为 . 注意 包含 静 能 mc? 在 内 
To = Li Fr _ _pc’+pe 
I—w/e i-v/e Vi Vi 
一 poc: 二 (pe 十 区 于 )， 


oT 一 $v peivi 二 (pe 二 方士 名)w， 
Te/c 二 上 式 除 以 c* 过 pv'， 


mt 半 吉 字 +20 x pvivi + pe’. 
所 以 ,通常 的 能 量 方程 是 在 
aT” ,8 SE 
Bram )=0 


左 侧 减 去 倍 
ao， .300) = 
St ap =0 
后 所 得 ,这 样 就 不 计 人 静 能 了 . 通常 的 动量 方程 即 是 
-Te 二 -BT = 0. 


cot ar’ 
这 里 比较 只 能 看 出 
Pp, 
近似 如 此 .更 仔细 地 考虑 洛 伦 兹 变换 关系 得 到 严格 的 
a 
即 压强 是 洛 伦 兹 不 变量 . 


7.5.2 相对 论 热力 学 2 
我 们 把 托 尔 曼 讨论 的 热力 学 量 对 洛 伦 兹 变换 的 关系 式 分 别 列 出 如 下 . 共 动 参 


@ 参见 L.D.Landau and E. M. Lifschitz,Fluid Mechanics( 译 自 俄 文 )，$ 127. 
@ 关于 热力 学 参考 R. C. Tolman, Relativity, Thermodynamics and Cosmaology ,Chap. 区 ,相对论 热力 
学 ,特别 是 § 69. 
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考 系 , 相 对 实验 室 系 以 速度 "运动 . 共 动 参考 系 中 的 物理 量 仍 以 其 上 加 * 号 表示 . 
(1) 体积 与 压强 
V=V Vi, 
因为 一 个 方向 的 洛 伦 兹 收缩 ,其 他 两 个 方向 不 变 ， 
A 
平行 ,垂直 于 运动 方向 均 不 变 . 因为 沿 运 动 方 向 其 力 不 变 , 沿 其 他 两 个 方向 的 力 减 
弱 V1i 一 太 /C 倍 ;结合 洛 伦 兹 收缩 考虑 , 力 除 以 其 垂直 面积 , 即 得 压强 不 变 的 结果 . 
(2) 和 与 内 能 


五 = 直 / viz/e, 
始 是 互 =E 十 pV. 考虑 变化 ,用 外 力 
_d _ dc 
= 
其 中 总 动量 
G=v(m+ a) Et 
作用 
dE dv 
可 一 下 。 yp 
维持 
p=p, V=V Vi/ 
下 变化 ,换言之 
dH_v».d 了 dd 
dt ee de or 
即 
.1d 1 
dnH =Y /人 一 )=-#an(1—#), 
积分 得 上 述 丛 的 变换 关系 式 、 
明显 写 出 . 
Etw- AE 
be c 
给 出 内 能 的 变换 关系 式 
E- Et /ce 
VIi—7/c 
(3) 功 


dy = Vi 一 Ted 轴 -一 2 四， 
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维持 v 不 变 时 ， 
dW = pdV—v.dG= paV — dH, 
代入 p,V ,日 变换 关系 得 
dW = VI—v/ pd — Hah, 
a Vi—v/e 

此 即 是 上 述 功 的 变换 关系 式 . 

(4) 热量 

要 求 热力 学 第 一 定律 形式 不 变 得 

dQ = vVI 一 7edQ. 


因为 
dQ= dE+dW， 
代 和 人 相应 变换 关系 得 
dtdpY r/c 
dQ= OP /+ Vi/edW 
Or 
一 一 Ze [ak+ dvy)] 
1 一 六 /c 
= VI—¥/e (dE + dw) 
= VI—¥/e dQ. 
(5) 炳 
可 用 绝热 可 道 过 程 变化 速度 ,所 以 
S=3 
不 变 . 
(6) 温度 
要 求 热力 学 第 二 定律 形式 不 变 得 
T= Vi—v/et. 


我 们 注意 到 从 平衡 态 蚁 最 大 律 出 发 , 坑 应 是 洛 伦 兹 不 变量 ,而 十 是 由 拉 格 朗 
日 乘 子 引入 的 ,考虑 到 能 量 约束 条 件 . 在 相对 论 统计 热力 学 中 ,应 该 考虑 到 能 量 动 
量 四 维 矢量 的 约束 条 件 , 因 而 引入 四 维 矢 量 的 拉 格 朗 日 乘 子 


1 
二 (cy) 一 -MU 


开 
注意 到 温度 的 倒数 是 四 维 矢量 的 类 时 分 量 . 


190 第 7 章 统计 热力 学 


7.5.3 相对论 性 理想 气体 了 


在 辛 格 处 理 相 对 论 性 理想 气体 时 ,用 正则 系 综 求 炉 最 大 , 带 四 维 矢量 的 约束 条 
件 , 得 到 理想 气体 的 物 态 方程 如 下 : 


了 = 失 个 ， 
这 与 
p=mKT 
的 变换 
并 
一 万, 一 一 一 一，T= VI 一 "7c 
p=p,n Vi de 
符合 . 
理想 气体 每 个 粒子 的 烩 (包括 静 能 ) 为 
站 一 mc2G 守 ] ， 
其 中 
_ Kas(Cz) 
G(Cz) 三 Kz)’ 


而 K, 是 变形 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 .G(z) 在 低温 (z 沁 1) 和 高 温 Lz<1) 下 的 展开 式 分 
别 为 


1+ 志 ， 工交 1( 低 温 )， 


G(xz) = 
a 工 < 芝 1( 高 温 )， 
高 温 主要 用 于 辐射 (光子 ). 
每 个 粒子 的 炉 为 
一 hn[ 束 吉 ]， 


m 


其 中 < 仍 代表 未"h 是 普 朗 克 常 量 (不 要 与 答 混淆 ); 而 


ER _ ZK:Cz) 
L(z) = 区 和 exp[ eS J 


工 (z) 的 低温 和 高 温 展开 式 分 别 为 


@ “关于 气体 参考 ]. L. Synge, The Relativistic Gas ,特别 是 Chap. ,$13,$14 及 $12 和 8§27. 
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L(z) 一 Een, 工交 1 (低温 )， 


Lz) 一 于 /et， 工 必 1 (高 温 )， 
在 低温 (z 六 1) 情 况 还 原 为 理想 气体 的 普通 的 热力 学 关系 . 
等 信 压 缩 关 系 为 
mec? 
谍 蒜 ] 一 const, 
712C2 
低温 蒜 > 下 有 
R/T = const, 
VT3/: = const, 
pV’ = const, 
一 5/33 
mc? 
训 虽 [年 <1] 下 有 
R/T = const, 
VT’ = const, 
PV'? = consti 
高 温 极 限 有 
yp 
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7.1 求 经 典 的 双 原 子 分 子 在 刚体 近似 下 的 转动 配 分 函数 . 
解 : 双 原子 分 子 的 相对 运动 的 动能 


me 全 全 + 人 的 aes 的 站 


其 中 = 一 一 为 约 化 质量 ,r= 二 |x, 一 x; | 为 两 原子 间距 离 ,9,9 则 为 分 子 轴线 矢量 


mi 二 mz 
x 一 xs 的 方位 角 .9 从 0 到 x,p 从 0 到 2x. 如 不 考虑 振动 ,刚体 近似 下 ~ 取 为 常量 ， 
即 其 平衡 距离 , 则 
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aT 2 gd 
p, = se = pr sin’0 EE. 
dt 
令 [二 pr ,得 转动 动能 部 分 给 出 为 
i 
He = 71+ 27sin0’ 


于 是 配 分 函数 为 
zu = [erm apsdprdoap/ 
Zn = | VI RT Vann OT Se 二 4r (ET). 
注意 ,转动 惯量 I 也 可 以 从 两 原子 对 质量 中 心 距 离 计算 . 因为 


mn 一 mre, 


所 以 


而 
T= mritm2r? = pr’. 
7.2 求 经 典 非 线性 多 原子 分 子 的 转动 配 分 函数 . 
解 : 相对 于 质量 中 心 的 转动 的 哈密 顿 函 数 (刚体 近似 下 ) ,根据 第 1 章 习题 
1. 11 ,为 
soe 


singcosy 工 _ 工 ps 一 加 cosb]? 
“和 可 ER 和 ( 丰 Bi 
A B 
TE 1 1 1 
2AB cosy | siny sin’0 
A B 


(pe — pscos0)’ 上 起 3 


其 中 0,p,y 为 欧 拉 角 ,而 ps,p, ,ps 为 其 共 斩 动 量 . 在 转动 配 分 函数 中 依次 对 如， 


po，ps 积分 ,并 注意 到 
[a pdr 一 /EE 


J singdo =2, [ap = 2x, fay = 2xs 


以 及 


容易 求 得 
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Zu = [emma dprdprdpyddde dy 


= (2nkT) (ABC)™ [singdgdp dy/P 


312 


= gr’ (ABC)'” (Sr) 

7.3 ”转动 对 内 能 的 贡献 ,线性 双 原子 或 多 原子 分 子 每 个 贡献 AT, 非 线性 多 原 
子 分子 每 个 贡献 半 hT 

7.4 求 经 典 的 和 量子 的 双 原 子 分 子 的 振动 配 分 函数 ,并 比较 其 对 热 容 量 的 


贡献 . 
解 : 径 向 相对 运动 的 动能 和 势能 分 别 为 
dr 
Ten 一生 ( 吕 ) ， 
Viu = V(r), 
在 平衡 距离 r. 附近 展开 至 二 次 项 
Ven = Vr + br rt roe)’, 
VV >0 为 振动 ( 简 谐 ), 则 相应 拉 格 朗 日 函数 为 
Laa 一 gE) -ry 一 V.， 
取 9 一 r 一 mr， 
则 有 
da dr 
dt "y 
aL _ dr 
p=<=p 
d 站 
3 下 
所 以 


于 是 经 典 的 振动 配 分 函数 为 
A [ maa/ dpdg 一 evr Ea Ye | 


~ 


wm » 


其 中 忆 ==VV /jp 为 简 谐振 动 频率 的 平方 ,又 w 一 2rv. 代入 分 子 数据 Tmd’ ,mm 宅 
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10 kg,d~10 ”msz6X10 Js, 尼 /T<4X1022 本 而 kz10-23 JJK; 对 于 转 
动 , 室 温 下 ATs*4 X10 ”JJ 比 尼 /T 大 ,量子 效应 不 显著 (只 低温 下 氢 分 子 才 显 著 )， 
经 典 的 配 分 函数 够 准 了 .但 对 于 振动 , 取 wo/cs10: m : 即 wm3X105s-1 ,hw 
2X10-”J 比 室温 下 的 kTA4X10 "本 大 ,量子 效应 显著 . (we/c 用 cm -: 计 ,数据 
举例 : Hs: 4162 cm !, N;: 2331 cm -:, O:: 1566 cm-!, Cl,: 557cm™!, Br,: 
322 cm 1, : 213 cm-! ,HCl: 2886 cm ). 

量子 简 谐振 动 的 能 级 为 : 


E, = (= 十 去) 知 十 V。， 
所 以 量子 的 振动 配 分 函数 为 


Zaa 一 > E/T 站 说 (1 十 E/T 十 E/T 十》 


a0 
a 和 号 
= erwe/ire- 杂 (1 — ew/iT 1, 


每 个 分 子 的 一 个 振动 自由 度 对 内 能 的 贡献 为 
:alnZsa _ 1 必 
AT 一 8 一 V. 十 卫 抽 十 EJ 了: 


当 kT>hy 时 ,这 式 简化 为 V. 十 kT, 与 经 典 配 分 函数 对 内 能 的 贡献 相同 . 但 当 kT< 
hy 时 ,对 热 容 量 的 贡献 从 每 分 子 一 个 报 动 自由 寥 的 生肉 的 降低 为 k 乘 以 因子 


E = 名 ). 

0 ey w= 7) 
E(u) 0.99 0.95 0.90 0.70 0.50 0.30 0.10 0.03 
u 0.40 0.80 1.15 2.10 3.00 4.00 5.8 7.6 


这 解释 了 振动 自由 度 在 室温 下 一 般 对 热 容 量 贡献 很 小 . 这 结果 既 适 用 于 分 子 也 适 
用 于 固体 . 

7.5 证 明 两 原子 碰撞 的 频率 因子 在 激活 复合 体 统计 理论 和 动 理论 碰撞 结果 
一 样 . 

证 : 在 激活 复合 体 统计 理论 中 ,频率 因子 为 


z* 为 AB” 的 配 分 函数 除 以 体积 ,共计 质心 三 个 自由 度 , 转 动 两 个 自由 度 ,没有 振动 
自由 度 , 这 自由 度 变 成 沿 反 应 坐标 分 解 的 自由 度 , 贡 献 因 子 kT/h. 所 以 

机 sum mT 8gxIkT 

A i (3 ), 


其 中 [一 部 A mid ,das 为 复合 体 中 两 原子 A 与 B 间距 高 . 除 以 
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= (EE 和 zo= (EE), 


(=e* 二 me) 氏 ) (对 红 ) 
h 
2xmakT \’ /2rmokT 3 tr 各 
(人 
= (sx Dt mapT) a 
A 


maA* ms 


与 碰撞 计算 相合 ,用 dna 二 


生地 本 即 是 . 


分 子 碰撞 数 , 在 碰撞 方向 的 相对 速度 不 小 于 v 者 ,为 ( 令 pi 一 -Dez ， 一 癌 )， 


ma 二 ms 和 


2 A pe /24T 六 kT 2 /AT 
dndionan| ure du- /二 /8r d Apnanse 


= Ae “nans = knans. 
这 里 A= V8xkT/pd%s 是 频率 因子 ,kt 是 反应 率 系数 . 
7.6 求 经 典 的 电容 率 ,假设 分 子 既 可 极 化 又 具有 永久 电 偶 极 矩 . 注意 每 分 子 
的 哈密 顿 量 为 
1 pe 
人 南 ( 共 十 sin a $)—pEcos0— BoE 
而 分 子 在 电场 方向 的 电 偶 极 矩 为 
es 可 一 pcos0+aE; 
re p,0 为 p 与 电场 E 的 夹 角 (pEcos0 二 p，E); 第 
二 项 aE Ns 宏观 平均 为 
一 < 一 Ho [Cpeosg + Eye ded dp dps dp, 


其 中 
[6 dpsdodps dp _ 1 ， 
heh 
所 以 
~ | sinpdbe(zeeetiee )/T( pcos + aE) 
3H_J 
aE [ singdge (Eeee+}oE! ) /AT 
o 
3 a | 
aE+ A ey ]， 
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令 p 一 ecosb, 积 分 值 为 了 , 则 
着 三 aaaeeneee 一 发 dp em — (2 | ( 仁 ))sh( 做 ); 


仁川 sh 
my = h2 一 mn( 识 )+m sh (经 )， 
3 n= =p + hpE/RT), 
a( 志 ) ( 色 ) sh(pE/RT)? 
=- 冬 [( 系 )ea( 公 六 可 ， 
所 以 
(mE 
当 pE<kT 时 ， 


zethz 一 1 所 (xz), 
E 
上 [ 售 )m 侮 > 二， 
-中 -+ 匣 2- (+ 若 )， 
代入 洛 伦 效 - 洛 伦 茨 公 式 得 
nt > 
和 二 芭 N(e+ 洛 )， 
表明 电容 率 随 温度 的 变化 . 4 可 得 电场 作用 下 分 子 转动 的 运动 方程 


Ee 一 一 pEsin0, 


如 玉 为 光波 的 电场, 变化 频率 wx 满足 外 < , 则 分 子 电 偶 极 矩 来 不 及 跟着 转动 . 


这 时 上 面 统计 处 理 的 平衡 态 假设 被 破坏 ,不 能 用 了 人 . 
7.7 推导 相对 论 性 理想 气体 的 热力 学 性 质 . 
解 :只 考虑 平 动 ,在 共 动 参考 系 中 ,相对 论 性 粒子 的 能 量 ( 包 括 静 能 ) 是 
er = (pic +me) ss; 
而 对 非 相 对 论 性 粒子 的 动能 则 是 
Eu 一 p’/2m. 
在 非 相对 论 公 式 中 , 平 动 对 0 的 贡献 是 


@ 关于 修正 参见 R. H. Fowler，E. A. Guggenheim, Statistical Thermodynamics, Cambridge, 1956, 
§1427, § 1428. 
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[eap = (ZrmkT) 
的 因子 , 它 显然 应 该 由 
上 edp 
来 代替 (为 了 方便 ,省 略 宏观 量 上 的 * 号 ). 
同样 为 了 方便 ,在 公式 推导 过 程 中 ,采用 自然 单位 
k=k=c=m= 1 
最 后 结果 中 再 按 量 纲 恢复 成 一 般 形式 . 这 样 , 长 度 、 质 量 、 时 间 和 温度 的 单位 分 别 是 
Xc 二 友 /mc( 康 普 顿 (A. H. Compton,1892 一 1962, 美 ) 波 长 ) ,ma ,无 /mac 和 mc?/k; 而 
能 量 和 压强 的 单位 则 是 mc? 和 mc?/Xe. 
采用 自然 单位 后 ,e: 变 为 
@ 一 -大 十 13 
注意 到 双 曲 函数 公式 
chzg = sh2b 十 1， 
可 令 
er = chb, p = sh 0，dzp = chbdb; 
于 是 (再 令 zx 一 1/T) 


「 erdp= 4x| eaeshzgchgdg 


= 和 = [eshtod0, 
Ss 


最 后 一 步 用 了 分 部 积分 . 注意 到 变形 第 二 类 贝 塞 尔 函数 K,(z) 的 下 列 积分 表达 式 
(其 中 为 正 整数 )? 


K。(z) 一 [三 echngdo 
o 


an A | seh 
于 是 上 述 因 子 变 为 
K,(z) 
x D2). 
工 


4 


用 此 因子 替换 原来 Q 公式 中 (2xmkT)”” ,并 采用 自然 单位 ,结果 得 到 


@ 关于 K。(z) 的 有 关公 式 见 L S. Gradshteyn,I M. Ryzhik, Tables of Integrals, Series,and Products, 
Academic Press, New York,1980( 译 自 俄 文 );8. 432 之 1,2;8. 472 之 4;8. 446;8. 451 之 6. 下 面 简称 积分 
表 . 
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0=- 芒 = Ee. 
于 是 
= =— 0， 
p= Sin (ann ps) 


an __ :302 zKs(z) 
5= 3 az a K:(Cz) ] 
ey IK;(7x) 
SN [ Ka (zx) ] 


这 里 利用 了 公式 ( 见 所 引 积 分 表 之 8. 472. 4) 
d [KoCz)] ,Kunz) 
(ED 


Id EE 
于 是 
js = Ki(z)_ 
tt eye nat 
ZKa(CZ) 和 
”TT K(x) (2 Ks;)— ln[2xznL(z)]， 


_ ZKaCz) 
Ln = EP[- |] 


恢复 到 一 般 形式 ,得 到 (z 一 人 ): 


p= 坟 T, 
h = mc’G(z), 
3 一 一 kn EE ]; 
这 些 与 7. 5 节 中 后 面 给 出 的 结果 一 致 . (注意 ,s 中 的 万 是 普 朗 克 常量 ,而 上 一 公式 


中 的 疡 是 迷 . ) 
注意 到 K,(z) 的 升 智 级 数 表 示 ( 见 所 引 积分 表 之 8. 446) 


ln Dz 
K.(2)= 了 名 对 (于 ) 


ee 1 | 
ER Drees 2 


i=0 
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-vt+D](3) ， 
其 中 从 办 是 双 函数 


内 四 一 %D) 十 > n>2), 


t=1 


而 一 y(1) 二 0. 577 216… 是 欧 拉 常 数 ; 当 z<<]1 时 


3 (2 一 1)11( 工 、” 
Ko(z) ~ 一 I 于, Ku(z) 一 之 人 入) CD 


和 KK,(z) 当 z 六 1 时 的 渐 近 展开 式 ( 见 所 引 积分 表 之 8. 451. 6) 


KDE FT {an — 3) 


t=1 


Xx (4m — (2k— 1)’ }/k1C8z)*]; 
不 难得 到 7. 5 节 中 给 出 的 展开 式 . 
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8.1 朗 之 万 方程 "2 


8.1.1 朗 之 万 方程 


朗 之 万 方程 最 早出 现 于 对 布朗 运动 9( 指 花粉 或 胶 粒 在 水 中 的 随机 运动 ) 的 研 
究 , 布朗 粒子 较 水 分 子 大 得 多 ,其 热 运动 速度 则 小 很 多 . 由 于 水 的 黏 滞 阻 力 ,只 能 观 
察 到 一 种 扩散 运动 . 

为 简单 起 见 , 只 讨论 水 平 z 轴 方 向 的 运动 , 朗 之 万 方程 是 : 


u= 


dz 
dt” 
M 溺 =— Cu + Fan (2); 

此 处 一 Cu 为 流体 的 阻力 , 据 流体 力学 知道 (见习 题 8.2) ,阻力 系数 C 一 6xyR (3 为 
流体 的 黏度 ,R 为 布朗 粒子 (球形 ) 半 径 ,M 为 布朗 粒子 质量 ,u 为 其 速度 ,z 为 其 位 
移 ); 而 随机 力 Fa (t) 则 来 源 于 大 量 水 分 子 不 断 碰撞 整个 布朗 粒子 所 引起 的 . 举 数 
量 级 例 ,M 一 10 -1 kg,R~3 一 4 X10 m, 1 一 10 ?kgm !s ,VET/M~ va ~ 
10 一 m/s,M/C~10 习 秒 . 受 碰撞 频率 在 水 中 每 秒 钟 10” 次 ,在 气体 中 每 秒 钟 10” 
次 ,所 以 即使 在 比 M/C 很 小 的 时 间 内 仍 受到 大 量 碰撞 (例如 ,在 10*M/C 时 间 内 
仍 受到 10" 或 10' 次 碰撞 ). 


将 朗 之 万 方程 对 时 间 积分 ,得 ( 令 p=- 辣 ) 
wwet =| Adsew， 


Wes a 


有 


时 
工 一 To uo 人 [ A(O dE 


D P.Langevin,Compt. Rend. ,146(1908) ,530. A. Einstein, Investigations on the Thery of the Brown- 
ian Movement ,(ed. R. Fiirth,tr. A. D. Cowper, Dover, New York,1965. 五 篇 论文 ). 

@ 参考 R. H. Fowler, Statistical Mechanics (2nd. ed. , 1936), p. 786. S. Chandrasekhar, Rev. Mod., 
Phys. ,15(1943) ,1 一 89, 特 别 是 pp. 21 一 26. 王 竹 溪 ;《 统 计 物理 学 导论 》*, 人民 教育 出 版 社 ,第 二 版 ,1965， 
§ 54. 

@ R.Brown,Edinburgh New Phil. Journal,S(1828),358. 
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其 中 A(D) 一 二 Fan (0 是 随机 加 速度 . 将 朗 之 万 方程 
亿 十 序 = A 
乘 以 ed 后 ,化 为 
d{eu} = eeA(t)dt; 
积分 后 再 除 以 六 便 得 前 式 . 后 式 从 前 式 乘 dt 后 积分 得 来, 注意 : 


+ = 
[at =w 1 Ea s 


[ah A(6)dte-an-e 一 | Acad duet 
-Jew 
由 于 右 侧 出 现 随机 变量 ,所 以 左 侧 也 只 能 是 随机 变量 ,只 能 说 v 一 xe 和 一 zo 一 
ww 1 的 平均 值 为 0 
8.1.2 随机 变量 的 概率 分 布 
下 面 将 求 出 左 侧 随机 变量 之 概率 分 布 . 我 们 注意 这 两 式 有 共同 形状 
X= | Ac®ac® de, 
例如 


X 一 zx 一 MeA，a(6) 一 ee 


或 


=e ers 
X=z—h—wl a ab = 1 一 < 一 ， 


将 积分 区 域 从 0 到 + 分 为 大 量 小 眉 , 每 妥 时 间 比 请 一 关 还 小 ,但 仍 包含 大 量 磁 
擅 . 为 简单 起 见 取 各 段 间隔 相等 ,注意 每 段 中 aC 对 变化 不 大 ， 
二 双 > ([ aeds)e, = > :3 2 
j 二 0 到 s,(s 十 Dr=y 而 aj 二 a(),6 为 jr 到 (j 十 1)r 间 某 值 ,这 其 间 a(&) 变 化 不 
大 .但 B 一 | ”A 由 由 于 积分 区 域 已 包括 了 大 量 磁 擅 ,不 同 的 B 可 以 认为 是 


独立 的 随机 变量 ;所 以 zi 是 独立 随机 变量 . 根据 中 心 极限 定理 (见习 题 8. 1),X 的 
分 布 为 正 态 分 布 ， 


w(X) 一 启 :*[- 芭 ]， 
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其 方差 为 
-总 -> 


A he 
无 关 , 可 一 吾 ; 又 如 果 改 取 原 来 的 * 的 两 倍 作 新 的 r, 则 新 的 B; 为 原来 的 两 个 独立 
的 B, 的 和 ,所 以 新 的 丽 将 等 于 原来 的 也 的 两 倍 . 换言之 
B=B= Kr， 
天 为 比例 系数 , 即 = 放大 若干 倍 , 束 也 放大 同样 倍 . 所 以 
= KSatr = KDa] ”ae = Kf “此 


对 于 二 wu 一 we F, 则 


8 下 az(6)d6 一 | ce 

对 于 一 z 一 zo 一 一 , 则 有 
-1 ‘ade=| [==] de 
3 $0 t+ ] 


所 以 给 出 下 列 概率 分 布 : 令 wlu,t;uo)du 表示 初始 时 刻 to 二 0 时 速度 为 w 的 
布朗 粒子 在 上 时 速度 位 于 zx 与 «十 du 之 间 的 概率 , 则 有 : 


— me) 
wutsuosto = 0) 一 exp | 一 ) 了 
Le 2l—e gk 
一 天 
政 28 


同样 , 令 w(z,t;zxo ,uo)dz 表示 初始 时 刻 坐标 为 xs, 速度 为 uo 的 布朗 粒子 在 上 时 坐 
标 位 于 z 与 zx 十 dz 之 间 的 概率 , 则 有 

ER l—er\’ 

( 人 ) } 


所 
2 2 20 


wz,tixo uo)= 


-= 上 Pe TE 
lr 3—er 二 oe” 
”= [: Rp ]k; 
可 以 看 出 ,两 者 均 为 正 态 分 布 . 
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8.1.3 爱 因 斯 坦 关系 


因为 布朗 粒子 所 受 的 随机 力 来 源 于 分 子 的 碰撞 ,比例 系数 K 可 以 由 此 确定 、 
令 HB 一 co, 则 、 


wutiw) 一 -~ |- El 


K 和 
2 38 2 28 
与 麦克 斯 韦 分 布 比较 ， 
Ko- 红 
下 M’ 
所 以 
K _ 2kT _ 24T 一 ， 
天 A Cr， 即 天 一 2D8， 
其 中 
AT _ AT 
DT ™ rh 
常 称 为 扩散 系数 ,这 就 是 爱 因 斯 坦 关系 0. 这 时 
(zytiTzo = 0u = 0,to =0)= L 六， 


V 
这 结果 表明 当 : 足够 大 ,使 发 生 多 次 碰 擅 , 则 位 移 的 均 方 值 与 时 间 成 正比 ,比例 系 
数 xz/t=2D. 
这 可 以 通过 测量 一 个 布朗 粒子 多 次 位 移 的 均 方 求 得 . 如 每 隔 At 时 间 , 位 移 为 
Az, 则 有 
_ (any _ 2 yr 
t Da Ar>)1 AL 
由 于 每 次 位 移 为 独立 随机 事件 ,交叉 项 的 平均 Az;Azi(j 关 k) ,给 出 为 零 . 
皮 兰 实验 2 观察 (Az) 与 At 的 关系 (每 隔 At 一 30 s 观察 一 次 布朗 粒子 的 位 
置 ), 从 D 根据 爱 因 斯 坦 关系 定 出 玻 尔 兹 曼 常 量 上 :1.2X10 2 J/K, 相 应 的 阿 伏 伽 
德 罗 常 量 NA~6. 85X1023 mol-. 


DD A.Einstein,Ann. Physik,17(1905),549;19(1906),371. 
©® J.B.Perrin,Compt. Rend. ,146(1908) ,967;147(1908) ,475;Ann. de Chimie et de Phys. ,(1909)3 详 
情 见 J.B. Perrin, The Atoms. (Constable, London, 1916). 
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8.2 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 "2 


8. 2.1 随机 过 程 的 概率 描述 


随机 过 程 以 一 串 概率 密度 描述 ,如 
Wi (Cyst) Wa ya ta | yd) Wa (ys)ty | 和 | yi ;ti) 等 等 ; 
Widy 给 出 时刻 y 在 yi 到 yi 十 dy 间 的 单一 事件 出 现 的 概率 ,W:dysdy 给 出 
所 时 刻 y 在 ys 到 ys 十 dys 并 且 与 时刻 ?在 >: 到 yi 十 dyi 的 双重 事件 出 现 的 联合 
概率 等 等 . 所 有 概率 密度 都 不 是 负数 ,W, 对 于 yi,t.(i 二 1,2,…，,n) 的 任意 排列 都 是 
| 并 且 满足 概率 求 和 关系 : 


上 Je dys Wa Cyasts le | yh) = Wayioti | | yt). 


最 简单 的 情况 是 纯粹 随机 过 程 ， 只 需 Wi《y1,4) 即 足以 确定 所 有 其 他 联合 概 

率 .例如 ,对 于 联合 概率 W: 有 
WaCyavta | yt) = Wilys ta) Wi (yi 3h), 

其 他 联合 概率 也 都 是 W, 的 乘积 ,这 表示 在 t 时 刻 的 y, 与 在 时刻 的 y, 完全 无 
关 . 放射 性 自然 衰变 过 程 属于 这 一 类 . 

1. 马尔 可 夫 过 程 

其 次 简单 的 情况 是 马尔 可 夫 过 程 9, 只 需 W, 和 W 便 足 以 确定 其 他 所 有 联合 
概率 . 令 二 , 则 引入 转移 概率 w《y; ,ts 1y, ,ti) 定 义 如 下 : 

Wa Cyarts | yb) = whyasts [yb Wi Cy sh) ts > 1). 

从 上 面 定义 显然 有 


[ee 三 1， 


所 以 是 转移 概率 . 又 令 所 > 所 > 己 , 则 其 他 联合 概率 如 下 确定 
WaCyasts | yt | yh) = whyssts | ye rte We Cys st | ys ti)s 
同样 
LACHE | |) 
= whysts | ye te We Cy st] | yt ). 
总 之 ,转移 概率 从 2-: 的 y,-! 转 移 到 的 y, 与 t。-! 以 前 的 历史 无 关 . 换 句 话说 , 心 


D A.D.Fokker,Ann. Physik,43(1914),810;M. Planck, Berl. Ber. ,(1917) ,324. 

四 “参考 A. N. Kolmogoroff, Math. Ann. ,104(1931) ,4153108(1933) ,149. Grundbegrif fe der Wahrs- 
cheinlichkeiterechmung (概率 计算 基本 概念 ) (Berlin, 1933). M. C. Wang( 王 明 贞 ),G. E. Uhlenbeck, Rev. 
Med. Phys ,17(1945) ,323. 王 竹 溪 :《 统 计 物理 学 导论 》, 人 民 教育 出 版 社 , 第 二 版 ,1965, 8 55. 

图 A.A. Markov,Wahrscheintichkeiterechnung (概率 计算 ) ,Leipzig,1912, § 16, § 33. 
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时 刻 的 y, 只 与 +! 时刻 的 y。-: 有 关 而 与 :<t,! 时 刻 的 各 y，… ,y,-: 无 关 
2， 斯 英 陆 弹 斯 基 方 程 
将 W, 代入 W; 得 
Wa Cysts | ysts | yt1) = whysts | yata Ww yz sts | yr ot Wy Cy ot). 
对 ys 积分 , 左 侧 给 出 


[ASE [yt | yt ) dy = Welys ots | yh) 
= wyssts | yt Wi Cy ,tb ). 
所 以 消去 W, (> ,二 ) 共 同 因子 ,得 斯 莫 陆 绰 斯 基 方程 或 科 尔 莫 戈 罗 夫 - 查 普 曼 
方程 9: 
(| ya) = jos | aa)zw(yavba | yi sti dys» 


即 从 所 时 刻 的 y 转移 到 * 时刻 的 % ,可 以 通过 中 间 时 刻 ts 的 所 有 的 y: 积分 计算 
之 . 这 关系 有 时 也 作为 马尔 可 夫 过 程 的 定义 . 

3. 平稳 马尔 可 夫 过 程 

常见 的 是 平稳 马尔 可 夫 过 程 . 或 者 将 y 扩充 为 几 个 变量 后 是 多 变量 的 平稳 马 
尔 可 夫 过 程 . 带 有 这 个 理解 ,我 们 用 一 个 变量 的 形式 , 则 平稳 马尔 可 夫 过 程 的 
wyzvtz|y1s) 只 与 (yz1y1) 和 (ts 一 hi) 有 关 . 并 且 , 例如 布朗 运动 之 类 的 马尔 可 夫 
过 程 , 只 有 一 阶 和 二 阶 和 矩 . 即 : 当 握 一 ~0 时 


| — yw yt | yti)dy: = Olts —41) = A(y) (ts ~ ), 


fe —x wa lyst) dy = Ol —6) = BO A) 
更 高 阶 转 移 矩 ， 


[6 —y "wy yt) dy = ob 一) (a2 3). 


8.2.2 ” 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 


这 时 令 
wyasts | yhi) = wy | rz3t), 
其 中 tt, 一 4 ,y 三 yz ,zx 三 y1 ;可 以 证 明 它 满足 下 列 方程 : 


aw(y|z1) __ 93. va 
0 35 ‘A wy lr) + By BO wy |z1D)). 


@ M. von Smoluchowski, Kinetische Theorie der Brownschen Bewegung (布朗 运动 的 动 理论 ), Ann. 
Physik, (4)21(1906) ,756 一 780. 
@ A. N. Kolmogoroff, 见 前 引文 献 . 
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同样 ， 
Wil(y,t) =W(y,t), 
其 中 t==t, ,y 三 ys; 它 也 满足 下 列 方程 : 


也 wo 一 一 让 [4COWGvD] + 直 Tay EB)Wy3D)]. 


换言之 ,转移 概率 w(y ,ts |y 和) 和 单一 和 缘 满 足 类 似 
的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ,后 者 显然 可 以 从 前 者 推出 . 因为 


WGys16) = [Wayans ya) dy 
= en [yt ) dy WCG)， 


所 以 对 前 式 作 |…dyuWCy sa) 运算 即 得 后 式 . 


1, 科 尔 莫 苞 罗 夫 的 证 明 @ 
为 推导 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 , 考虑 任意 光滑 缓 变 函 数 R(y), 在 > 一 土 c" 时 ， 
R(Cy) 一 0. 计算 1 


> sta | yy sh ) Ry, dys 


= lim 起 RCys) dy [wl yts Ats | y15b) — wy rts | yb)], 


am-0 


代入 斯 莫 陆 绰 斯 基 关 系 ， 
(ya ,和 十 Atz | y1 11) 


一 wo so 十 Atz | ys i sta | dy 
Hs 一 项 积分 变量 y; 和 ys 可 以 交换 名 称 ) 为 


dim 去- CA EE 
i 


ee yt))s 
将 RCys) 在 ys 处 展开 


RO = RO) + (9 —») So 
y2 
+ 圭 (%% y)* RY) + Oy — y,):, 
By: 


并 注意 


® A.N.Kolmogoroff,Math. Ann. ,104(1931) ,415. 
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fu 十 Ab 加)dy 一 1， 

[= wht an ly) dy = ACy)An, 

| — ys) wy st + ht [yasta)dy, = BCy) Ats, 
其 他 高 阶 矩 一 o(At ), 结 果 得 极限 : 

aRCy) ,1 Rys) 
[ao + 二 BCy:) wy ts | yi sh) dys. 

分 部 积分 后 化 为 

[人 器 BA wy 1 7) 


十 二 [By wy st | ,1)] Ry dys. 


区 By 3 区 
因为 Rs) 为 任意 函数 ,所 以 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 得 证 从 这 证 明 中 也 可 以 看 出 如 
果 高 阶 矩 不 是 o(At: ) 而 是 O(At ) 时 如 何 修正 . 

2. 两 个 变量 的 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 

在 上 面 普遍 马尔 可 夫 过 程 定义 中 ,y 可 以 代表 不 只 一 个 量 ,例如 2? 代表 位 置 开 
和 速度 两 个 量 , 则 转移 概率 wy2 ,tz | yi ) 代 表 w (Tsyustz|zi tsh). 同 上 , 令 
户 一 二 一 0 时 有 


[a — zx)w(z2 rua ts | Ti st sb) dr dus = al(Tisu) ts —t), 
J = ws st | zi sh) dredus = A ra) Cs —a), 
[Ie — ZT1) w(x su sts | Tisui ti dradus = bz yu) (ts — i), 
J — Wu) wz su ts | Tis sti)drdu; = Bri su) (ts —t), 


[a — zi) (us — Wi ) w(xa su to | Ti su sb) dr du 


= cz19u) (ts 一 白 )3 


更 高 阶 转移 矩 为 obt, 一 t), 则 得 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 ， 


Bw EE 9 1 
Ep zw) +3 a Aw) 2 Bz i (bw) 
18 Ea 
到 Br Be) — Ga) 一 0 


3. 布 明 运动 问题 中 的 福 克 尔 - 普 关 克 方程 
对 于 布朗 粒子 转移 概率 的 矩 可 以 从 朗 之 万 方程 
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= lim 入 = 
4 一 lim 7 us 
=lim A-— 
A bes 
b= im SE = 
i 
TR A Ar mT Dat 
c= lim Az Au 二 0) 


am 二 六 各 2 = 
tu B3 uw) De’ 3 


8.2.3 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 求解 
1, 傅 里 叶 积 分 变换 


为 解 这 个 福 克 尔 - 普 朗 克 方程 ,可 用 传 里 叶 积分 变换 


716poD = dr] dor er 


wD = 不 上 | dpf (pr De ee, 


这 样 ,从 后 式 看 出 ,对 w(x,u,t) 作 用 的 3 3 相当 于 对 也 (6, 轧 ,作用 的 一 过 ,2 


所 以 w(zyuytlzoyuoy0) 一 mw(zuyt) 一 忆 满 足下 列 方程 


3 相当 
于 一 io, 又 从 前 式 看 出 对 过 乘 以 z 相当 于 对 作用 本 2. 所 以 得 到 对 于 (evp,b 
的 方程 为 
ax 9 ，， : 
Er 让 一 有 i se Dp'(—ip’f =0, 
即 


ea +podL + Das 0, 


a Pa 
+ Dp'p’f. 


8. 2 柱 克 尔 - 普 朗 克 方程 
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2. 对 于 f(&,p1t) 的 方程 的 求解 
为 了 求 上 式 的 解 ,可 以 先 求 其 相应 的 常 微分 方程 组 


于 = 此 =- Fj -Hy 
0 Bo-é 一 Do 


的 积分 . 首先 ， 
4 一 0 给 出 6 一 ci 
其 次 ,由 
Bdp 一 sd， 
Bo—é 全 
令 Bp 一 三 四 得 
diny 一 d(Bt) 一 0 给 出 Je 一 
最 后 一 个 方程 写成 
dinf+ D(y+é)’dt = 0, 
即 
dlnf + D8] + 2 所 = 
给 出 


Inf 十 D62t 十 rr +4é7] = 6. 
于 是 , 偏 微分 方程 的 通 解 即 是 c 一 F(Cc ,cz)， 即 
Inf + De't+ 7 +4én) = F(é, 7 ?), 
其 中 y=Bp 一 $, 这 通 解 中 任意 函数 下 由 初 值 条 件 


limw(z ut | zovao,0) = SGr 一 zo)8Gux 一 to)， 


即 
lim f(€,p»1t) = eset 
予以 确定 . 所 以 
F(&,D = izo + ipuo + 好 7 十 467)， 
代入 全 对 多 
FED = i(m t+) ti 十 部 7 十 467)3 
给 出 


Inf—— De’t+ié(zo+ 全 )+ ji 区 re 
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十 玫 Ce 一 D 十 4MCee 一 D]; 
再 代 回 ?一 pp 一 6 得 
Inf = 瞪 c- 爷 F DateH iE(R—z)—ip(S—w), 


其 中 
G= 育 (28: 一 3 十 4e 庆 一 e 吧 )， 


F=B1—e*), 
H= (1—2er+e®)= (1—e?)’, 
R =z-z 一 和 en?) 
S=u—wer. 
3 求 f(&,pst) 的 反 演 
f(&,p't) 的 反 演 给 出 


w(xzyurt| xzoytoy0) = | | de 
= ways| | edoer| Ee- 人 PF- DH-ig ipS) 


2 1 exp| 一 FR’ — 2HRS 二] 
2xD VFG— Hr 2D(FG—H) J 


这 里 的 积分 可 利用 下 列 公式 
让 
CS 


予以 计算 . 先 对 & 积 分 后 尚 余 有 


1r 1 R: ,iRHp, DH:,_DF,._., 
要 ?| 2DG + 6 + 3560 27 ips), 


再 次 利用 上 述 公 式 对 p 积分 后 得 到 


1 | | (5- 爸 ) R’ } 


FB Vm 2F-H/GOD 26D 
2xD(F 一 亏 ) 


经 过 化 简 后 最 后 得 到 前 面 的 结果 . 
4. 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 解 
福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 的 通 解 是 


， | 六 三 1 [- 喜 冯 次 疆 和 从] 
wz ust| zoyzoy DJ P| 2D(FG—H’) J 
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从 这 个 通 解 w(x,u,t|zo ,uo,0) 可 以 积分 得 到 
wust|u ,0) = (zast|lzoyzo0)dz (其 中 zz 不见 了 )， 


wr,t| zo ,uo ,0) a w(xsust| Zo suo 0)du, 


2 Mt 


wzstlzo,0) =| wrtl zm:0) (A) ET du 


注意 浆 一 站 一 训 , 续 果 为 
1 —S* /2DF 
» 0) 一 一 二 -二 
wust | uo ,0) J 
w(xst| Tou 0) = yp 
此 两 式 与 上 节 结 果 相 同 ,而 
1 (一 Zoo) 
(zt| zoy0) = 一 一 exp 1I 一 ev | 
4rD(: 一 2 一 ) | (一 ) 


最 后 一 式 也 可 以 较 简便 地 从 前 二 式 和 码 一 AT/M 一 DB 推出 . 因为 从 
(Wu—wer) = DB(l—e*), 


[z= -和 -|] = 舍 a-=e*)] 
=2D[: 
和 3/ 二 D/B 得 


一 3 十 4e 庆 一 e 2 
十 全 ]， 


-a= 2D[:-1 el] 


可 以 看 出 ,在 :> 计时 


(zr— zx)" = 2Dt, 
为 扩散 过 程 ;而 在 4 计时 反而 有 
(x—zo)’ = Dt’ = Cuot)’, 


为 匀速 运动 过 程 ,只 是 匀速 要 取 统计 平均 值 ( 热 速 度 平均 按 方 均 根 计算 ). 
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习 是 


8.1 中 心 极限 定理 . 

随机 变量 之 和 本 身 也 是 随机 变量 . 在 很 广泛 的 条 件 下 ,有 中 心 极限 定理 成 立 ， 
即 随机 变量 之 和 本 身 , 当 其 中 项 数 很 多 时 , 按 正 态 分 布 . 令 rr，…，*zrs 为 独立 随 
机 变量 ,其 平均 值 为 零 ,并 有 绝对 矩 p63,(6>0). 令 B, 代表 工 ! 十 Zs 十 … 十 ,之 方 
差 , 则 


Wo = (DS Ap) /Bs 一 0， 
二 


而 的 概率 一 致 趋向 于 
1 fr ee 
坊 | 上 : du. 
绝对 矩 定义 为 


9° = lzhf de. 
验证 
1 


jz) 一 元 (一 1<z<1)8 f(z)=0 (zl> 1) 


~ Rh a 证 1 
的 三 阶 绝对 和 矩 存 在 ,rw, 一 CI]3)55 0 当 n .而 f(z) RH 人 co<z<< 


co) 的 方差 和 2 十 6 阶 绝对 和 矩 不 存在 ,所 以 中 心 极限 定理 对 此 不 适用 . 关于 此 定理 的 
证 明 可 参考 乌 斯 宾 斯 基 9 和 王 竹 溪 2 的 书 . 后 书 中 的 证 明 如 下 : 令 


X=ntat tz = Dz 
则 X 的 概率 分 布 的 

FCX)dX = 后 Hdar), 
这 里 用 |” 代表" 重 积分 ,其 中 条 件 是 

XxX— 主 dx < bp <X+Edx. 
最 后 约束 条 件 相当 于 引 人 因子 ( 见 题 后 注 ) 


® Uspensky: Introdution to Mathematical Probabilty, McGraw-Hill, New York,1937. 
@ 王 竹 溪 尺 统计 物理 学 导论 }, 人 民 教 育 出 版 社 ,第 一 版 ,1956. 
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i dx 
『 sin (全 Ja 1, [2 x|< rm 
0， | 玄 =-xl> 坚 . 
这 样 | ”中 的 条 件 限制 可 不 必用 . 注意 到 sin[ (党 )e -和 专 dX, 所 以 
F(X)= 皮 a {f(Dem dr) Eee 
= | 芷 ee[ rwerar]. 
展开 e* 一 1 十 i 一直 和 'z 一 …， 


[Jreopeeaz] = (1—3e +) = ee?, 


其 中 
T= |zf(ndr; 
于 是 
= [we 一 1 -者 | 
F(X) [和 i pe 


即 正 态 分 布 .平均 值 为 
中 = 二 十 十 "十 二, 一 0， 
方差 为 
更 = 本 十 如 十 … 十 五 一 mrzE (交叉 项 平均 为 0). 
“ 注 : 由 于 
et 1, c>0, 
Ke = 击 上 等 上 = i c<0s 
其 中 所 取 周 线 C 沿 实 轴 从 一 co 至 十 co, 但 避 开 原点 由 其 下 面 沿 反 时 针 方 向 绕 过 ,再 
以 上 半 平 面 (c>0) 或 下 半 平 面 (<<0) 的 半圆 使 之 闭合 . 因而 
bta)e te) 用 
时- 
=U(b+a)—U(b—a) 


0， b>a, 
-全 b<a, -eone>o 


0， 一 一 a， 
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8.2 ”证明 斯 托 克 斯 公式 了 ,阻力 二 6xwRu ,其 中 R 为 球 半 径 , 一 u 为 球 在 介质 
中 的 运动 速度 ,为 介质 的 徐 度 . 
证 : 从 流体 力学 方程 出 发 ,不 可 压缩 近似 V* v= 二 0 下 的 定常 流 方程 


(rev y=—lVyp+ 了 Vr, 
o o 


在 pvR/w<1 时 ， 
(6 Worg2 vr 
所 以 
nV'r—Vp=0, 
Vv=0, 
Vi(V Xv = 0. 


可 以 取 球 静 止 , 而 介质 运动 流 过 球 ,在 无 穷 远 处 介质 速度 v->u. 注意 到 V * (VXA) 
三 0, 所 以 v=w 十 VXA. 因 为 4 必须 包含 u( 因 为 u==0 则 "一 0), 又 必须 是 轴 矢 量 ， 
所 以 
A=Vf(r) Xu=VX {fu), 
即 
v=ut+V XIVX (fu)]s: 
这 里 注意 到 wu 是 常 矢量 ,7 为 ~ 的 函数 . 于 是 
VXv=VXVX[VX (fu)] 
= (VV*—V [LV X (fu)] 


=—V’[V X (fw)], 
V:(VX)=0 给 
(VI VILVf XW =0, 
即 V*V*Vf==0 或 V(V: Vf) = 0; 
积分 得 VV:f = c( 常 量 )， 


V:7 = 名 ?+a 十 丝 ， 
f= 萃 "+7+wrt+ 和 tes 
可 取 cs 三 0, 因 为 只 以 Vf 出 现 .因为 当 一 -cc 时 ,>&* 所 以 
VXA=VX[VfXu]= (eV)VF 一 waV:F 一 0， 
定 出 ct 一 0， cz 一 0; 


D G.G.Stokes,Trans. Cambr, Phil. Soc. ,9(1850) ,8. 
四 参考 几 岂 朗 道 ,E. M. 标 弗 席 效 著 , 孔 祥 言 等 译 :{ 流 体力 学 ,高 教 出 版 社 ,1983, § 20. 
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取 7 一 ar+ 之 ， 
Vf=a Er, 
ww- 和 一 区- 各 )m， 
于 是 求 得 


v=u— (2)tut nu mJ+S[3nu. m) —u], 


其 中 n= 工 . 在 r=R 球面 上 v==0, 所 以 


v= wu 3 (Rutnc “I+ (E) [ancu * n) — uw]. 


令 
3 
We n= u, = ucosg, v = ucosg| 1 路 + 打 ]， 
3 
nXu= us using, ve 一 vsing 1 下 二 ] 
为 求 压强 ,从 


Vp= nV’v = 7V’:[V XV X (fu)] 
= 7V'(VV*— VV) (fu) 
=V{7V* (Vfu)}, 

最 后 等 式 是 因为 V* V2:7 一 0. 所 以 
p= Nu V)V:f+ po. 
代入 


最 后 得 到 
p= po—3R 
在 rR 球面 上 对 球 沿 w 方向 总 力 为 
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F.= $c- pcosb + ocosg — o'sing) dS, 


其 中 
p= 加 一 六 县 ucosp, 
= 27(P) = zmcos( 因 一 六) i 0， 


所 以 ,最 后 求 得 阻力 为 
F. = 3 Rufds = 号 是 whrR: = 6ryRu. 
8.3 主 方程 和 万 定理 (Pauli 的 证 明 )02. 
令 we 为 自 r 态 到 * 态 的 每 单位 时 间 的 转移 概率 ,而 N, 为 态 的 概 然 值 , 常 
认为 
- 习 UnN,—N, > av 


率 ) 《离开 ， 
这 是 直观 统计 的 主 方程 ， a 比较 
玻 尔 效 受 方程 的 分 子 混沌 拟 设 ), 可 参考 范 堆 甫 早期 的 文章 @. 
这 方面 近年 来 还 有 许多 工作 . (没有 磁场 及 自 旋 复 杂 性 的 一般 情 况 下 , 正 过 程 
和 逆 过 程 的 转移 概率 相等 :uv 一 xn( 纲 致 平衡 原理 ). 平衡 态 时 ， 


昱 = 于 vCN-N)=。 
要 求 N, 一 N,=0. 因为 如 果 
六 一 Ni 一 Ni < Na 一 一 Na < No 
等 等 , 则 


=0, 1<r<! 


要 求 
urm (Nm — Ne) + uNes — N,) + = 0, 
但 其 中 每 项 都 是 正 数 其 和 不 可 能 为 零 . 平衡 态 N, 全 同 是 微 正 则 系 综 所 要 求 的 ,每 
态 权重 相等 . 
定义 业 


人 四”W. Pauli,Sommerfeld Festschrift( 案 末 菲 纪念 文集 ),Leipng,1928,p. 30. 
加 “参考 C. Kattel, Elementary Statistical Physics, Wiley, New York 1958, § 36. 
@ L.Van Hove, Physnca,21(1955),517. 
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其 中 


将 主 方程 代 人 ， 
各 = 


WE > 


所 以 互 定理 或 粹 最 大 定理 得 证 . 
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9.1 量子 力学 的 产生 


9.1.1 发 展 简 史 


量子 论 发 源 于 对 黑体 辐射 的 研究 ,进一步 研究 辐射 与 原子 结构 导致 量子 力学 
的 建立 . 

自从 普 朗 克 (1858 一 1947, 德 )(1900)9 提 出 辐射 能 量 在 被 吸收 或 发 射 时 以 整 
个 量子 (其 能 量 e 一 jn, 这 里 ,是 频率 ,而 六 后 来 称 为 普 朗 克 常 量 ) 出 现 后 ,结合 光谱 
的 研究 , 玻 尔 (1885 一 1962, 丹 麦 )(1913)98 指 出 原子 结构 具有 量子 态 , 能 量 为 Es。 和 
E, 的 两 个 量子 态 m 和 nn, 其 能 量 差 与 光谱 频率 w-, 有 下 列 关系 ， 


= Ea—E, 


mn 


在 未 与 经 典 力学 彻底 决裂 以 前 , 一度 认 为 量子 态 是 在 经 典 力 学 的 运动 状态 (电子 
轨道 ) 中 附加 所 谓 量子 化 条 件 


中 av = (或 "十 去) (z 为 非 负 整数 ) 


而 选 定 ,其 中 9 和 思 是 共 因 的 坐标 和 动量 ， $ 指 一 个 运动 周期 的 积分 ,这 称 为 旧 量 


子 论 . 
原子 的 光谱 线 强度 和 极 化 与 量子 化 的 运动 状态 也 有 某 种 对 应 关系 ( 玻 尔 对 应 
原理 ). 在 这 基础 上 ,克拉 默 斯 (1894 一 1952, 荷 ) (1924)@ 凌 出 了 色散 关系 ; 玻 恩 
《1882 一 1970, 德 )(1924) 9 给 出 了 微 扰 理 论 的 推导 ,并 第 一 次 以 量子 力学 作为 标题 . 
在 海 森 伯 (1901 一 1976, 德 )(1925) 提 出 直接 用 光谱 实验 测量 到 的 频率 和 振幅 
来 描述 对 辐射 的 吸收 及 发 射 的 原子 系统 后 , 海 森 伯 、 玻 恩 和 若 尔 当 严格 建立 起 用 矩 


M. Planck, Ann. Physik,4 (1901) ,553. 

N. Bohr, Phil. Mag. ,26 (1913) ,1,471,857. 

H. A. Kramers, Nature,113 (1924) ,673;114 (1924) ,310. 

M. Born, Uber Quantenmechanik( 论 量子 力学 ) ,Z. Physik,26(1924) ,379. 
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阵 描述 力学 变量 的 量子 力学 ( 亦 特 称 为 矩阵 力学 )9@; 狄 拉克 (1902 一 1984, 英 ) 严 
格 建立 起 用 不 满足 乘法 对 易 律 的 “量子 ” 数 ,简称 a 数 (与 “经 典 ” 数 ,简称 c 数 相对 
应 描述 力学 变量 的 量子 力学 8. 这 两 者 在 数学 上 是 等 价 的 , 狄 拉 克也 是 听 了 海 森 
伯 的 报告 而 后 独立 创建 的 . 

另 一 方面 ,从 普 朗 克 的 辐射 量子 论 出 发 ,进一步 对 辐射 深入 研究 , 爱 因 斯 坦 
(1905)@ 提 出 辐射 不 在 被 吸收 或 发 射 时 也 是 以 量子 状态 存在 . 光量 子 的 能 量 s 等 于 
其 频率 (或 角 频率 w) 与 普 朗 克 常数 h( 或 所 二 h/2x) 的 乘积 , 即 

e=hy= fo, 
并 且 相 应 有 动量 p, 其 大 小 为 p= 二 h/X，,4 为 波长 ,或 者 用 波 矢量 上 表示 为 


p= hk; lk 二 至 = 谤 ， NW =Xw = 


wrk 为 四 维 波 矢 ,c 是 光速 ;以 此 解释 了 光电 效应 、 

德 布 罗 意 (1892 一 1987, 法 )(1923)@ 受 此 启发 提出 了 这 种 粒子 与 波 的 联系 的 
普遍 性 ,譬如 对 于 电子 也 适用 . 电子 的 德 布 罗 意 波 在 1927 年 为 戴 维 孙 和 革 末 @ 以 及 
汤姆 孙 ® 各 自 独立 进行 的 衍射 实验 所 证 实 . 

严肃 认真 地 认为 粒子 是 波 , 牛 顿 力 学 相当 于 几何 光学 , 醉 定 记 (1887 一 1961， 
奥 )(1926)@ 建 立 了 波动 力学 ,也 解释 了 原子 结构 的 量子 态 . 他 又 证 明了 波动 力学 
与 量子 力学 的 数学 等 价 9. 

虽然 原来 出 发 时 物理 概念 是 有 差别 , 苹 定 词 认为 波 是 物质 的 结构 ,而 玻 恩 等 9 
认为 波 是 粒子 运动 的 统计 描述 . 前面 这 种 想法 至 今 尚 不 能 自圆其说 ,后 面 这 种 解释 
则 是 自 洽 的 ,但 是 否 不 允许 更 根本 的 解释 也 有 时 有 人 怀疑 . 

从 这 段 发 展 史 看 来 ,严格 (无 论 与 实验 比较 或 理论 上 检讨 ) 和 多 方向 性 (群众 
性 ) 都 很 重要 ， 而 核心 是 敢于 革新 ,善于 革新 . 量子 力学 与 狭义 相对 论 虽然 都 是 20 


®D W.Heisenberg,Z. Physik,33(1925),879. 
® M.Born,P.Jordan,Z. Physik,34 (1925),858. 
M., Born P. Jordan, W. Heisenberg, 2. Physik, ,35 (1926),557. 
W. Heisenberg,P, Jordan,Z. Physik,37 (1926) ,263. 
@ P.A.M.Dirac, Proc. Roy. Soc. (London) ,Al09(1925),642;Al10(1926),561;Al11(1926),281; 
Al14(1927) ,710. 
A. Einstein, Ann. Physik,17 (1905) ,132. 
L. de Broglie, Comptes Rendus ,177(1923) ,507; Nature,112 (1928) ,540. 
C.J. Davisson,L. H. Germer, Phys. Rev. ,30(1927) ,705. 
G. P. Thomson, Nature,120(1927) ,802: Proc. Roy. Soc. (London) , A117 (1928),600. 
E. Schrodinger, Ann. Physik,79(1926) ,361,489;80(1926) ,437;81(1926),109. 
E. Schrodinger, Ann. Physik, 79 (1926) ,734. 
M. Born,Z. Physik,37 (1926) ,863;38 (1926) ,803; Nature,119 (1927) ,354. 
P. Jordan, 2. Physik. ,41 (1927) ,797. 
W. Heisenberg, Z. Physik. ,43 (1927) ,172. 
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世纪 物理 理论 的 革新 ,但 量子 力学 跟 相 对 论 有 所 不 同 :从 将 相对 论 仍 归 属于 经 典 物 
理 ,而 将 量子 论 归 属于 量子 物理 的 这 种 划分 可 见 . 因为 在 一 般 常 见 的 事物 中 ,相对 
论 效应 常 是 一 个 小 的 修正 , 而 原子 的 存在 ,化 学 的 反应 ,以 至 于 生物 的 遗传 则 都 是 
量子 效应 . 经 典 物 理 中 粒子 和 波 的 运动 ,在 量子 物理 中 被 量子 态 代替 . 

下 面 定量 地 作 简 要 介绍 . 


9.1.2 黑体 辐射 


黑体 辐射 指 一 真空 密闭 腔 , 腔 壁 维持 在 均匀 温度 T, 达 到 平衡 时 , 腔 中 各 频率 
的 电磁 波 的 能 量 有 一 定 的 分 布 (能 量 密度 为 udy). 实验 观察 时 可 在 腔 壁 开 一 小 口 
(小 到 不 影响 腔 中 平衡 ), 单 位 小 孔 面 积 向 外 辐射 的 能 量 则 是 c/4 倍 腔 中 能 量 密度 
(参考 习题 9. 1). 

1. 黑体 辐射 等 效 于 辐射 振子 的 力学 系统 

为 计算 腔 内 平衡 态 的 能 量 密度 , 先 将 这 腔 中 的 电磁 场 用 简 正 坐 标 表示 为 力学 
系统 ,具体 作法 如 下 : 为 简单 起 见 取 腔 为 立方 体 ,体积 V==L’ ,L 为 边 长 . 引入 矢 势 
A(r,t) 来 描述 电磁 场 ( 本 书 采用 国际 单位 制 . 关于 电磁 量 ,量子 力学 文献 中 常 使 用 
高 斯 单位 制 . 为 了 读者 阅读 文献 的 方便 ,我 们 指出 ,只 要 在 本 书后 面 几 章 的 有 关 表 
达 式 中 作 以 下 变换 

4reo 一 1， eopo 一 1/c 
A—~A/c, B—B/c, ma—ama, 百 一 cH/4r， 卫 一 D/4r; 

就 可 得 到 高 斯 单位 制 的 相应 表达 式 , 其 中 se 和 Am 为 真空 的 电容 率 和 磁 导 率 ,B， 
mé& ;日 ,D 则 分 别 为 磁感应 强度 、 磁 矩 、 磁 场 强度 .电位 移 . 后 面 还 将 在 有 关 地 方 再 
次 提醒 .关于 较 详细 情况 , 见 本 书 第 2 章 , 尤 其 是 2. 1. 4 节 ). 电场 强度 E 和 磁感应 
强度 B 为 


则 麦克 斯 韦 方程 化 为 矢 势 4 需 满足 的 方程 
ee > Ve 
VY .4A=-0，VA 一 254 一 0， 
采用 周期 性 边界 条 件 而 将 A 展开 为 
4(r,D = Di)Ah(7), 
其 中 
VA + BeAr = 0 VeA=0s 


4; 是 周期 函数 ,譬如 
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A; 一 WacosCa .r) 及 esin(k 7)， 
这 里 cos 和 sin 都 算 , 但 与 一 k 只 取 一 个 波 矢 k 作为 k;. 满足 周期 边界 条 件 要 求 
如 = Cn ns sn) (nz ,ny sn: 为 整数 )， 


而 V4; 二 0 则 要 求 


€@* k= 0; 
所 以 给 定 了 k, 还 有 两 个 e 可 选取 , 即 代表 两 个 线 偏 振 方向 . 又 要 求 角 频 率 w 满足 
= 
以 使 
V 和 十 二 wh 一 0 
因此 
a i 
VA— A 4-0 
给 出 


入 4 +wig: 一 0， 
此 为 简 正 坐标 9, 的 运动 方程 .整个 系统 的 能 量 为 
goF:+B/p .1 da、 
| ) + 
因为 
| Mdr = dy, 
v 0 


所 以 电场 部 分 ， 


而 对 于 磁场 部 分 ， 

B=B.VXA=V.(AXB)+A. (VXB) 
中 前 一 项 对 积分 无 贡献 ,后 一 项 为 

A:(VXB)=A.VX(VXA) 
=A. (Vy .4 一 V24) =—A.V’A, 
最 后 一 个 等 式 是 由 于 V* 4 二 0; 所 以 
这 
] 大 dr 一 pr Lovk; 一 唐 2 J 一 本 Din. 
这 样 ,黑体 辐射 的 平衡 态 便 相当 于 一 系列 谐振 子 的 力学 系统 的 平衡 态 , 哈 密 顿 
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函数 为 
H=— DEp+og); 
其 正则 方程 为 
学 一 如， 史 一 一 wo， 
与 其 运动 方程 重合 . 
2. 瑞 利 - 金 斯 公式 


对 于 辐射 振子 ,因为 & 一 0 时 只 有 cos( 扣 六 一 个 1, 而 A 天 0 时 和 一 k 算 一 
个 心 但 有 cos 和 sin 算 两 个 1; 再 考虑 到 每 个 上 有 两 个 e 也 算 两 个 4. 所 以 ,频率 在 v 
到 "十 dy 的 振子 总 数 为 


> 11 限 制 w = 2xv 到 2x(y 十 dv) 


=2 D3 AnzAnyAna| 限制 V 开 十 到 十 下 一 玫 到 Ev+ dy) 


根据 经 典 统计 物理 的 能 量 均 分 定理 ,每 个 振子 的 平均 能 量 为 (此 处 用 0 免得 与 电 
场 E 混淆 ) 


| He rdpdq 
a 
| apda 
这 里 全 是 温度 ,k 是 玻 尔 兹 曼 常量 (不 要 与 波 数 混 淆 ). 所 以 得 到 
Sm Tq 
本 “ 


一 AT， 


wdy 一 


这 就 是 瑞 利 (1900)@- 金 斯 (1905)2 公 式 , 它 与 鲁 本 斯 和 库 尔 鲍 姆 (1900 一 1901)@ 的 
长 波长 实验 符合 ,但 与 短波 长 实验 不 合 ;也 不 可 能 符合 ,因为 ， 没 有 上 限 , 瑞 利 公式 
给 出 无 限 大 热 容 ,由 于 腔 的 自由 度 是 无 穷 多 个 . 

3. 斯 特 落 - 玻 尔 兹 有 定律 

在 这 以 前 , 玻 尔 效 曼 (1884)@ 从 辐射 压强 


p= Tu, 


3 


Lord Rayleigh, Phil. Mag. ,49 (1900) ,539; Nature,72(1905) ,54,243. 
J. H. Jeans, Phil. Mag. ,10 (1905),91. 

H. Rubens,F. Kurlbaum, Ann. Physik,4(1901) ,649. 

L. E. Boltzmann ,Wied. Ann. Phys. ,22(1884) ,291. 


eeee 
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其 中 w= | “dv 为 总 能 量 密度 ,以 及 热力 学 第 二 定律 


dGxV) 十 pdV = TdS, 
其 中 S 是 精 ,V 是 体积 ;由 dS 为 全 微分 得 


_Vou 4 
ds 一 东经 4T+ 税 ay， 
所 以 
Bf/ 了 ax\ 8 /4u a 所 
让 全 弹 )- 演 ( 缔 )=-%， 即 这 一 4 苦 = 
积分 得 到 下 列 定律 : 黑体 辐射 的 能 量 密度 与 绝对 温度 的 四 次 方 成 正比 , 即 


u=aT', 
而 斯 特 洲 (1879)? 早 就 从 实验 上 发 现 了 这 条 定律 ,因此 ,现在 称 为 斯 特 沙 - 玻 尔 兹 
曼 定律 ,其 中 a 是 一 常量 ,现在 通常 把 oc 称 为 斯 特 藩 常量 . 


4. 维 思 公 式 
类 似 但 更 细致 的 考虑 ,利用 运动 界面 反射 电磁 波 时 的 多 普 勒 效应 , 维 恩 
(1893)@ 证 明了 


Wdy = vp( 芋 ) dy， 


其 中 9( 苦 ) 是 变量 ,/T 的 任意 函数 . 仿效 变 克 斯 韦 分 子 速度 分 布 律 , 维 因 (1896)9 
提出 半 经 验 式 


wdy oc ve dy, 
其 中 =c/y 为 波长 ,cs 称 为 第 二 辐射 常量 ;这 与 短波 长 实验 符合 ,但 与 长 波长 实验 
不 合 . 实验 的 高 度 精确 使 不 同 的 插值 公式 可 以 甄别 . 
5， 普 朗 克 公式 四 
普 朗 克 (1900 年 10 月 19 日 ) 在 德国 柏林 物理 学 会 会 议 上 提出 的 插值 公式 是 用 
如 下 方式 次 出 来 的 . 根据 能 量 与 平均 值 偏差 的 统计 力学 关系 ,有 (参考 7.4 节 ) 


Tr rd ,d/l 
唔 -0 = 人: 乞 高 ( 主 )- 


对 于 维 恩 公 式 ， 


四 1.Stefan,Wien. Ber., 79 (1879),391. 

加 W.Wien,Berl. Ber., (1893),55. 

四 W.Wien,Wied.Ann. ,52(1894),132;58 (1896) ,662. 

@ M.Planck,Verhi.d.D. Phys. Ges. ,2(1900). 202( 公 式 ),237( 推 导 );Ann. Physik,1 (1900),69， 
71934(1901) 553. 
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U= wes, 

其 中 ”是 常量 ,得 

RS U d/l\_ 3 

pd 襄 ( 示 )- ci 
于 是 

HU ~ EU, 

对 于 瑞 利 公式 ,有 

二 1 k, d/l _k 

U= 杂 ， 示 = 霹 ， 面 (地 )= 一 记 ， 
因而 


(H-U =U. 


普 朗 克 取 偏差 方 和 (两 个 独立 因素 引致 总 的 偏差 方 和 为 各 因素 独立 引致 的 各 偏差 
方 的 和 ) 作 为 插值 ， 
3 kev sr ( 腾 直 3 
FH-D = + U4/ 南 ()， 
因而 


d (二 )= 二 本 1 1 
am\AT) DTkao 二 [DER tl 
进行 积分 后 得 到 


1 ce lnC 二 pcav/c 
T czy U 
即 
kcav/c 
0- 


其 中 =kcs/c 称 为 普 朗 克 常量 (k 为 玻 尔 兹 曼 常量 ,而 c: 一 Ac 人 为 前 面 维 恩 公式 中 


的 第 二 辐射 常量 ) 结 果 得 到 黑体 辐射 的 能 量 分 布 为 
Bry: hy de 


ER 
Ct 


这 就 是 普 朗 克 公式 , 它 包 括 维 恩 公式 和 瑞 利 公 式 作为 两 端的 近似 ,并 与 短波 长 .长 
波长 及 中 间 波 长 的 实验 比较 完全 一 致 ( 陆 末 - 普 林 斯 海 姆 实验 ?了 , 鲁 本 斯 - 库 尔 鲍 姆 
实验 8 及 帕 邢 (1901) 实 验 9). 并且 由 此 给 出 


wdy 一 


@ O.R.Lummer,E.Pringsheim,Verhi. d. D. Phys.Ges. ,2(1900),163;Ann. Physik. ,6(1901),192. 
® H.Rubens,F.Kurlbaum,Ann. Physik,4(1901),649. 
@® F,Paschen,Ann. Physik,4(1901),277. 
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大 一 6.55X10?#Js, 有 一 1.346X1023JK ， 
这 相当 于 
N= 6.175 X10* mol 
与 当时 梅 耶 (1899)9 的 值 
y N= 6.40 X10 mol- 
符合 . 根据 普 郎 克 公式 容易 求 得 (参见 习题 9.1) 
= Br 2 
1l5c°h’ 1l5c2h’” 

两 个 月 后 , 普 朗 克 (1900 年 12 月 14 日 )2 又 在 柏林 物理 学 会 上 给 他 的 公式 以 
量子 说 明 ( 参 见习 题 9. 2) ,这 就 是 量子 论 的 生日 . 他 宣称 :辐射 能 量 在 吸收 或 发 射 
时 以 整个 量子 进行 ,频率 "的 辐射 其 量子 能 量 为 < 一 心 . 频率 "的 辐射 振子 的 能 量 
已 , 只 能 取 其 量子 e 的 整数 倍数 ne ,从 


FE, 
本 Se ENT ’ 


其 中 E, 王 ne 二 nhy, 也 得 出 平均 能 量 
U= € hy 


el emol 
谐振 子平 均 能 量 的 量子 论 公式 也 被 爱 因 斯 坦 (1907)98 和 德 拜 (1912)@8 引 用 来 
解释 固体 低温 的 热 容 比 杜 隆 - 珀 蒂 (1819) 定 律 @8 所 给 为 低 的 原因 ( 见 前 第 7 章 7.3 
节 )。 
辐射 振子 的 量子 态 E, 一 nhy 先是 将 它 看 做 经 典 轨道 (参量 表示 式 


gq) = sincwt + 9p), 
TO 


dq() 了 砍 
PWD= = /2 cos(wt 十 9) 


U 


的 轨道 ,相当 于 能 量 为 
二 Cp + wg) = nhy 
者 ) 满 足 量子 化 条 件 


O. E. Meyer, Kinetic Theory of Gases,1899,p. 2991. 

M. Planck, Ann. Physik,4 (1901),553. 

A. Einstein, Ann. Physig,22(1907) ,180,800;34(1911) ,170,590. 
P. Debye, Ann. Physik,39(1912) ,789. 

P.L. Dulong, A. T. Petit, Ann. Chim. ,10(1819) ,395. 


@O@8e 


226 第 9 章 量子 力学 初步 


中 as 一 劝 


而 选 出 者 ,中 积分 表示 沿 一 周期 从 :一 0 到 :一 2x/w. 这 样 ,在 相 空间 p,q 中 每 世面 
积 相当 于 一 个 量子 态 . 


9.1.3 原子 结构 和 原子 光谱 


闭合 轨道 的 这 样 的 量子 化 条 件 被 玻 尔 9 采 用 到 原子 结构 中 . 按 卢 瑟 福 a 粒子 散 
射 实验 2, 原子 中 心 有 集 中 几乎 全 部 质量 的 原子 核 ,周围 有 电子 运动 . 玻 尔 考虑 氢 
原子 , 核 近 似 不 动 在 坐标 原点 ,电子 质量 为 m, 电 荷 为 e( 二 一 |e|), 在 半径 为 7 的 贺 
周 轨 道上 以 勾 速 v 旋转 ,与 核电 荷 |e| 之 间 的 吸引 力 e/(4neo)r? 提供 向 心力 ,mv?/ 
~, 所 以 mvr 一 拓 /(4reo); 这 里 eo 是 真空 电容 率 , 高 斯 单位 制 中 没有 此 (4reo ) 因子 . 


应 用 量子 化 条 件 中 Pdq 一 呈 到 为 角 动 量 p, 二 mvr 而 9 为 角 坐 标 p 时 ,注意 到 角 
动量 守恒 ,得 到 


mvr = mh/2n = nh, 
其 中 三 h/2x. ee ww 和 半径 r, 为 
Creo) 亚 下 ， 
rr mer 


To 一 
而 量子 态 的 能 量 为 
3 2 me* 
En = gm" Cy 本 六 (Ze ) 
从 量子 态 n 向 量子 态 2 跃迁 时 ,电子 的 能 量 损失 了 


me (1-1 
BE 2 (4 :)， 


相应 发 出 光谱 频率 为 


ws = (E, — E,)/h = Rc( 计 一 立 )， 


或 波 数 为 
Ds — = yes = (Es — Es)/he 一 R ( 主 一 去 )， 
其 中 R 为 里 德 伯 (1854 一 1919, 瑞 典 ) 常 量 3, 它 的 表达 式 和 光谱 测定 值 为 


me - 1 
= me 一 10 973 731.568 527(73) 
Re 一 了 es ™ 10 973 和 


@ N.Bohr,Phil.Mag. ,26 (1913),1,471,857. 
® E.Rutherford,Phil. Mag. ,21 (1911),669. 
图 J.R.Rydberg, Phil. Mag. ,29(1890),331. 
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及 -<c 一 一 3. 289 841 960 361(22) X 105 Hz; 


et 
2(4neo) hh 
而 按 当 时 的 基本 常量 算出 的 Rc 值 为 3. 26 X 105 Hz, 与 实验 数据 符合 . 不 同 的 
?一 3,4,…' 构 成 巴 耳 末 系 @. 同样 ， 

于 


到 一 Re( 言 一 直 )，n 45 
构成 帕 邢 系 (1908 发 现 前 两 条 )@. 玻 尔 理论 建立 于 1913 年 ,而 莱 曼 系 9 
zi 一 Re(1 一 直 )，m 一 23 
于 1914 年 发 现 ; 布 拉 开 系 @ 
六 一 Re( 赴 一 去 )，m 一 56 
于 1922 年 发 现 ; 普 丰 德 系 @. 


= Re( 趣 一 直 )，m = 6.7，， 
于 1924 年 发 现 . 这 样 ,光谱 线 与 原子 的 两 个 量子 态 有 关 
-En—E, 
Vm 一 eh 


称 为 普 朗 克 - 玻 尔 关系 . 
9.1.4 玻 尔 对 应 原理 


玻 尔 拒绝 用 经 典 力学 和 电动 力学 研究 量子 态 间 的 跃迁 过 程 的 详细 描述 . 他 指 
出 当 m==n 十 tCn 大 时 ) 有 


-rm (to) 
rr eadreo) hi \n (Cntr)? 
i 


~ raneo Rn 
与 经 典 的 轨道 频率 
三 
2rr, 2n(4neo) fin 
的 + 倍 频 相当 ;所 以 ,他 进一步 假设 ,n 十 rn 跃迁 所 发 射 的 光谱 线 的 强度 及 其 极 化 
方向 ,也 与 第 ”个 量子 化 轨道 的 振幅 的 傅 里 叶 展 开 中 的 r 倍 频 系数 有 关 . 这 就 是 著 


vn 


四 J.J.Balmer,Ann. Physik,25(1885),80. 

@ F.Paschen,Ann. Physik,27(1908),565. 

@ T.Lyman,Phys.Rev. ,3(1914),504. 

@ F.S.Brackett,Nature,109(1922),209. 

© H.A.Pfund,J.Opt. Soc. Am. ,9(1924),193. 
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名 的 玻 尔 对 应 原理 O. 

在 这 个 基础 上 ,克拉 默 斯 (1924)3 凑 出 了 色散 关系 (参见 第 10 章 习 题 10. 4)， 
对 于 原子 的 感 生 电 偶 极 矩 p 与 (微弱 ) 外 辐射 场 E 的 比值 , 即 原子 极 化 率 a 可 表 
示 为 


_p RE 
此 -Cr 5 DR > = | 


OF 2) 
其 中 A 为 单位 时 间 从 m 态 向 nn 楚 的 自发 路 迁 概率 ,y 是 入 射 光 (辐射 场 ) 频 率 , 而 
4 三 (Ei 一 E1)/hyvj 二 (El 一 E;)/h. 这 里 假设 电场 使 在 态 1 上 ,否则 要 乘 以 处 于 态 1 
的 原子 数 Ni ,并 对 1 求 和 . 现在 一 般 将 上 式 称 为 克拉 默 斯 - 海 森 伯 色散 公式 . 

玻 恩 (1924)9 给 出 了 振动 系统 受 微 扰 的 普遍 方法 (也 包含 克拉 默 斯 色散 关 
系 ) ,并 第 一 次 用 量子 力学 作为 文章 的 标题 . 他 指出 ,对 于 物理 量 $, 经 典 一 > 量子 
的 关系 普遍 为 


ra ~ [Ont — om], 
或 者 

ta 6 一 -GOn 十 一 GD 

Bn 


其 中 了 是 作用 量 ,h 是 作用 量子 ( 普 朗 克 常 量 ). 
下 面 将 可 看 到 ,量子 力学 就 是 玻 尔 对 应 原理 的 严格 表述 . 


9.1.5 和 矩阵 力学 9 


海 森 伯 (1925) 认 为 物理 中 只 应 该 用 可 观察 量 , 他 建议 消除 原子 轨道 (其 大 小 和 
频率 等 ), 而 直接 用 其 吸收 或 发 射 的 光 的 频率 和 强度 (更 好 些 是 用 振幅 ) 来 描述 . 注 
意 到 量子 论 与 经 典 理论 的 如 下 相似 点 : 


® N.Bohr,On the Quantum Theory of Line Spectra Dansk. Vidensk ,Selsk. Scriftcr, Naturvidensk. og 
Mathem. Afd. 8,Rakke, NV. 1,Nr. 1—3(1918—1922); The Theory of Spectra and Atomic Constitution, Cam- 
bridge Univ. Press, New York,1922. 
® H.A.Kramers,Nature,113 (1924),673;114 (1924),310. 
H. A. Kramers, W. Heisenberg,Z. Physik,31 (1925) ,681. 
@”M. Born,Uber Quantenmechanik( 论 量子 力学 ) ,Z. Physik,26 (1924) ,379. 
@ W.Heisenberg,Z. Physik,33 (1925) ,879 
M. Born, P. Jordan, ibid,34 (1925) ,858. 
M. Born,P. Jordan, W. Heisenberg,ibid, 35 (1926) ,557. 
W. Heisenberg,P. Jordan, ibid,37 (1926) ,263. 
P. A. M. Dirac Proc. Roy. Soc. (London) ,A109 (1925) ,642;A110 (1926),561;A111 (1926),281; 
Al14 (1927) ,710. 
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量子 论 


vnn—r) 


={E(W) -En—D)} 


经 典 理论 


vnsa)=av(n)=a 轩 


edW 


= (nk) 
普 妥 克 - 玻 尔 关系 hd 
vnsn—a)t+v(n—a,n—a—p) v(nva) tv(n,B)=yv(n,atp) 
=v(n,n—a—B) 傅 里 叶 级 数 (两 级 数组 合 ) 
里 茨 组 合 原理 9 
海 森 伯 引入 (省 去 取 实 数 部 分 Re 冠 词 ) 
Ann—a) eo A Ere 


并 注意 到 其 与 后 者 的 对 应 关系 , 相当 于 将 经 典 理论 中 传 里 叶 级 数 的 乘法 x 二 zy 引 
人 对 应 的 乘法 规则 如 下 


这 ezrikma 一 et ~ 
z(t)= > Ann oe py > A, Cm ese 


二 emma DD 
y(t)= BD) BOmn a)e yn) = 3 B,Cn) emer 


zmt)= D) Cm ee 


(上 一 > Cann—a)e 人 


C (Cam 一 及 = >) Alnn—a) 


XB(n—a,n—B) 
量子 论 中 乘法 关系 由 里 茨 组 合 原理 决定 . 那 时 理论 物理 学 者 对 数学 的 矩阵 不 
熟悉 ,而 玻 恩 求学 于 希 尔 伯 特 ,数学 较 好 ,他 发 现 此 乘法 即 矩 阵 乘法 ,经 典 力学 中 的 
傅 里 叶 级 数 改 换 为 量子 力学 的 矩阵 
z(t) = (Ame™™’), 
y(2) = (Bm ee ™m'), 


Cam = DD) Am Ban) 


则 有 
z(t) = z(t)y(t) = (Cm em ), 


Cm = >)AsBu- 
由 于 玻 尔 关系 和 里 茨 组 合 原理 


QD W. Ritz. Uber ein neues Gesetz der Serienspektren( 关 于 谱 线 系 的 一 个 新 原则 ), Phys. Zeits. ,9 
(1908) ,521;Astrophys. J. ,28(1908) ,237. 
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Vk 二 Yin 一 om， 


1 1 1 
天 CE， 已) 十 无 CE En) 一 元 CE。 Ea 


相应 于 经 典 伟 里 叶 级 数 展开 的 中 pdg 一 nh( 也 有 时 用 (n 十 1/2)h) (量子 化 条 件 ) 即 用 


J=h 
内 
一 向 de = 癌 |， p da, 
| # a = p29 引流 ge ME 2riv mn) spe em de 


= 2ri SY rg (pln) =J， 
对 J 一 微分 得 a 
立 (< 记 ) qi0Dp CD 二 地 
这 个 经 典 关系 对 应 有 量子 关系 
Dat prt gp }= 去 ， 
或 


Bantrmpnntr) — gnn— pn rn)) = 去 


这 式 代表 矩阵 方程 
大 
TT 
的 对 角 部 分 . 非 对 角 部 分 先 设 为 零 ( 玻 恩 ) 后 证 明 为 零 ( 若 尔 当 ). 
这 样 , 经 典 力 学 系统 以 哈密 顿 孙 数 HH(q,p) 描 述 者 ,其 运动 方程 为 
dq_ gaH, dp -9H, 
dt ap dt 389” 
作为 量子 力学 系统 ,同样 哈密 顿 函数 电 二 Hlg,p)( 其 中 g,p 为 矩 阵 ,乘法 次 序 有 关 
系 ) 和 同样 运动 方程 


一 二 
pa—ap 一 2 王 


g(t) = (qmn Em" )， 
$1) = (2riymng mn erm" ). 
保守 系统 的 HCg,p) 不 明显 依 问 于 t, 有 时 一 0, 从 


dF_ + + E72 aF ,aFaH a3F aH 
dt agq ap dp ag 


= 2 +[F,H] 
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得 重 =。, 即 能 量 守恒 . 所 以 五 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 求 定 态 能 级 的 问题 即 是 把 哈密 顿 


矩阵 对 角 化 ,并 考虑 到 量子 化 条 件 . 
和 矩阵 力学 的 运动 方程 即 矩阵 方程 


H 2xi 
4 一 3 = PELHa —gqHI = [a,H], 


=H 


~ 2rirpgp— = 
Ba RLHp—pH]= Lp,H]. 


从 量子 条 件 
pq 一 gp 一声 ， 即 [gp] 一 1 


知道 ,矩阵 必然 是 无 穷 行 无 穷 列 , 因 为 有 限行 有 限 列 的 矩阵 AB 一 BA 的 对 角 元 和 
恒 等 于 零 ,与 量子 化 条 件 不 相 容 , 玻 思 和 维 纳 (1926)9 证 明 无 穷 矩 阵 实 即 算 符 的 
表示 ， 


满足 量子 化 条 件 、 

狄 拉克 在 听 了 海 森 伯 的 演讲 后 ,考虑 观察 量 在 量子 力学 中 用 9 数 表示 (不 同 于 
经 典 力学 中 用 c 数 表 示 ,c 数 即 普通 实数 ,而 9 数 乘法 不 满足 对 易 律 )(1925,1926)， 
实际 也 就 是 算 符 . 狄 拉克 证 明 , 将 经 典 力学 系统 改 做 量子 力学 系统 ,只 需 将 泊 松 括 
号 定义 改变 : 


即 可 , 量子 化 条 件 为 
[qq 一 0， [psp:]=0, [gp:l= on; 
而 运动 方程 在 海 森 伯 绘 景 为 
莹 = [8,H]+ 状 ， 
其 中 互 为 系统 的 哈密 顿 量 . 
海 森 伯 ( 随 之 玻 恩 和 狄 拉克 ) 使 经 典 力学 系统 不 必 先 求解 然后 量子 化 ,而 是 直 
接 化 为 量子 力学 系统 再 求解 ,这 样 将 经 典 力 学 一 一 量子 力学 . 


® M.Born,N.Wiener,Z.Physik,36 (1926),174. 
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9.1.6 波动 力学 


另外 一 条 发 展 道路 (波动 力学 ) 也 是 从 普 朗 克 量 子 出 发 ,对 于 光 的 量子 ,不 仅 在 
吸收 和 发 射 时 而 且 即 使 在 传输 时 也 是 处 于 量子 状态 . 爱 因 斯 坦 (1905)9 根 据 hv 解 
释 了 光电 效应 , 逸 出 电子 最 大 动能 为 hy 一 epley 为 逸 出 表面 时 的 逸 出 功 损失 ), 根 
据 相 对 论 , 光 量子 除 能 量 hy 外 , 尚 有 动量 iv/c, 这 解释 了 康 普 顿 效应 (1922)@. 如 图 
9. 1 所 示 , 频率 为 "的 X 射线 ， 经 轻 元 素 散射 后 频率 下 降 为 v ,一 部 分 能 量 动量 给 
了 予 (基本 上 是 自由 的 ) 电 子 . 由 能 量 守恒 


, vt 
心 一 心 十 me:{ (1 一 到 ) -1 
和 动量 守恒 
避 一 色 cosp 十 Lm 
C C = 
a 
0= 华 sing 一 sing， 
ls 
给 出 
/oo y 
1+ cr (1 一 cosg) 
或 


其 中 二 一 Xe 称 为 康 普 顿 波长 ,对 于 电子 ,Ac 二 2. 426 310 217 5(33)X10 ”mm. 


图 9.1 康 普 顿 散射 


® A.Einstein,Ann. Physik,17 (1905) ,132. 
@®@ A.H.Compton,Phys. Rev. ,21(1923),483;22(1923) ,409. 
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1. 德 布 罗 意 波 
电磁 波 的 光 有 这 样 的 粒子 表现 , 德 布 罗 意 (1923)? 认 为 这 是 普遍 现象 ,电子 也 
应 有 波 的 表现 . 德 布 罗 意 波 的 频率 vy 为 


= Ea 了 ， 


a 


其 波长 4 满足 


德 布 罗 意 波 为 要 
更 一 exp 二 (一 BE 十 


的 状 加 ,后 者 在 光量 子 时 即 是 电磁 波 . 用 德 布 罗 意 波 解释 氢 原 、 
子 的 玻 尔 量子 化 条 件 
2xrp 三 雹 即 2rr 一 以 ， 

要 求 玻 尔 轨道 的 周 长 为 德 布 罗 意 波长 的 整数 倍 ( 见 图 9. 2). 

2， 蔷 定 启 方 程 

在 戴维森 和 革 末 (1927)? 及 汤姆 孙 (1927)9 电 子 入 射 实 验证 明 德 布 罗 意 波 以 
前 , 薛 定 请 即 认 为 电子 本 质 是 波 ,应 该 用 波动 力学 描写 电子 的 运动 ,经 典 力学 为 波 
动力 学 的 近似 ,正如 同 几 何 光 学 为 波动 光学 的 近似 一 样 ,量子 效应 即 是 干涉 效应 . 
经 典 力学 中 粒子 在 保守 势能 V 中 运动 有 


H= 基 +V 一 E (常量 能 量 )， 
相应 的 德 布 罗 意 波 满足 波动 力学 方程 ( 现 通 称 莅 定 词 方程 ) : 


[ 莓 壤 ) +v =- 


或 者 令 
= gene, 
则 有 定 态 薛 定 户 方程 : 
vs 
会 志 V +Vjy = Ey; 


@® L.de Broglie,Comtes Rendus,177 (1923),507;Nature,112 (1923),540. 
@®@ C.J.Davisson,L. H. Germer, Phys, Rev. ,30 (1927),705. 
@ G.P.Thomson, Proc. Roy. Soc. (London),A117 (1928) ,600. 
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量子 化 条 件 是 y 单 值 而 有 限 ( 即 使 在 V 的 奇 点 处 ). 薛 定 刘 考 虑 氢 原 子 , 取 V 一 


@ 
一 CR 而 定 出 E 必须 是 本 征 值 
i 
Sy 2(4neo) hs 到” 
量子 化 条 件 才能 满足 ,结果 与 玻 尔 轨道 一 致 . 他 的 文章 的 标题 即 是 “量子 化 作为 本 
征 值 问题 ”0. 


对 于 普遍 的 哈密 顿 量 , 波 动力 学 的 方程 为 


{3(e 导 议 ag” "+ 车 功 jY 一 0， 


代入 
= Aer®, 
注意 到 当 反 ->0 时 ,有 
_h 9 Ackr_yaRik do nAlCwaR 
p= 车 六 Ae 下 站 + 二 区 InA Sv 人 
2 RY Lh FR Ly/IRY 
vv (Bo) 0 rs). 
大 3 ta vroR i ol waR 
Ev=T aA “=| 如 + 车 了 A 


当 抽 ->0 时 ,意味 着 忽略 量子 效应 ,结果 得 到 经 典 力学 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (参考 
1.4 节 ) 


aG 
3g” 


aG 


再 (22 上 +2 一 0， 


9.1.7 波动 力学 与 矩阵 力学 的 数学 等 价 


波动 力学 也 处 理 了 谐振 子 , 结 果 与 矩阵 力学 一 致 . 矩阵 力学 也 处 理 了 氢 原 子 问 
结果 与 波动 力学 一 致 ,但 计算 颇 繁 ( 泡 利 (1900 一 1958, 奥 -瑞士 ))®. 醉 定 词 9 自 
己 证 明了 波动 力学 与 矩阵 力学 的 数学 等 价 . 如 将 更 。 展开 为 正 交 归 一 完备 系 更 , 的 


班 加 ， 
更 。 一 Da: YY.» 
作用 在 史上 的 任意 算 符 sq, 他 汇 ) ,所 得 结果 也 展开 ， 


® E.Schrédinger,Quantisierung als Eigenwertproblem, I , [I , HI, NN,Ann,Physik, 79 (1926),361, 
489;80 (1926) ,437;81 (1926),109. 

加“ W.Pauli,Z. Physik,36(1926),336. 

® E.Schrodinger,Ann. Physik,79 (1926),734. 
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=a. 一 bY 


则 
6 = [Viay.dg = Bama,, 
其 中 
ama 二 [ma 
为 矩阵 
a 一 (am) 
的 矩阵 元 . 
用 狄 拉克 的 括号 符号 了 
更 一 ~|a)， Vln), 
也 = >ag, 一 -|a) = Dn nla), 
大 三 az. = >0 和 一 10) 一 cla) 一 六 |m)(mm12) 
= Dm mlaln) nla)s 
其 中 
an 一 > (nla), bo 一 > (m|b), 
bn = >)ama, 一 > mlb) = >)(m al n) lnla); 
而 
am—* (mlaln) = [more 
用 狄 拉克 括号 符号 ,只 需 注意 
Blnl=1, 
此 即 到 , 为 完备 系 的 条 件 , 而 
ml1|n) = (m|n) = Om 
则 为 正 交 归 一 条 件 . 
求 量子 态 , 波 动力 学 为 解 本 征 值 问题 
也 一 四 se 
让. 二 
EY, 


@ 参考 P.A. M.Dirac, The Principles of Quantum Mechanics ,4th ed. ,Oxford,1958( 中 译本 :P. A. ML 
狄 拉克 著 , 陈 威 享 译 :{ 量 子 力 学 原理 》, 科 学 出 版 社 ,1965. ) 
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H(q 污 2)Y.9 = Ev). 


B39 
量子 力学 或 矩阵 力学 为 对 角 化 问题 
UH(g,PUT =W. 
注意 到 
UaU"* =Q, UpU*=P 
满足 
Upq 一 gp)U7 =0 志 号 = 去 ， 

亦 即 


它 是 正则 变换 的 量子 推广 . 
9.2 谐振 子 和 和 氮 原 子 


9.2.1 谐振 子 


1. 乱 阵 解法 
谐振 子 的 哈密 顿 量 五 为 


I 

= zm + oo 
其 中 m,w 和 9 记分 别 是 谐振 子 的 质量 , 角 频 率 和 共 琵 坐标 与 动量 . 我 们 用 矩阵 力 
学 求 其 能 级 ,就 是 取 玉 为 对 角 和 矩阵 ,同时 要 求 满足 量子 化 条 件 


pa—ap= 专 
注意 到 上 节 中 9. 1. 5 小 节 的 结果 ,正则 坐标 9 可 用 和 矩阵 表示 为 
g = (qun (t)) = (qmn (0)er ‘Sm EY), 


4= (二 (E, —E,)gw (2)) 


其 中 互 代 表 对 角 和 矩阵 
H= (H,) = (E.); 
右 方 和 矩阵 乘积 的 mn 矩阵 元 是 
(Hg—gH)m— > 百 wan 一 > qmH, 
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一 Hoangmn 一 gm 五 


= (E, — E,)gm. 
代入 
i 
Hg ys 
得 
| : 
4 瑞 " 玉 (P49 一 9p ) 一 瑟 (prg— pap + pap — ap’) 
Ne ee i 1 
一 am "页 (2 一 和 多) 十 再 (9 一 鸣 )。377 刀 
三 本 了 下 了 5 去 评 [二 县 
一 2m tam | Sj 
同样 可 求 得 


i m 


i 3 
B= 瓦 (Hp 一 pH)= 刻 只 (gp 一 pa) 


= (dp apa+apg— pa') 


2 
一 2 一 9 一 9) =— mow e(=- 强 ). 


(pq pp) =p ap ap ?tle 8g 
对 于 谐振 子 的 特殊 情形 , 前 两 项 和 后 两 项 分 别 为 零 .但 一 般 ( 哈 密 顿 量 存在 情况 
下 ) 则 为 


t 束 - 癌 训 上- 


(pq—qp)’= 
所 以 一 般 满足 为 零 . 因此 
paq—ap 一 专 1 
自 洽 . _ 
矩阵 的 厄 米 共 二 为 行列 转 置 并 且 i 一 一 i. 容易 看 到 ,p 和 9 均 为 厄 米 自 巷 , 即 
厄 米 矩阵 . 因为 
paq—ap 一 二 1; 


两 边 分 别 取 厄 米 共 示 ( 转 置 用 右上 角 加 工 表示 ,而 复 共 思 则 用 右上 角 加 * 表示 ) 


(pq—agp)T = gp rT— pTg’T, 
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ee 


理 也 是 厄 米 自 共 红 ,同样 , ,6 等 也 都 是 厄 米 自 共 思 . 以 后 简写 “为 +. 
引入 


则 有 
SA 
06= 起- [本 十 meid +iw(pq —ap) | 
专业 1 
== 直 H+ 南 ， 


Ww'= hs [E+mo'g —iwtpg —ap)] 


前 式 左 乘 以 6 与 后 式 右 乘 以 相等 ,所 以 有 
1 1 1 
(起 也 十 去) 一 (zB 
或 
5= 走 (Hb 6H), 
取 其 矩阵 元 ,注意 到 互 为 对 角 和 矩阵 ,得 方程 


(H'IbIH') ( 开 志 下 +1)= 0. 


所 以 只 有 当 
五 = 末 十 ji 
时 ,《H'|15b|H") 才 不 恒 等 于 零 . 又 取 bb' 式 对 角 元 ， 
1 


HbIHYH 61H = 下 一 于， 
本 


因为 左 方 HIIH ==(H'15b1H)" ,所 以 下 一 志 Hu>>0, 本 征 值 为 


,_1 3 5 1 . 
H' = hw, Tho, hr (十 豆 )iw 


的 无 穷 集 合 , 于 是 求 得 b 和 6b' 下 列 不 为 零 的 矩阵 元 : 
((" 十 去 ji 四 ("一 去 )s) = Vne™, 
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人 -ell 二 -= 
其 余 矩 阵 元 均 为 零 . 又 从 
Pt ER 
6 一 (让 +i a) 
求 导数 并 注意 到 4 = p/m 和 方 = 一 mw?*g, 得 到 


b= 一 (到 +iVrwg) 


Vahw ‘Vm 
i 
= 
=iwb, 
同样 有 
b =— iwb! 
于 是 从 5 二 iwb 定 出 
到 = wt p 
另外 ,从 5b,b' 可 反 解 出 
4 到 主 6 一)， 


p= [me (+n), 


于 是 容易 得 到 g 和 的 矩阵 为 (容易 看 出 ,只 有 紧邻 对 角 元 两 侧 的 矩阵 元 才 不 为 


零 )， 
如 3how Shw | 
2 2 2 这 人 2 )» (n+ ) 
因 A 四 
0 Ren 学 
rm 0 -Ee 冤 
ts 本 
st Zrw a i 
0 -人 二 ) 加 
Vn 0 (Ge 
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0 -ew 
Vierrw 0 一 Ze 
Vae'™ 0 
ra 
0 /ne 
Ver 0 


对 于 辐射 振子 ,因为 要 求 
Hy = nfiw = nhy, 
所 以 


Hsu = 圭 (p + iwg)(p—iwg). 


经 典 变 量 与 填 ( 刀 十 iq ) 无 差别 ,量子 变量 有 差别 . 对 于 分 子 和 晶体 的 等 效 振子， 
则 取 

H= 生 + 办 -qf， 
零点 能 如 有 限 并 存在 . 


2 波动 力学 解法 
相应 的 波动 力学 描述 为 (参考 习题 9. 3) 


a hr 三 二 菇 浊 = 
(CC 


其 解 可 用 抛物 柱 面 函 数 D,(z) 表 示 为 了 


Wlq) = et) ——!l Dp.( /ro ,), 
/ne (Y 9) 
或 者 更 通常 是 用 厄 米 (C. Hermite,1822 一 1901, 法 ) 多 项 式 H, (xz) 表示 


De mt lH /eo); 
y V 2 nl Vah/mo ( 上 9 
厄 米 多 项 式 可 表达 为 


H(z) = (—)"er ( 芋 ) . 


@ 可 参考 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 :特殊 函数 概论 ,北京 大 学 出 版 社 ,2000，8 6. 12, § 6. 13. 
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它们 满足 下 列 关系 式 
zH,(z) = nH (z) + 起 Han (7), 


A H(z) = 2nH。(z); 
亚 


例如 ,前 几 个 厄 米 多 项 式 是 

Holz)=1, Hi(z) = 2rz， H(z)= 47 —2, Ha(z) 一 8z 一 12z. 
鲍 林 和 威尔逊 的 书 ? 给 出 直至 "一 10 的 前 几 个 厄 米 多 项 式 H,(z). 

于 是 


「 到 (0480)dg 一 qo 一 《(m 十 去 )io 191 Cn 十 到)ho)》， 
同样 有 
[0 dg = pm = (m+ 让 ho 121 Cn 十 十)hw) 
9) BY i 3 ) hw). 
另外 ， 


Nh=p 一 了 hh 一 hp 一 乞 ， 


等 依 此 类 推 . 注意 到 
[三 Wi (9) 1 WV,(q) dg = Om 
是 从 
Hz) 
(2) 一 6 和 一， 
baa V2 nlVn 
和 


三， (DY CT) dz = Bo 
得 来 ,并 且 容 易 验证 
让 (让 十 zjgi(z) = Vapi 2), 
oe 襄 + x)g. CD = VaTF lg). 
由 此 可 得 到 前 面 用 矩阵 法 求 出 的 相同 结果 . 
9.2.2 氢 原 子 


氢 原 子 的 哈密 顿 量 为 


D L.Pauling,E.B. Wilson,Jr. ,Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York,1935. 
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从 2 2 2 
H=L A 
2m ‘Pr tp» th) (are Hy TFT 


我 们 用 波动 力学 求 其 能 级 . 令 


Pr 一 各 得 ，p, 一生 Er 4 鱼 ， 
和 
= ye 
于 是 化 为 求解 本 征 值 问题 


a 
这 2m a Ey, 
要 求 它 满足 y 单 值 有限 的 量子 化 条 件 . 采用 球面 坐标 (参考 第 2 章 习 题 2. 10) ,上 
述 方程 化 为 


2 2 2 
[- 务 ( 疡 t2 和 + 去 (二 仑 sm 羌 + ET Eza) qm = 
用 分 离 变 量 法 , 令 


y= RGD = RY gp), 
其 中 0<g<2x,0<0<x; 容 易 得 到 一 个 9 的 方程 
ds 
a9z9 一 一 一 mi20， 
其 满足 单 值 连 续 和 正 交 归 一 条 件 的 解 是 
a 
Bg) = 本 e m 二 整数 ; 
和 一 个 09 的 方程 
( pW We ) 


0 药 “0 六 如 1)ed = 2 十 1)8(9)， 
车 令 pw=cosg, 上 式 化 为 关联 勒 让 德 方程 9 
d :sd mm’ 
[六 0 一 记 总 +4+D ezle=°; 
其 满足 物理 条 件 的 解 可 用 关联 勒 让 德 多 项 式 P7 (jy) 来 表达 


二 放生 中 二 一 一 1 一 0 
80) = UT! P00 必 == 整数 ) 宇 0，m 0 一 上 十 1 十 4 


前 商人 半 训 ， 如 P7(u=1) 有 限 , 则 P?(p 一 一 1) 只 有 在 ! 为 整数 时 为 有 限 . 还 可 
将 @(9) 与 B(q) 合 并 成 球 谐 函 数 Ye (6,9) 


2 ey ee 
UFm I (cosg)e (m 二 0, 土 1,…, 土 )， 


Yin (0,9) 一 


@ 可 参考 前 引 王 竹 溪 , 郭 教 仁 书 ,第 五 章 . 
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并 且 有 
Es .eM EY 
= 
Yi ml0,9) = (—)" Yi, 0,9), 


(7 —1)', 


m i —m)! 
Pr"™(z) 一 (一 ) 和 9 PY); 
球 谐 函数 满足 正 交 归 一 条 件 
ffx (0,9) Yr (0,9)singdg dg = Sn 
最 后 一 个 径 向 波 函 数 R(7) 满 足 
让 1/ 电 2 d_ lt) 本 
[ er a ee ty ElR( =0; 
令 R=w, 则 有 一 7( 攻 十 和 生 )R ,所 以 
AR 一 w 骨 有 Sr( 吕 + 二 晤 ) 


A 


1. 离散 谱 
对 于 E<0, 束 缚 量子 态 用 下 面 的 无 量 纲 化 变换 : 
p=2 Yam = E 二 关 三 me 


Daneo) Hen 


所 以 
2r ee/(4xe) __n 
Ta’ 4Br p， 
其 中 oo 一 ee) 各 是 玻 尔 半径 .于 是 ! 满足 方 各 
d’ li+1) 
( 襄 -+-)=0 
令 u=e "wv, 则 vv 满足 
d_d 二 一 4 二 了 ) 
( 率 - dp p Ee 
展开 
v= > op', 
得 到 


DRED-iLtD} ap + Dn—hap™ = 


要 求 上 式 中 4p 的 各 寡 次 项 的 系数 为 零 , 则 最 低 项 应 取 & 一 :十 1〈 另 一 值 & 一 一 : 不 能 
用 ,因为 它 不 满足 尺 在 一 0 处 为 有 限 的 条 件 ) ,而 一 般 项 则 要 求 
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{Cg+ DE—LUL+D}em +t (n—k)c 一 0. 
由 此 看 出 ,如 果 为 整数 ,并 且 "之 ! 十 1, 则 级 数 有 终止 c+: 一 0. 否则 ,由 于 


Co kR—n 1 
c (RE 一 DR 十 /十 1) ko 大 


使 得 当 or~~ce 处 v 如 ee 发 散 超过 e 因子 ,R 一 e "1/o 不 满足 o 一 co 处 量子 化 条 
件 . 当 


人 二 整数 = 0,1,2,… 


时 令 vbrrw, 则 因为 太 其 一 (p 蜗 一 1)p 东 "得 到 应 满足 
[(e +) (pt) to(n -eo -1) je 
即 
[e 得 +24+ Dp 芳 +e(n 一 / 1 oh) = 
或 


人 p 状 +[24+ | D 一 癌 昌 1 HCn -Db)w=0, 
其 解 为 关联 拉 盖 尔 多 项 式 L290 (p) 


wl 
eR ml [Cn 十 Do 
2) 安 tn—i—1—R)12L+I+E RL 
由 于 (具体 运算 见习 题 9. 4) 


| ep {Lt (p)}pdp = 于 ， 
所 以 归 一 化 的 径 向 波 函 数 Ru(7) 为 
Ru(r) =— /去 -) 人 2 (p)s 


开 , 根 号 前 负 号 是 为 了 使 Rs 在 r 小 时 为 正 . Rw 满足 归 一 化 条 件 


其 中 p= 


全 R2(r)mdr 一 1. 
鲍 林 和 威尔逊 的 书 9 给 出 直至 "一 6，! 一 5 的 各 组 量子 数 的 归 一 化 波 函数 表达 式 . 


® L.Pauling,E. B. Wilson Jr., Introduction to Quantum Mechanics, McGraw Hill, New York, 1935. 
Tables 21. 1 一 21. 3 in pp. 133 一 136. 
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2. 连续 谱 Q 
对 于 E>0, 令 E= 起 如 ，p 一 2ikr, 则 有 
er/(4xe)r __ (e:/4neo)2ik i 
4(—E) -4/2mp kaop’ 
其 中 a 一 《93 和 ,这 相当 于 将 以 前 的 改 为 一 起 .我们 还 不 妨 将 2 改 成 一 ZZer， 
得 到 V 一 一 0 和 7 一 志和 S57, 于 是 施 项 改 为 送 艺 1 这 相当 于 一 般 库 仑 场 中 的 


运动. 回 到 和气 原子 ,现在 有 起- 一 读 ,n 一 一 起 ,于 是 


(SD 二 并 
dz Pp up 4 


或 者 , 仍 用 起 -一 这,n 一 一 下 -是 复数 ( 纯 虚 数 ), 于 是 仍 可 写成 
(各 LtD a 1 )。 


)*=°. 


ow fF pp 4 
令 4u=e WY?v, 则 wv 满足 

中 dd LTD 

(w app Pp 六 = 
再 令 v 一 pf+:w, 则 忆 满 足 汇合 型 超 几何 方程 2 


2 
{e 蓝 +[zC4+D 一 癌 昌 + 一 人 Dj= 0 


令 w= >) cop'(co 二 1), 则 有 


re 


Dak— DD +2 Dklep™ + Dn—i—l)— kp = 0， 


如 be 
于 是 
(十 1)(R 十 20 十 2)chy = (k 十 1 十 1 一 De， 
ct +i 二 ln 
ch (十 2 十 2)( 十 1) 
co 三 1， a = 二 


@ 可 参考 L.D, Landau,E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics, Non-relativistic Theory, Pergamon, 1977. 
( 译 自 俄 文 ). [或 中 译本 :并 到 朗 道 ,E. M. 栗 弗 席 兹 著 , 严 肃 译 :《 量 子 力学 ( 非 相对 论 理论 )), 高 等 教育 出 版 
社 ,2008. ] 特 别 是 $33, § 36. 

加 “可 参考 前 引 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 的 书 ,第 六 章 . 
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ot2 on Ut1l—mnU+2 on) 
1 (2 十 3) .2 (2 十 2)(20 十 3)。1。2” 
(十 1 一 四 ……( 十 E 一 好 
(2 十 2)…(27 十 1 十 有 )K1 


cz 一 


ck 一 


引进 汇合 型 超 几何 函数 


全 _11a | e+D 4.. 
Pe n= at ty tT D+ 


ala+ 1)*…(a+k—1) 


Cf i 人 2 e000 
7 二 DC 下 AD 如 二 十 


因而 
w=const F(l+1—n,2l+2,p), 
u=const er me Ei 


=Ce” 27 FC 十 1 一 声 27 十 2， 2ikr). 


但 FCa,y,z) 有 渐 近 展开 式 
Flay,z) ~ LD emi(z ) + RD scr， 


T(y—o) Ta) 
所 以 
a i i 
e F(i+1 + 212ikr) 
总 DC2L 十 226 eCkL- 本 )a(2i)-(CtH- 本 ) 
r(t+1+ 肪 ) 
TC2L 十 2) 


ev (2ikr) How. 
r(i+1 一 亦 ) 
。 


关于 连续 谱 的 正 交 归 一 化 见习 题 9. 6 和 参考 前 引 朗 道 和 栗 弗 席 效 的 书 . 


3. 原子 单位 


我 们 注意 到 ,处 理 原子 问题 时 ,在 最 后 结果 中 或 在 方程 的 无 量 纲 化 过 程 中 ,会 


出 现 _ 些 自然 单位 ;例如 ,作为 长 度 单位 的 玻 尔 半径 os 一 <02 


的 里 德 伯 能 量 R_Ac 一 了 1 


了 等 . 可 以 看 出 , 其 中 有 电子 质量 m, 电 子 电荷 e， 


普 朗 克 常 量 ,以 及 真空 电容 这 0， 它们 的 量 纲 互 不 相关 ,可 以 组 合 给 出 力学 量 和 
电磁 量 的 一 切 有 关 单 位 . (高 斯 制 中 没有 (4ree ) 因 子 , 可 由 m,e, 广 组 成 相应 单位 . ) 


还 可 看 到 ,如 果 一 开始 就 在 方程 中 令 


2m 一 对 一 三 一 一 
m 一 了 一 = (4reo) 一 1， 
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则 在 结果 中 就 自然 以 上 述 的 a。,R-hc 等 作为 单位 ;这 样 在 运算 过 程 中 可 省 略 写 出 
这 许多 常量 的 麻烦 ,会 显得 十 分 方便 . 这 相当 于 斯 莱特 书 中 采用 的 单位 ,? 常 称 为 
斯 莱特 原子 单位 (原子 单位 简写 为 au). 

原子 单位 最 早 是 由 哈 特 里 (1928)@ 采 用 的 ,相当 于 令 

m=|e|= 有 = (4xeo) = 1; 

(实际 上 当时 采用 高 斯 制 ,并 没有 (4xe。) 这 因子 . ) 它 的 长 度 单位 仍 是 玻 尔 半 径 oo， 
而 能 量 单位 则 是 斯 莱特 的 单位 的 2 倍 , 常 称 为 哈 特 里 (hartree). 哈 特 里 原子 单位 即 
通常 文献 中 较 广 泛 使 用 的 原子 单位 (au) ,看 来 使 用 它 在 理论 上 建立 方程 较 方便 ,将 
上 述 常量 一 概 忽略 即 可 . 然而 ,在 实验 上 常 喜欢 采用 里 德 伯 能 量 为 单位 ,这 样 便于 
与 实验 直接 比较 . 

下 面 以 氨 原 子 或 类 氢 离 子 的 方程 为 例 ,用 这 两 种 原子 单位 分 别 写 出 为 


(= 更 一 轻 )y = 即 ， (斯 莱特 原子 单位 ) 


(去 史 一 公 )w = Ey， ( 哈 特 里 原子 单位 ) 


可 以 注意 到 它们 之 间 的 差别 . 
现在 将 有 关 物 理 常量 和 一 些 原子 单位 及 其 数值 列 出 如 下 @( 圆 括号 中 的 数 是 
标准 偏差 ,1. 054 571 628(53) 应 读 做 (1. 054 571 628 士 0. 000 000 053). ) : 


光速 c=299 792 458 ms 
真空 电容 率 eo 一 8.854 187 817…X10- 2 Fm 
普 朗 克 常 量 h=6. 626 068 96(33) X10°™* Js 
太一 1. 054 571 628(53) X 10-% Js 
电子 电荷 lel=1. 602 176 487(40) X10°* C 
=4. 803 204 272(120) X10-” CGSE 
电子 质量 me 一 9. 109 382 15(45) X10 ™ kg 
精细 结构 常数 
a a=0.007 297 352 5376(50) 


ar 一 137. 035 999 679(94) 
a:=5. 325 135 4058(73) X10 
玻 尔 半径 ao 一 0. 529 177 208 59(36) X10 1 m 


@@ 参考 J.C. Slater,Quantum Theory of Atomic Structure, Vol. I ,pp. 25,167—168. 

@® D.R.Hartree,Proc. Camb. Phil. Soc. ,24 (1928),89. 

@ ”数据 系 国际 科学 技术 数据 委员 会 (CODATA)2006 年 推荐 值 , 见 本 书 附录 :常用 物理 量 单位 和 物理 
常量 . 
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(4neo)i? 
Wt 


ME 
里 德 伯 常 量 R=10 973 731. 568 527(73) m”! 
CE mee 
Re Caree Ri he 
里 德 伯 能 量 Rhc=2.179 871 97(11) X10-*J 
=13. 605 691 93(34) eV 
里 德 伯 频 率 及 -c 一 3. 289 841 960 361(22) X105 Hz 


另外 , 当 涉 及 温度 时 ,有 时 亦 令 玻 尔 效 曼 常量 & 一 1, 而 将 温度 用 能 量 单位 表 
示 , 或 者 将 能 量 折 成 温度 来 表示 . 例如 ,作为 能 量 单位 使 用 的 电子 伏 (eV) (电子 在 
真空 中 通过 1 V 电势 差 所 获得 的 能 量 ) ,也 可 用 温度 表示 : 
leV= 1.602 176 487(40) X 10 ”J 
= 11 604. 505(20) K. 
注意 , 玻 尔 效 曼 常 量 & 的 推荐 值 是 
k= 1.380 6504(24) X10 JK™!. 
至 于 以 前 曾 使 用 过 的 能 量 单位 kcal( 千 卡 ), 现 建议 应 停止 使 用 ,但 为 了 与 旧 文 
献 比较 ,下 面 列 出 换算 单位 ， 
1 kcals = 4. 1840 X 103 J, 
这 里 cals 表 示 热 化 学 卡 . 


9.3 角 动 量 和 自 旋 


在 氧 原子 (或 其 他 有 心力 ) 问 题 中 ,Yn (9,q) 可 分 离 变 量 ; 换 言 之 ,量子 态 可 依 
角 动 量 分 类 . 


9.3.1 轨道 角 动 量 


定义 轨道 角 动 量 为 !=rXp, 或 者 写成 分 量 为 
=p:—zpys by = 2p:— Tp:s l= zpy— YP:. 
作 下 列 泊 松 括号 (注意 到 量子 条 件 [q,,p,] 二 6s 及 [9 ,9q:] 二 [pp 一 0): 
[Lisz] = [zp,y — yp x] =— yp: sx] = y, 
[sy] =—z, [lsz] = 0; 
[Lisp] = [zpy — ypzsp:] = [zp py 一 加 ， 
[lsspy] =— ps:, [os 加] 一 0， 
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以 及 附 标 下 凡 循环 置换 的 结果 ;还 有 
4 


[A 
= [ly]p: + yLls spel]— Ll» zp — zt:»p,] 
=— zp:+ zps 


=L,, 
以 及 附 标 和 下凡 循环 置换 的 结果 . 最 后 ,容易 验证 ,轨道 角 动量 还 满足 ， 
4 


xz 十 ly 十 lz 一 0， 
lp tlypy + lp: = 0. 


9.3.2 广义 角 动 量 


我 们 定义 凡 满足 [1.,4.]= 妨 及 附 标 下、 凡 循 环 置换 者 的 ,4 ,4: 为 角 动量 
时 


量子 定义 
lls — lls = hl,, 
ll, 一 bl = 流 l.， 
bls — Ll, = WL; 
而 不 一 定 要 求 为 轨道 角 动量 , 即 放弃 要 求 
lz 十 by 十 lz 一 0 或 lpr 二 lpy+lp: 一 0. 
这 样 ,矩阵 可 取 为 大 十 上 用 十 有 及 4. 同时 对 角 化 ,因为 这 两 个 变量 可 对 易 ， 
[2&+E+EL] 一 [litt+ hsb t+ bsLly sll+ Li, ,i, 
=—lly— bls thls tl, = 0. 
同样 及 十 BB 十 有 & 与 1:,4 也 是 可 对 易 的 . 令 
b+ = il,=, 
它们 互 为 厄 米 共 罗 ; 因 为 每 个 ,4,,l: 是 厄 米 自 共 轿 的 ,例如 ,yp: 一 py 等 等 .从 
lllt= ll — ld til — Ll,) 
一 一 访 1, 一 和 二 一 7， 
Cll = A, 
片 广 = ti ) mi) = +E +is — Ll,) 
=P 一 B+lh， 
CH=P—L—lh. 
从 这 些 公式 得 ( 和 1. 皆 对 角 和 矩阵 ;因为 己 与 三 , 计 ，L- 党 可 对 易 ,* 取 如 常量 值 ， 


250 第 9 章 量子 力学 初步 


实则 指 各 本 征 值 的 子 和 矩阵 部 分 ,其 他 也 都 指 子 和 矩阵. ) 

(LFA thm A) =0, 

UCI i = 0. 
OLA -RL AT = + Lh, 
OUICILFODL AI | = FP — 1 — Lh. 


所 以 , 令 
F=1U0+DE, =mi, l=mi, 
有 
人 -入 <[( 才 可 《+ 估 <[(+ 二 和， 
给 出 
(1+ 吝 )<w 一 计 < (+ 六 
和 


一 (1+ 二 )<w+ 去 < (i+ 二 ) 
它们 共同 限制 一 /过 m4, 子 矩阵 共 (2! 十 1) 行 或 列 , /之 0 的 整数 或 半 整数 . 对 于 


轨道 角 动 量 ,容易 证 明 m 为 整数 ,所 以 /! 亦 为 整数 . 因为 


Sb 
ls = Tp, — YP: Ta 
而 由 
地 一 全 3 一 台 加 
得 到 
网 一 e 了 3 


乡 为 单 值 要 求 mm 为 整数 (gp 增加 2x 的 任意 倍 时 少 不 变 ). 
9.3.3 自 旋 角 动量 


推广 的 角 动量 不 受 ! 一 整数 的 限制 . 最 简单 的 非 轨道 角 动 量 为 * 一 1/2 的 情形 ， 
如 电子 的 自 旋 角 动 量 . 矩阵 为 2! 十 1 二 行 二 列 者 . 令 


[a bos 一 =， 0, = sy» L. So. = ss 
由 41 一 人/: 二 这 / 容易 求 得 
gi0y — O00+ 一 2io。 


等 关系 . 由 于 /一 于 时 有 一 目 <m< 去 , 即 * 等 只 能 取 二/ 或 一 言 丰 而 等 只 能 
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取 十 1 或 一 1, 所 以 有 
= =0=1. 
另外 ,用 cx 分 别 左 乘 和 右 乘 o.0: 一 0.6: 一 2io, 后 相 加 ,并 利用 吓 一 1 条件, 容易 求 得 
aogy 十 oor 一 0 
等 关系 ,它们 说 明 ,o. ,0,,o: 是 互 为 反对 易 的 ;可 求 得 


ggy = ioe 一 一 0yOr， 
gp: = igs 一 一 ay， 
G0 一 ioy 一 一 ac， 
以 及 
gg: 一 
1. 泡 利 给 阵 


现在 来 建立 cx,ov,ce 的 矩阵 表示 . 取 o 为 对 角 矩 阵 , 由 于 其 本 征 值 为 士 1， 


于 是 
本 | "] 
We 0 一 1 $ 
对 于 os 和 cv" 由 于 厄 米 性 ,其 对 角 元 为 实数 , 非 对 角 元 互 为 共 罗 复 数 ; 又 由 于 它们 


与 a: 反对 易 , 因 而 对 角 元 必须 为 0; 因 为 对 到 一 1, 非 对 角 元 必然 为 所 和 ee ,其 
中 a 为 实数 相 因子 ;适当 选取 相 因 子 ,可 使 


而 o, 由 o, 二 ioso 确定 . 于 是 ,我 们 有 下 列 泡 利和 矩阵: 
sel ol 
2. 磁 短 


对 于 轨道 角 动 量 ， 
1 一 rXXP， 
电子 轨道 运动 产生 的 磁 矩 为 (高 斯 单位 制 中 的 磁 矩 应 在 右边 分 母 内 添上 (光速 ) 因 
于 ) 


Mm 和 夫 一 Jrxjar, 


其 中 /7 是 电流 密度 ;对 于 点 电荷 ,可 求 得 


® W.Pauli,Z. Physik,43 (1927),601. 


252 第 9 章 量子 力学 初步 


ma 一 后 r Xv 一 5 Bm P= pn 
其 中 v 是 电子 速度 ,m。 是 电子 质量 ,e( 一 一 |e|) 是 电子 电荷. 但 对 于 自 施 角 动 s= 
入 0, 相 应 的 磁 短 则 为 s, 即 ( 磁 短 / 角 动量 ) 的 比例 ( 称 为 施 磁 比 ) 加 信 ! 这 使 得 自 
旋 的 效应 在 多 电子 原子 光谱 中 即使 无 外 加 磁场 也 可 以 表现 出 来 . 
3. 自 旋 波 函 数 


自 旋 坐 标 可 取 oi , 即 只 取 十 1, 一 1 这 两 个 值 的 一 个 坐标 ; 自 旋 态 可 取 ** 的 本 征 
态 , 即 只 取 ,8 这 两 个 态 为 基 ， 


无 
Sa $8 = 一生 让 


即 取 o. 一 [。 _ ”表示 时 va 一 [ |,p= [为 本 征 态 . 由 于 自 族 变 量 evoove, 与 


,yrzspzspysp: 皆 可 对 易 ,z,y，,zyos 为 独立 的 可 对 易 变 量 , 波 函数 可 用 它们 的 本 
征 值 x,y,x ,ot 来 表示 
Re (xr,y,2) 
pT' ，y，z 10:) = 的 el 

其 中 

pr (zyyyz) = YT sy sz /al 区 一 十 1， 

人 (zyyz) = Yr yy sz 0); 0 =—1. 
所 以 有 自 旋 1/2 后 可 以 或 者 认为 波 函 数 需 用 两 分 量 的 矩阵 表示 ,或 者 认为 增加 一 
个 新 的 坐标 (只 取 两 个 离散 值 ); 这 两 种 看 法 是 等 效 的 . 


9.3.4 多 电子 系统 的 量子 态 


电子 具有 自 旋 1/2 这 事实 ,即使 在 哈密 顿 量 中 忽略 所 有 与 自 旋 角 动量 变量 有 

关 的 项 , 仍 很 大 地 影响 多 电子 系统 的 量子 态 . 这 是 因为 所 有 电子 全 同 ,将 任意 两 电 
子 的 所 有 坐标 互 换 后 哈密 顿 量 不 变 . 交换 1,2 两 电子 的 所 有 坐标 ,这 可 作为 一 个 量 
子 力学 的 算 符 Pi: 或 即 是 动力 学 变量 ,在 它 作用 下 哈密 顿 量 不 变 , 即 

Pi, HY = HP,,Y, 
它 表 示 

Pu 五 一 HP,: = 0. 
所 以 


该 忆 一 PH— HP 一 0， 
得 Pi 守恒 . 又 因为 交换 两 次 还 原 ， 
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PPis 一 1， 
所 以 Pi: 的 本 征 值 为 士 1. 
1. 泡 利 原理 
对 于 电子 ,实验 证 实 
Pi =—Y, 


即 Pi 的 本 征 值 总 是 一 1. 这 简称 为 泡 利 原理 ?, 即 多 电子 系统 的 波 函 数 对 任 两 个 电 
子 的 所 有 坐标 同时 交换 必定 是 反对 称 的 . 如果 空间 轨 函 相同 ( 指 J(z,y,z,0.) 一 
x(z,yyz)X(o: ) 的 x(z,yyz) 相 同 ), 至 多 能 容纳 自 旋 相反 的 两 个 电子 

WCziy yziysi5zzyy2y2z2y52) 


全 
三 sD 


=— (x2 sy2 Za 9523T1 YZ1 51). 
因 两 个 自 旋 轨 道 a,8 无 法 容纳 三 个 电子 且 全 反对 称 ,a(1)a(2)B8(3) 经 过 全 反对 称 化 
后 必然 恒 等 于 零 ，3)( 一 )?P 共 6 项 作用 在 a(1)a(2)B(3) 上 给 出 


a(1)a(2)B(3) — a(2)a(1)B(3) 
—a(3)a(2)B(1) 十 (2)e(3)8(1) | 三 0. 
—a(l)a(3)B(2) + a(3)a(1)B(2) 
2 所 原子 
下 面 以 氨 原 子 为 例 进行 分 析 . 二 电子 系统 的 波 函数 为 
内 zyyiyziysiizzyyayzay52) 一 MUCZI YZ T2292 XCS1 532)， 
其 中 xCsi154) 为 自 施 波 函 数 ,总 自 旋 一 so 十 s% 其 平方 的 本 征 值 为 SCS 二 1) 入， 
S.==s 四 十 J 一 一 S 记 到 S 让 ,为 (2S 十 D 重 多 重 态 . 自 族 波 函数 分 为 两 种 情况 ,两 自 
旋 相 反 : 
X(aya) = ee 
十 s0 十 于 op 一 0,S 一 0, 单 态 , 称 为 促 复 态 ;两 自 施 相同 


XCs115) = a(Dal2), BDBD), LD ee CD 


下 十 于 o 一 1, 一 1,0,S 一 1 三重 态 , 称 为 正 复 态 . 


DD W.Pauli,Z. Physik,31 (1925),765. 
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由 于 
: 
SCs+D= [于 ce + 吕 )] +[ 计 (2 +o9)] 
. 
+ [去 ce +e)] 


一 各 +++ 诗 (ew .om) 


4 
‘Dog 
= o yi+ps, 


其 中 
p= tt “0%) 


它 作用 在 反对 称 自 施 波 丁 数 人 《B29) 元 % 2 全 1 上 ,其 本 征 人 为 一 1; 它 作用 在 


对 称 自 旋 波 函数 w(1)o(2) ,8(1)8(2) vs 多 2 As 人 7 上 ,其 本 征 值 为 十 1， 


或 者 
PYX(si sz) = (—1)5+ Xs ,s2). 
在 非 相 对 论 近 似 下 , 仲 氮 态 和 正 氮 态 互相 之 间 不 能 跃迁 . 
多 电子 原 于 的 量子 态 , 总 轨道 角 动量 L 二 > ， 其 本 征 值 相当 于 0,1,2,3，… 


的 态 ,用 大 写 拉丁 字母 标记 ,分 别称 为 S,P,D,F,… 态 ;总 自 旋 角 动量 S 二 > 8， 其 


本 征 值 从 一 S 到 十 S, 相 当 于 2S 十 1 重 多 重 态 ; 多 重 数 2S 十 1 常 标记 于 上 述 S,P,D， 
F,… 之 左上 角 . 或 者 
(Yo) = LL(L 十 DD 如， 工 必须 是 整数 ; 


(Bs:)’ = S(S+ De, 


(Ds:)= 一 人 %,… 到 十 Sh， S 可 以 是 半 整 数 . 


对 于 三 重 态 二 1, 有 P?2 一 十 1, 所 以 Pi, 二 一 1; 对 于 单 重 态 S 一 0, 有 PT 一 
一 1, 所 以 Pi 二 十 1; 其 中 P2 作 用 于 自 旋 波 函数 ,而 Pi: 则 作用 于 空间 (轨道 ) 波 函 
数 .这 样 
Pi = PiP? 一 一 1 
对 于 氨 原 子 的 基态 和 低 激发 态 见 表 9. 1. 
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表 9.1 氮 原 子 的 基态 和 低 激发 态 


原子 态 空间 波 函数 自 旋 波 函数 
基态 1s 1S 1s(1)1s(2) a(1)B(2)—a(2)8(1) 
VZ 
时 | 
a(l)a(2) 
1s(1)2s(2)—1s(2)2s(1) BCDBC2) 
1s2 1S 1K1D2:2)—1s(2)2:(D 
V2 a(DB(2)+a(2)B8(1) 
激发 态 了 
1s2s 1S 1s(1)2s(2)+1s(2)2s(1) a(DB(2) —a(2)B1) 
2 Va 
9.4 氮 原 子 


量子 力学 或 波动 力学 对 氢 原 子 光谱 的 结果 与 昌 量 子 论 一 致 . 但 在 氨 原 子 的 电 
离 能 的 计算 判定 了 旧 量子 论 错 误 ,而 波动 力学 与 实验 一 致 ( 旧 量子 论 结果 与 实验 差 
别 很 大 ). 


9.4.1 波动 方程 
波动 力学 方程 为 


代入 到 一 ‰e * ,得 定 态 苹 定 户 方 程 为 
Hy= Ey. 
对 于 氮 原 子 (或 类 氨 离 子 ) , 设 原子核 在 坐标 原点 (0,0,0) 静 止 不 动 , 核 带 十 Zle| 电 
荷 ,电子 带 e(e 一 一 |e|) 电 荷 ,电子 质量 为 m. 量子 化 条 件 采用 
[eq.,g] = [pssps] 一 0， 


即 
qeqs — qsq« = 0， 
peps— pep = 0， 
和 
[gp 一 中 ， 即 pg. 一 gps 一 计 64， 
其 中 


qa 一 T19121 3sT2 9Y2 1Z2» 
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Pk RSE: :We 


iar "iay i dx’ iar iay i daz: 
于 是 ,波动 方程 为 
i Ze Ze 
(二 et ti) = ws 
其 中 
n= ITTA, n— VATATT, 
ra = V(x — ze) + (yy: — ya) + (zi — Ze), 
Ea a Ea a Ea Ea 
= 过; 十- 十， = -2 十 -一 十 -一 
ar! ay Az! vi Br: Oy; zi 


注意 ,考虑 多 粒子 问题 , 则 波 到 在 位 形 空间 (对 于 两 电子 为 6 维 空间 ), 所 以 不 好 给 
允 三 维 物 理 空间 中 的 图 像 . 
计算 已 和 少 一 般 有 两 种 方法 , 微 扰 法 和 变 分 法 . 


9.4.2 微 扰 法 


微 扰 法 中 选取 某 个 小 参量 A 使 二 Ho, 十 4H, 而 将 ,yy 展开 为 4 的 敌 级 数 .这 
样 ,有 下 列 逐 级 方程 : 

零 级 Hoh 二 Eoyh， 

— 级 Hoyp+Hig=Eop +Eiyh, 

二 级 ”HoHigh = Eoy+Eiyg + Ey 
三 级 Hop+Hig=Eop+Eygs + Eg + Eg, 
等 等 .例如 ,在 两 电子 问题 中 把 两 电子 间作 用 项 e/(4xe。)ri。 作 为 微 扰 处 理 , 取 4 王 
1/Z(2 为 原子 核 所 带 正 电 荷 数 , 故 氨 的 4 二 1/2, 但 氧 负离子 的 4 二 1,Li* 的 4 二 1/3 
则 更 小 了 ). 首先 解 出 未 微 扰 方程 的 波 函 数 ,J ”和 能 量 EE ,以 后 再 解 一 级 方程 求 
得 相应 的 办 .和 i， 这样 逐 级 求解 下 去 . 微 护法 只 便于 作 到 24 的 一 两 次 短 修 正 . 对 
于 非 简 并 态 情 况 , 常 用 公式 为 (这 里 用 狄 拉克 括号 符号 写 出 ): 

= (n|Hi|n), 
‘nlH;|m)m|H,|n) 


》 H; 
流 兰 3 A 


其 中 求 和 号 上 角 的 撤 号 表示 求 和 时 不 包括 m 二 7 项. 顺便 说 一 句 ,如 果 哈 密 顿 量 中 
还 包括 二 级 微 扰 项 H;, 则 在 上 述 s( 宇 2) 级 微 扰 方 程 中 应 包括 HJ-: 项 ,而 在 二 级 
微 扰 能 量 Ex, 中 应 包括 (z| Hs 1n) 项 . 
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具体 对 氨 原 子 , 容 易 求 得 (Ra 是 在 R- 中 将 电子 质量 m。 用 电子 与 氨 核 的 约 化 
质量 代替 ) 


E, =—2Z:Rihe, FE — 3 ZRuhe, 
而 氨 离 子 He! 的 能 量 是 一 Z Ra.hc; 所 以 He 一 ~He- 时 所 要 求 的 电离 能 是 
I(He— Her) 一 {-z -[-22 + 和 2] je 
5 
一 (z — 2)Ruhe 


= 1. 5Riehec 2 20. 409 eV， 
与 实验 值 24. 590 eV 比较 ,相差 约 17%. 


9.4.3 变 分 法 


更 准确 些 的 方法 是 变 分 法 ,特别 对 于 基态 ,能量 已 和 波 函数 几 可 由 下 列 能 量 泛 
函 


相仿 [CV + (Va)*]+ Yo di dies 

wanan 
的 极 小 求 出 , 极 值 条 件 即 给 振幅 方程 作为 变 分 方程 ,其 中 y 取 实 函数 时 ,动能 
一 起 Viy 项 由 拓 .(V1)? 积分 项 变 分 而 得 


m 


E= 


。 中 
所 wm， Ca0 一 四 | 一 拓 Y， 


势能 项 Vy 由 方 Vw 积分 项 变 分 而 得 6y(Vy). 对 于 氨 原 子 或 类 氮 离 子 , 势 能 
2 Pet 间 
一 站 
在 计算 积分 时 ,选用 长 度 单位 和 能 量 单位 使 所 有 变量 皆 化 为 无 量 纲 变量 ,而 在 尝试 
函数 少 中 引入 若干 参量 使 泛 函 积分 后 为 这 些 参量 的 代数 式 . 这 样 一 来 , 泛 函 的 极 小 
问题 就 变 为 多 参量 的 代数 式 的 极 小 问题 . 
希 勒 洛斯 ?采用 


V= 


prisrarrz) = plks ,ki ,ku), 
其 中 


s=ntre, t=rni—rs u= 723 


® E.A.Hylleraas,Z. Physik, 54 (1929),347. 
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而 取 9 为 如 下 形式 
sss) = Et > DD) enums "tu"™. 
这 样 得 到 能 量 已 为 
_ 有 2M 一 好 
E=—N 

的 形式 ,由 

aE _ dE 

Bh = Dem 0 


定 极 小 ,代数 式 可 迭代 求解 . 先 用 近似 的 ,从 线性 方程 


OM kaL_FaN _ 
和 5 ae 535 二 


的 行列 式 为 零 定 已 和 < 的 比例 ;代入 
2kAM 一 工 一 0 
得 改进 的 上 ;这样 反复 迭代 直到 满足 精度 要 求 为 止 . 如 此 得 到 例如 ， 
二 一 2.903 24 (原子 单位 ) ( 希 勒 洛斯 6 参量 )?， 
EE = 一 2.903 71 (原子 单位 ) 〈 钱 德 拉 塞 卡 18 参量 )Q， 
巨 一 一 2.903 723 《原子 单位 ) (木下 38 参量 )@. 
巴特 莱特 等 9 与 福 克 @ 皆 证 明 
$= BD Amaririr's 
形式 的 解 不 存在 ,而 需要 对 数 项 


$= > Griorna) ln Via). 
注意 到 用 s,t,u 变量 时 有 0<t<u<s<oo, 所 以 


ey 1 [3 
ln VS 十 五 一 lns 十 去 n(1 十 所 ) 


可 用 lns 代替 (其 余部 分 正规 ), 弗 兰 可 夫 斯 基 和 皮 克 里 斯 8 采用 和希 勤 洛 斯 型 尝试 函 
数 但 包含 了 


ln(rm 十 二 )，{ln(m 十 王 )) 和 V 元 十 元 
因子 的 项 . 表 9. 2 给 出 氮 原 子 和 类 氮 离 子 的 总 能 量 :一 E( 哈 特 里 原子 单位 ). 


E. A. Hylleraas,Z. Physik ,$4 (1929) ,347. 

S. Chandrasekhar,G. Herzberg, Phys. Rev. ,98 (1955) ,1050. 

T. Kinoshita, Phys. Rev. ,105 (1957) ,1490. 

J. H. Bartlett,]. ]. Gibbons,C. G. Dunn, Phys. Rev. ,47 (1935) ,679. 
B. A. or, Has. AH CCCP. Duanxa,18 (1954),161. 

K. Frankowski,C. L. Pekeris, Phys. Rev. ,146 (1996) ,46. 


eeee 
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表 9.2 变 分 法 求 得 的 拨 原 子 和 类 复 离 子 的 总 能 量 
《一 三 ,原子 单位 :2Rzhc)” 


线性 参数 个 数 H- | He Li 

59 0.527 750 48 | 2. 903 724 351 网 ， 7. 279 913 365 

101 0.527 750 98 | 2. 903 724 3763 7.279 913 4110 
170 0. 527 751 0150 [ 2. 903 724 377 011 | 7. 279 913 412 613 
246 0.527 751 016 35 | 2. 903 724 377 0326 7.279 913 412 6660 
co 外 推 0. 527 751 016 38 | 2. 903 724 377 0333 1] 7.279 913 412 6678 


希 勒 洛斯 结果 0. 526 27 2.903 24 . 


“Re 一 Ro (1+ 侣 ) ,其 中 Mz 为 村 的 质量 


他 们 给 出 从 Z=1 (H-),Z=2 (He) ,一 直到 Z=10 (Ne ) 的 十 组 值 . 氨 原 子 
He 电离 为 Her 离子 的 电离 能 ,实验 值 为 (198 310. 5 土 1) cm : ,而 


R -Re -10973731.53 士 0.013 m 
™ 1+m/Mu 1 十 0.000 548 579 903 ™ 
4.0038 
= 10 972 228.2 m-， 
所 以 理论 电离 能 为 


2 X 0.903 724 3770 X 10 972 228. 2 mr: = 19 831 740.1 mr 
已 比 实验 值 大 了 . 变 分 法 的 能 级 只 可 能 估计 偏 高 ,所 以 电离 能 只 能 估计 偏 低 . 这 理 
论 值 比 实验 值 大 是 因为 由 于 核 运 动 , 相 对 论 效应 和 辐射 修正 ( 兰 姆 移 位 ?) 尚 未 计 
人 和. 计 人 这 些 修 正 ,共计 ( 一 6. 5s 士 0.4) cm-: ,得 理论 电离 能 (修正 值 ) 为 (198 310. 8 
士 0.4)cm-!: ,与 实验 值 符合 得 很 好 . 我 们 注意 到 非 相对 论 能 级 计算 已 达到 10 “一 
10 下 精确 度 . 
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还 可 以 将 变 分 法 与 微 扰 法 结合 起 来 运用 . 
考虑 一 般 波动 力学 方程 
(H, 十 AMH; 一 BE)0 = 0， 
其 中 H。 和 H, 是 任何 两 个 厄 米 算 符 ,X 认 作 小 参数 .将 本 征 函 数 y 和 本 征 值 EE 展 
开 成 


® W.E.Lamb,Jr, et al,Phys.Rev. ,72(1947),241:;75(1949),1325,1332;79(1950),549; W. E. Lamb, 
Rep. Prog. Phys. ,14(1950),19. 

@® H.A.Bethe,E. E. Salpeter, Quantum Mechanies of One and Two-Electron Systems, Springer-Ver- 
lag, Berlin, 1957. § 25. 

图 F.W.Byron,Jr. ,C.J.Joachain, Phys. Rev. ,146 (1966),1. 
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E= DXE,, p= > jy 

可 以 得 到 下 列 各 级 微 扰 方程 : 

(0) Hath — Eg =0, 

(D) Hog+Hig—Eog — Eg =0, 

(2) Hog + High — Eoys — Eg — Ey =0, 

(3) Hogp+Higr— Egs—Eyg — Ep — Ey=0, 

(4) Hoph + Hig —Eog —Eig —Eg— Ey — Eg=0, 

(5) Hogs + Hig —Eoys—Eip —Egs — Eph— Ey —Esy=0, 
还 可 写 出 一 般 形式 为 


(mn) Hoygs + Higes — 2) Erprn =0, 
Er 


下 面 就 是 依次 逐 级 求解 这 组 方程 . 

到 此 为 止 与 通常 的 微 扰 法 一 般 无 二 ,区 别 主要 在 于 求解 方法 上 . 通常 的 微 扰 法 
是 先 按 本 征 值 问 题 求 解 出 未 微 扰 的 (0) 级 方程 的 本 征 值 和 本 征 函 数 , 在 解 以 后 的 
各 组 方程 时 则 皆 以 未 微 扰 本 征 函数 为 基 作 展开 来 进行 求解 . 变 分 微 扰 法 则 与 此 不 
同 , 它 是 采用 变 分 法 来 求解 的 . 下 面 讨论 各 级 微 扰 方 程 的 变 分 求解 . 

给 定 Ho。 后 ,E。 和 yh 同时 由 

E, = min(go IHolgp)， 带 (pp) 一 1 

来 定 ,go 为 尝试 函数 ;这 里 采用 狄 拉克 符号 ， 


‘wlelp) 一 [mm dr. 
并 且 由 (加 1(1)) 一 (yr1(0)) 容 易 得 到 
E, = (ph [Hl yh), 
因此 EE 也 已 定 出 .再 由 (1(2)) 十 (如 1(1)) 一 (yr1(0)) 得 
E= (plHo—Elg)+ pIHi—Elyg)+ hIH — Ely), 
因此 若 要 求 


SE; 
3 
即 E, 和 内 同时 由 
E, = min( Cp IHo— Ep)+2(9 IH — Ely)) 
来 定 ,gt 为 尝试 函数 :并且 得 出 
E: = (plHi—Elyg) =—=— (glH, — Eolp)s 
同时 由 (由 1(3)) 十 (内 |(2)》 一 ( 央 1(1)) 一 ( 央 |(0)) 容 易 得 到 
E, = (gh lH;— El|yg)— 2E,%ly). 


=(H,—Ed)h+(H—E)y% = 0, 
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以 此 类 推 , 由 
FE = min((g Ho —Elg) +2(9: 1H, Elyg) — Elglyg)} 


— Eglp) —2E (glg) 

可 同时 定 出 mm 和 Es 以 及 E;. 现 将 结果 全 部 写 出 为 

E=(g|Hi|g), 

E=(g|lHi—Ely) ‘glHo—Elyp), 

E=(p lH—Elp)—2E,(g|p), 

E=—(g|Ho—Elyg)—E(g lg)—2E: (glygh), 

E;=(g|Hi—E|g)—2E(g lg)—E (gh lp)—2E (gh lg) —2E, (yo ly ). 
拜 伦 和 约 阿 钱 恩 ? 采 用 上 述 变 分 微 扰 法 探讨 了 基态 氮 原 子 的 关联 能 . 他 们 用 哈 特 
里 - 福 克 哈密 顿 量 作为 日 。( 采 用 哈 特 里 原子 单位 ): 


Hs 一 一 去 Vi 一 去 六 2 +2Vatn) Vm) 


十 2Vs(rz) 一 VCrz)， 
其 中 Vs 和 V。 分 别 是 “直接 ” 势 和 ( 非 定 域 ) 哈 特 里 - 福 克 势 ( 交 换 势 ) ,定义 为 


Vn = pr ar, 


VN) = wn fg (7) FH flr) dr’s 
因而 
Hi = 2 + Vm) —2Valr) + Vlr)s 
2 


并 定义 关联 能 为 (因为 他 们 采用 HF 波 函数 作为 未 微 扰 波 函数 ) 
Exx 一 D3 E. 


他 们 的 计算 结果 是 (10 个 参量 的 尝试 函数 , 哈 特 里 原子 单位 ) : 
E,=—0.037 19， 
E,=—0.003 46， 
E,=—0.001 09， 
E; =—0.000 06， 
Ex¥ =—0.041 80; 

而 哈 特 里 - 福 克 的 结果 有 

E, + E, = 一 2.861 67; 
所 以 


® F.W.Byron,Jr. ,C.T.Joachain, Phys. Rev. ,146 (1966),1. 
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一 E+E+E,+E;+E,+ Es 一 一 2.903 47， 
而 相同 有 效 位 数 的 严格 值 (参考 9. 4. 3 节 ) 为 
Es (严格 ) 一 一 2.903 72， 
或 者 
Ex 衣 ( 严 格 ) 一 一 2. 903 72 一 (一 2.861 67) 一 一 0. 042 05， 
这 里 的 变 分 微 扰 法 结果 与 之 相差 约 为 0. 6%%. 


9.4.5 激发 态 


以 上 讨论 的 主要 是 氨 原 子 基 态 , 对 于 激发 态 (参考 9. 3. 4 节 及 表 9. 2), 也 有 类 
似 处 理 . 若 采用 


et 2 
Mm VV) tam Cr 
并 令 Hi 一 0qi< 5 志 为 微 搞 , 则 得 到 
EGS) = E+E,+Q—A, 
EGS) = E,+En+Q+A, 
其 中 
E,, =— ZiRiwhe =— 4Rihe, 
Es, =— Ruhe =— 1Ruhe, 


i 2 
J J tC sD2sC2))] dridr: ， 


2 
二 ee 
A= | rer 1sC1)2sC2))JL1s(2)2s(1) Jdr dr 


这 里 Q 是 库仑 积分 ,A 是 交换 积分 . 具体 计算 及 与 实验 数据 ECS) 二 一 4. 350Ruehe， 
下 (1S) 一 一 4. 292Ruaehc 的 比较 见习 题 9.7. 
对 于 氨 原 子 的 1s2s*S 态 也 可 以 用 变 分 法 求 . 希 勤 洛斯 采用 变 分 波 函 数 


se T'sinh ct， 

其 中 
SE +r, pe 

ao ao 

而 2 和" 是 变 分 参量 . 或 者 展开 写 出 为 
nt Jr ed 
se t'sinhd— Ht er ,T(r es ) 
ao 2 
二 二 nl to 十 天 czto3 etz-o3 ， 


Za 2ao 


这 相应 于 

2sz_.(1)1szie(2) 一 2sz (2)1szse(1)， 
结果 得 到 Z’ 二 1. 374,c 一 0.825 和 下 一 一 4. 3420Raehc 与 实验 值 一 4. 3504Ruehc 接 
近 ; 这 相应 于 Z,,=2Z' 十 c=2.198,Z:.=2(Z' 一 c) 一 1. 099, 也 是 合理 的 . 他 还 曾经 将 
因子 * 改 为 * 十 cx( 其 中 zx= mszyao) 或 * 十 czz, 得 到 下 分 别 为 一 4.3448Ruephc 或 
一 4. 3484Ruehc. 详情 请 参考 鲍 林 和 威尔逊 的 书 9. 


习 题 


9.1 辐射 强度 ,辐射 流 和 辐射 能 量 密度 
我 们 用 
dE, = I, dv do cosbg dN dt 
表示 经 过 面积 元 do, 在 立体 角 元 dQ( 其 轴 与 do 的 法 线 夹 角 为 6) 方向 ,在 di 时间 内 
流 过 的 频率 在 v 到 v 十 dv 间 的 一 束 辐射 的 能 量 . 这 式 中 的 工 定义 称 为 辐射 强度 ， 
也 一 不 (ryQ,t)vr 表示 其 位 置 ,0 表示 其 方向 ,t 表示 时 间 . 对 所 有 方向 积分 得 辐 
射流 
人 cosgdn， 


这 代表 单位 时 间 流 过 do 单位 面积 的 单位 频率 中 的 能 量 , 是 个 矢量 ,方向 沿 dc 的 法 
线 方向 . 


图 9.3 


为 了 计算 在 r 处 的 辐射 能 量 密度 ,dv, 即 在 输 运 过 程 中 单位 体积 的 辐射 能 量 ， 

先 将 7 围 以 贞 闭 面 c 包围 体积 w( 皆 为 无 穷 小 ) ,再 取 凸 闭 面 互 包含 c 在 内 ( 较 o 大 

得 多 ,但 号 仍 小 到 使 I 与 + 近似 无 关 ). 经 过 v 的 辐射 从 d3 进入 da, 其 连 线 与 各 自 

法 线 夹 角 为 6 和 6,dr 及 dz 间距 离 为 .单位 时 间 通 过 dz 和 dc 的 辐射 能 量 为 
dE,/dt = I,dy dScos@dw, 


® L.Pauling, E.B. Wilson,Jr. ,Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 1935, 
p. 225. 
四 参考 S.Chandrasekhar,, Radiative Transfer ,Oxford Univ. Press, New York,1950, §2. 
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其 中 don 为 dz 在 dz 处 所 张 立 体 角 , 即 
d 几 一 电 S2s. 
这 束 辐射 用 dil/c=dt 时 间 走 过 小 体积 元 
dv = dldc cosb， 
所 以 贡献 给 v 中 的 能 量 计 为 
dE,= 1, dy dy cos@ dL de co 


we 


= i1, dy dN dv， 

其 中 
do = Eee 
为 d3 在 do 即 在 r 点 所 张 之 立体 角 . 对 所 有 d5 积分 得 r 处 辐射 能 量 密度 (频率 在 ， 
到 v 十 dy 内 者 ) 为 
dE, _ /1 
wd = J do GE 人 ao)d 

对 于 各 向 同性 辐射 ， 


= dx 
cl 
从 辐射 强度 定义 和 单位 时 间 通 过 单位 面积 向 正法 线 侧面 总 共 辐射 的 能 量 ( 频 

率 在 v 到 vy 十 dv 者) 为 

[sr cosg dw 一 | roseosg sing dg dp; 
对 于 各 向 同性 辐射 

J lcosdw = LL] 2 cospsingd0 = x1, — {uw. 

co >0 9 

对 于 黑体 辐射 ,利用 普 朗 克 公式 得 到 
a eo 


_ gak'T 1 dr 
hic Joe—l 


= aT, 


其 中 用 了 
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这 可 以 从 伯 努 利 数 B。 的 积分、 


得 到 ;或 者 从 


于 上 一 人 = 二 和 
三 = Pdz(e 十 es“ 十 心 ) 一 二 十 冯 十 京 十 


和 黎 曼 《函数 2: Ks) 一 六 二 ， 即 


4) = 1 十 去 二 十 机 + 


到 90 
得 到 . 最 后 求 得 单位 面积 单 侧 总 辐射 能 流 
-| wu, dy = oT*, 
a 2rk wk 
oT 4 5Mc 60kc:’ 
5 是 斯 特 落 常量. 


9.2 谐振 子 的 能 量 分 布 . 
将 总 能 量 Pe( 计 已 个 量子 ,每 个 量子 的 能 量 为 e) 分 配给 N 个 振子 (每 个 振子 
平均 能 量 为 U= Pe/N) ,每 个 振子 所 含量 子 数 无 任何 限制 ,热平衡 时 求证 


U= 


€ 
pr 
其 中 ,了 是 绝对 温度 ,k 是 玻 尔 兹 曼 常量 . 
证 : 共计 有 
(N+P—D1 
(太一 1)1PI 
种 分 配 办 法 ,如 下 数 出 .将 N 个 振子 以 v ,ve，… ,vw 代表 ,已 个 量子 以 gl ,ga ，…'9P 
代表 ,而 以 


W= 


T1192 V293 :9s Va Vs ge """ 
表示 第 一 个 振子 分 配 两 个 量子 ,第 二 个 振子 分 配 三 个 量子 ,第 三 个 振子 分 配 零 个 量 
子 , 第 四 个 振子 分 配 等 等 . 不 妨 固定 以 wm 开始 ,然后 接连 排 上 N 十 P 一 1 个 字母 ;这 
样 共计 CN 十 P 一 1)! 个 排列 办 法 .其 中 有 P!CN 一 1)! 个 排列 的 差别 只 在 个 量 
子 的 附 标 和 其 余 N 一 1 个 振子 的 附 标的 排列 上 ; 因为 振子 皆 全 同 ,量子 也 皆 全 同 ， 
这 些 排列 都 是 同一 种 分 配 办 法 . (多 叫做 配 容 或 热力 学 概率 ,但 W 是 个 大 整数 . ) 普 


@ ”参考 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 以 特殊 函数 概论 ), 北 京 大 学 出 版 社 ,2000,116 页 和 3 页 . 
@@ 同上 书 ,110 页 ,114 页 . 
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朗 克 利用 玻 尔 效 曼 关系 : 
Sx = klnW, 
这 相当 于 取 Sw 二 一 Inw,w 一 南 , 对 所 有 分 配 办 法 具有 相同 权重 . 当 N 和 己 皆 为 
大 数 时 ,可 利用 斯 特 林 公式 
InN! ~ NInN—N, 
得 下 列 近似 
Su kL(N+ PIn(N+ P)— NInN— PInP] 
aN((1+E)in(1+#) End)= NS， 


€ 
S 代表 每 个 振子 的 炉 . 从 热力 学 的 


as 二 
do TT 
关系 得 
1_dS_k UY_1_mU\- LmnUvte 
元 = 可 = {1+in(1+#) 1 一 jn } eln 可 
所 以 
Ute = Ue, 
即 
U= 


€ 

Er! 

与 普 朗 克 公式 比较 只 需要 假设 量子 能 量 EE 二 hy. 
9.3 谐振 子 波动 力学 的 量子 化 (参考 9. 2. 1 节 之 2). 
谐振 子 的 定 态 波动 方程 是 


区 二 
(Er 
令 
p= ery, 
上 列 方程 化 为 
二 1d mo \’ Pa 
[- 皆 ( 训 - 训 0) + 二 we 一 jp= 0， 
或 者 
让 时 d hw 
于 + (E 字 )?=0. 
再 进行 无 量 纲 化 , 令 
= /mo a 
工 一 i ko 2=e 
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得 到 


将 9 展开 成 z 的 级 数 : 


于 是 


一 > icszt ES Dkk— Der” 
所 以 可 从 0 或 1 开始 增长 .从 


一 去 4+2)(t 二 Ders 二 一 ec 一 0 


可 以 看 出 ， 如 果 e 一 整数 ， 则 级 数 可 终止 ，cc: 一 0; 人 e 天 整数 , 则 
Cuz 2(k—e) 


co 人 RD 到 
使 p 在 z 一 co 时 按 e* 发 散 ,超过 少 中 的 收敛 因子 ce ,所 以 y 也 发 散 ,不 满足 量子 
化 条 件 . 量子 态 e 二 n 即 
E=E.= [Cha 
id 与 韦伯 方程 9 
| 


年 p.ce + (十 到 一 了 


少 cc D， (WV 殊 "9)， 
D,(z) 称 为 抛物 柱 面 函 数 , 它 与 厄 米 函 数 HH,(z) 的 关系 为 
H,(z) = 2tei’ D, (Vaz); 
而 当 "一 0,1,2,… 时 ,H,(z) 称 为 厄 米 多 项 式 . 
9.4 广义 拉 盖 尔 多 项 式 的 积分 2: 


[eterL PLCp dp 
i 


六 )D.% =0 


比较 得 (相差 归 一 化 常数 ) 


可 以 由 其 母 函 数 


四 ”关于 韦伯 方程 和 扫 物 柱 面 函 数 的 详细 性 质 ,可 参考 前 引 王 竹 溪 、 郭 教 仁 的 书 ,6. 12 节 (312 一 317 
页 ). 

@ 可 参考 L. Pauling,E. B. Wilson, Jr. , Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 
1935,App. 看. 
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TC ， ee ,. 
之 Fl (C Tr w = U,(p,u) 


和 V,(o,v) 的 积分 来 求 .我 们 有 
| EpiU, (pr V, psv) dp 


一 D3 | esom Lp Lip) dp 


| 


Gy) i 
CT er 


= G++DICw) WU 
(1—w)™ 


RE < CG 二 十 1)1! mh 
(s+DIC—u vt TD C0) 


这 里 应 用 了 
emidt=T(z) 及 Tln+D)=nl, 
令 r=n 十 /=t，s 二 2L 十 1, 比 较 (uv)"*! 的 系数 便 得 到 
[er cist pap= | pape tp Le pT 
2n[at DI, 
-i—D1 
这 结果 是 从 


Cr 十 D1 r! C2r—st DrD)? 
ob [CEH+e 1 | Cr—1 


得 来 . 
9.5 对 于 类 氨 原 子 ,车 采用 ri,r; 和 mz 坐 标 , 试 证 明 ， 
(1) 其 检定 启 方 程 可 化 为 
到 [2 上 二 5 二 字 12.a+?3+4 8 


2mLar: riar 3r: 直人 Brz Aris ma Or 


| os_ 


Tir AriAri rariz ArzOry 


Ze’ Ze’ 
+ (tr) 
(2) 又 利用 
s=n+tr, t=n—r, u= Ty, 
则 位 形 空间 体积 元 为 


dr 一 dridr: = 8 rir2rizdri dr dr 
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= (st)udsdtdu, 
积分 区 域 为 | 
—u<ti<u, 0<u<s<%. 
证 : 9.4 节 给 出 类 氨 原 子 的 薛 定 刘 方 程 为 


2 5 2 
一 所 [Yi+yiy+ (- tm 0 HU) = Ey 
因为 
Vr Vi, Vm = Vn 
2rie ri—r)= [rt+r) t+ nmr) Cr 一 天) 
一 才 一 到 十 二 
所 以 有 


Vi 一 8 由 十 王 一 天 pb， 


n an rz Ar 


Viy = a+2 oy -oy+2 Ee oy 


ar mar ar rusAry rirs ariare’ 
和 Vy 的 类 似 结果 . 所 以 (1) 部 分 得 证 
因为 空间 位 形 仅 取决 于 ri ,7 ,rz ,它们 构成 平面 三 角形 , 我 们 不 
妨 对 六 的 方向 积分 并 将 mn 作为 7; 的 一 个 极 轴 , 同时 对 角度 ps 积分 ， 


我 们 有 XK 
dr = ridrisin0, dO dy, = 4rridri， 时 
dr: = ridr,sinbs dO dg: 一 2xridr,sinb,s dO , 
ri = 7 十 ri—2rircosd, rizdriz = riresinbz dO ; 的 
于 是 / 
dridr, = 8rzrirarizdridrzdriz。 pe 


另外 ,nisrz>s,t 时 ,有 
ni 三 世 (5 十 ，r2 二 (5 一 ， mm 一 ls [ 熙 ) 
2 2 2 » Tar2 4 » 


_ (risr) 二。 
T= -aD 2 
因而 又 有 


dridrs = 8m2rirzdridrarizdriz = x (s* —# )udsdtdu, 


(2) 部 分 得 证 . 
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9.6 连续 谱 的 正 交 归 一 化 9. 
设 连续 谱 的 波 函 数 为 
y= Ru (DY (0,9), 
其 中 球 谐 函数 Y7(9,g) 按 4x 立体 角 归 一 化 . 而 径 向 函数 则 按 波 数 标 度 或 能 量 标 度 
归 一 化 : 
[Ra WRe rar = 8k —h), 


或 
[Re (Re Dridr= 6E’—E). 

因为 

5 dE _ ik 

E= 闻 Mh， 委 = 守 

所 以 有 

3 

Ra = Ru /二 一 Ru Fi 
连续 谱 的 正 交 归 一 化 一 般 可 通过 其 Ru (r) 的 渐 近 展开 式 计算 得 到 , 计算 结果 

要 求 


sin( le 
Ru 于 


其 中 8 称 为 相 移 ,因为 
(EE le dt a) Ht) 


= | {cos(k’ — A)r— cosLCk’ + hk)r— Ln 28])drs 
x 0 
后 一 项 无 奇异 性 ,前 一 项 给 出 
去 [ost rar oa | ear = kA. 
即使 在 库仑 场 中 [上 (下 ) 面 的 正 负 号 对 应 于 引 ( 斥 ) 力 场 ]， 
sin( 如 二 二 nzir 一 主人 +6.) 
亦 然 ( 对 数 项 较 线性 项 可 忽略 ) ,而 
@ 参考 L.D, Landau, E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics, Non-relativistic Theory, Pergamon Press, 


1977 〈 译 自 俄 文 ). [或 中 译本 : JI. 区 朗 道 ,E. M. 阳 弗 席 北 著 , 严 肃 译 :( 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )), 高 等 教育 
出 版 社 ,2008. ] 特 别 是 33 节 和 36 节 . 
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6 一 argT (1+1 干 让 


9.7 氨 原 子 1s2s 的 *S 态 和 'S 态 能 量 计算 到 一 级 微 扰 . 库仑 积分 Q 和 交换 积 
分 A 为 


ER 交 二 2 
Q [S22 dridr,， 


一 二 
A= | [ls(1)2s(2)1s(2)2s(1)]dridrs 
而 
EGS) = 一 5Raic 十 Q 一 A， 
E(!S) = 一 5Raeic + Q+ A. 
因为 
E(1s) =— 4Ruehe, E(2s) 一 一 1Ruejhci 
3/2 
1s(1) = 2) 1 emm, 
ao nx 
=_ 1 (2) (22) en 
2 一 工 寺 (za) (2 22)e eo 


1s(1),2s(1) 等 缘 归 一 化 ,例如 
[fis YA ansing. do, dp, = [tiscV Yaw, = 1, 
于 是 容易 得 到 


站 
Q= 128 a [| | ee Zien 好 (1 一 zz)2 ez 


A=128 i | ee zl— ze zl— zn) en, 
0 )ao Jo Jo 大 


其 中 zx 为 积分 中 mn ,zs 中 的 大 者 , 即 
[时时 [= +] 


_A_ 
Ruche 


因而 
一 256{ 上 dz nd 一 ze 站 drs Zi (1 — zi)e 


+ 三 dzid 一 ae dz zl1— x) Em) 

5 时 

一 512 | dz 一 ae dz (1 — zi)e 
4 6 


yy 1 dri(zt 一 三 )eren 
3 
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1 oAl 
四 。41 js 1 i 
512 3 [6 41 一 5 中 一 和 和 一 条 一 0.08779， 


这 里 第 二 个 等 式 是 在 上 面 第 二 项 积分 中 先 交 换 积分 次 序 再 令 变量 zi, zs 互 换 得 
到 ,直接 从 对 zi ,zs 之 间 的 对 称 性 质 也 可 以 看 出 . 而 


了 dz 妇 (1 一 za)eran 一 3 
和 下 面 的 具体 计算 则 利用 了 下 列 积分 公式 : 


各 
[ee 
8 
类 似 地 可 以 求 得 
R= 256{ [ dzaza (1 一 ze dz * zie™ 


+ /araid —z: em drizie™) 
5 本 


一 256| [dard ze *[ 过 一 (机 十 刘 r+ 于 2)] 


+ dre — ze “( 吉 + 二 =)} 
=8{ [azarer—| der —z) (+2r)e") 
， 
一 8 | acsza 一 sm 一 zG 一 21 十 2z)]ee] 


一 8 i dz[8z 一 54zz 十 84z3 一 2zt]erer 


4 _ 27.2 ， 42。3!_ 41 
一 2[ 计 Gt 外 


最 后 得 到 

下 (3S) 一 一 4. 248Ruejhc ， E('S) =— 4.073Ruehc; 
而 实验 值 为 

下 (3S) =— 4.350Ruehc, 下 (1S) 一 一 全 292Rrejec， 


9.8 求 原子 极 化 率 ? 
解 : 设 原子 处 于 沿 = 轴 方向 ,强度 为 6 的 均匀 电场 中 , 则 有 原子 中 电子 系统 的 
哈密 顿 量 为 


H= H,+V, 
其 中 
V = 一 ez6 (和 氢 原 子 、. 单 电子 )， 
或 
V = 一 e(z 十 z)&E (〈( 氨 原子 、. 双 电子 ); 

解 得 能 量 为 

E= E, — 坟 0’， 
a 为 原子 极 化 率 ,而 原子 电 偶 极 和 矩 为 

=-- 训 一 a6. 


可 以 看 出 ,ae( 高 斯 制 ) 或 (4xeo) -ie(SI 制 ) 的 量 纲 为 体积 ,可 以 玻 尔 半径 的 三 次 方 wy 
为 单位 
对 于 基态 氢 原 子 , 二 级 微 扰 给 出 


(trxeo)-anas = ad ~ 0.667 X10 my， 


而 哈 塞 2 应 用 内 ,CI 十 Az 十 Bzr) 作 为 变 分 函数 得 出 同样 结果 ; 若 应 用 gn,(1 十 Az) 作 
为 变 分 函数 , 则 得 到 结果 为 


(4xeo)-iantuw = 4ai ~ 0.59 X10 m’. 


对 于 基态 氨 , 哈 赛 9 变 分 法 用 。 [1 二 A(z 十)] 给 出 
(4reo)mauede) = 0.150 X10 my， 


而 用 ez (1 十 aaO[I 十 A(a 十 aa) 十 Bam 十 二]( 其 中 一 ma/ao) 给 出 其 值 
为 0.201X 10-*m ,与 实验 值 0. 205X10-%ms 接近 . 


@ 可 参考 L. Pauling, E. B. Wilson, Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 
1935. pp. 185 ,228. 

@® H.R.Hassé,Proc.Camb. Phil.Soc. .26 (1930),542. 

加 H.R. Hassé, 见 上 引文 献 - 
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10.1 量子 态 的 意义 


1. 量子 态 和 简 并 性 
当 系统 有 哈密 顿 量 妃 并 且 不 依赖 于 时 间 上 时 , 则 由 薛 定 廖 方程 


= 万 By= 
Hy =—T Y= EY 


可 定 出 本 征 值 E, 称 为 能 态 或 能 级 ,同时 

更 一 ye ti， Hy= Ey. 
注意 ,本 征 值 马 可 能 是 简 并 的 , 即 有 若干 不 同 的 本 征 函 数 少 属于 同一 本 征 值 已. 对 
于 连续 谱 E' 则 有 无 穷 简 并 情况 . 一 般 对 于 自由 粒子 情况 , 则 可 以 用 器 壁 限制 于 体 
积 V 之 中 .这 样 ,连续 谱 改 变 为 准 连 续 而 可 数 ,无 穷 简 并 改变 为 有 限 简 并 . 

简 并 的 态 , 在 粗糙 近似 下 可 能 较 多 ,在 进一步 近似 下 可 能 减少 , 简 并 被 解除 了 . 
注意 在 解除 简 并 时 , 微 扰 对 所 有 简 并 态 的 子 矩阵 要 先 对 角 化 以 取得 制备 态 ( 指 微 扰 
趋 于 零 时 的 原来 简 并 态 的 组 合 ). 警 如 ,对 于 

Hs, = Ho 一 0， Hi 一 Hn=e, 
则 制备 态 为 


(0) 0) 


峰 _ 土 
E’ =+e; 
a yo ye 
H 万 = 后 =E 琅 
这 样 才 可 以 继续 往 下 做 高 级 微 扰 . 有 的 简 并 态 ,无 论 几 级 微 扰 总 是 不 能 解除 其 简 并 
性 . 简 并 性 必然 与 某 种 对 称 性 相 联系 ,这 对 称 算 符 与 各 级 微 扰 算 符 皆 可 对 易 , 而 不 
导致 对 称 破 缺 , 态 的 简 并 性 在 微 扰 处 理 时 须 特别 加 以 注意 ! 
2. 量子 态 在 统计 力学 中 的 意义 
统计 力学 中 利用 量子 态 来 求 配 分 函数 (又 称 为 态 和 )， 


Z= cs 和 = Dare™™, 
其 中 >) 指 对 量子 态 求 和 ,而 >) 则 指 对 能 级 求 和 ;每 态 权重 一 样 , 简 并 能 态 的 权重 
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称 为 能 级 简 并 度 g,. 可 以 用 不 同方 式 分 离 变量 来 求解 
Hy = Ey, 
而 引入 不 同 的 量子 数 ,但 总 集合 EE 及 其 简 并 度 g 则 是 不 变 的 ,给 出 的 配 分 函数 Z 
相同 . 同时 ,有 了 配 分 函数 后 ,有 关系 统 的 热力 学 性 质 皆 可 求 得 . 
根据 这 个 统计 力学 意义 , 荷 电 多 粒子 系统 受 外 加 电场 或 磁场 作用 时 (对 于 恒定 
场 ,电场 已 要 在 哈密 顿 量 互 中 增加 一 项 一 >)E rei,r; 和 e; 是 i 粒子 的 坐标 和 电 
荷 ;而 磁场 了 要 在 哈密 顿 量 互 中 将 i 粒子 的 动量 p; 改变 为 p; 一 eA (7;) ,其 中 矢 势 


Alr)= Bxr, ) ,系统 的 电 偶 极 矩 也 w 或 磁 矩 元 a 可 用 下 式 求 得 ， 
Ft = 杂 尊 lnZ， 质 e 一 红 奇 InZ; 
物理 量 上 的 “= ”符号 表示 统计 平均 . 计算 Z 时 E, 可 用 微 扰 法 求 至 二 次 者 项 便 够 计 
算 电磁 矩 至 屯 ,B 的 一 次 客 . 详情 可 参考 范 扶 累 克 的 书 ?. 
站 症 我 们 只 由 邯 列 疙 过 名 名 办 杭 让 六 年 玉 计 生 条 他 因为 


m: 一 De —y2) = 2 = 3 加 apr’ 
所 以 其 经 典 统计 平均 值 为 零 , 即 
而 -一 > Er edgdps 


= Ber) [Be dndp, = 0 


在 量子 理论 中 ,由 于 已 之 同好 多 的 间隔 都 远 远大 于 kT(l eVa1,16X10' K) ,只 
有 较 低 的 几 个 能 级 有 贡献 ,甚至 于 只 计 基 态 即 足够 近似 Z, 这 时 


FOEss, ,Ex 
Pu BE. 沁 aB ” 


谈 不 到 经 典 的 抵消 了 . 另 一 方面 ， 磁 矩 釉 也 表示 磁 现象 从 根本 上 讲 是 量子 现象 
出 现 ,在 >0 的 经 典 近似 下 趋 于 零 ). 
3. 量子 态 在 碰撞 和 跃迁 中 的 意义 


除 统计 力学 中 运用 量子 态 ( 能 级 ) 外 ,讨论 光谱 中 的 跃迁 ,碰撞 中 的 散射 等 将 给 
我 们 关于 量子 态 更 多 的 理解 ,具体 情况 见 本 章 以 下 几 节 的 内 容 . 


® J.H.Van Vleck, Theroy of Electric and Magnetic Susceptibilities, Oxford Univ. Press, Oxford, 
1932. 

@ H.-J. Van Leeuwen, ‘Problemes de la Théorie Electronique du Magnetisme’ (磁性 电子 理论 的 问 
题 ) ,Ph. D. thesis,1919, Leiden. [J. de Phys. et Le Radium ,2(1921) ,361. ] 
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10.2 跃迁 概率 

1. 售 时 微 扰 论 0 

我 们 设 未 微 扰 的 系统 ,其 哈密 顿 量 H。( 不 依赖 于 雹 的 量子 态 丝 已 解 出 , 即 
Hy, = 一 二 oe 一 Ey. 


的 本 征 值 E。 和 本 征 函数 更。 篆 为 已 知 . 我 们 将 用 这 些 已 知 的 量子 态 来 描述 另 一 系 
统 ( 称 为 微 扰 系统 ) ,其 哈密 顿 量 互 = 。 十 V( 差 别 V 不 大 ,作为 微 扰 ). 
用 参数 变易 法 解 
how 


Hy = 于 强 =- (下 十 由 烛 
令 

= Dy. 
不 妨 取 委 , 为 正 交 归 一 的 : 

[wv.dr = 02 


代入 后 得 


5) ey. De 4 := hH Pew tv EY., 

消去 中 间 两 项 即 得 

一 4 允 hy, = VB. 
两 边 同 乘 以 和 ”并 对 dr 积分 ,由 正 交 归 一 条 件 得 

ee 于 各 一 之 Vee， 
其 中 
Vs = 位 V。dr. 

如 果 V 也 不 依赖 于 +, 则 Vi 与 + 有 如 下 关系 

Vi = Vos (t = 0)er SE, 
这 是 由 于 于 二 加 er 入 ;一 类 二 ,而 

Vault=0)= jx Vyadr. 


@® P.A.M.Dirac,Proc. Roy.Soc(London),Al12(1926),661;A114(1927),243. 
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从 更 的 归 一 和 多 。 的 正 交 归 一 容易 得 到 
Sy 1c 一 1， 
这 条 件 与 
dce 
一 车 对 一 ZVee. 
及 其 共 固 一致, 因为 
于 定 de = = Ze: 人 = Ze: Va, 


一 和 [De; “4]= 2 ZVee— 2 2: Vocs 一 0， 
这 里 应 用 了 V 是 厄 米 算 符 ,Vs 和 矩阵 是 自 厄 米 共 思 的 .、 
2. 跃迁 概率 (直接 跃迁 过 程 ) 
设 t=0 时 cs 二 0 对 所 有 的 态 a, 只 除外 ca 二 1(A 代表 初 态 ,来 自 德 文 Ar 
fang). 当 V 很 小 时 ,前 面 方程 右边 的 > )Vuc。 中 的 c。 可 用 初 值 代 入 得 Vu ,所 以 得 
到 


-二 电 = = Va Oe 0 天 Ai 
积分 得 
eB-E 一 1 
= Vu(t= 0) EE 
积分 常数 已 由 初 值 条 件 :二 0 时 一 0 定 出 .在 :二 时 ,到 达 。 态 的 概率 为 
2 人 1 一 cos Et ee 
全 二 2 
le Dl =IVa t= 0)| (EE) 


令 所 有 态 在 能 量 等 于 已 , 到 已 十 dE, 之 间 者 为 psa(E,)dE, ,6b 中 除 EEs 外 其 他 
特征 叫 B, 则 


2 1 一 cos Pr 
一 
DlaDr = mcEodg lval EE 
令 已 = 本 笃 , 则 
起 
TT 
(E—E): hi, A zx” 


zz 的 上 下 限 由 基 (E, 一 Es) 确 定 , 当 了 > 万 二- 一遍 时 ,z 的 上 下 限 实际 上 可 取 为 


278 第 10 章 碰撞 和 跃迁 


从 一 至 十 so( 对 工 积分 限 士 表 示 积分 区 域 限度 为 |E。 一 Ea|T/ 记 二 x) ;而 由 于 


| 1 一 eosz dz 一 am， 
一 Tr 


所 以 
SionDr = Tp Vm): (Es = Ea), 
这 必须 <1 才 近 似 合理 , 即 要 求 不 能 大大 ， 


T< 2— 6. 
2roaslVa | 
这 样 ,从 开始 在 A 态 , 有 单位 时 间 的 跃迁 概率 zwa-a: 
BD la DE 
Fps IV ws 一 一 
这 是 常用 的 单位 时 间 跃 迁 概率 的 近似 公式 . 
3. 跃迁 概率 ( 含 中 间 态 的 跃迁 过 程 ) 
如 果 从 初 态 A 到 末 态 B 的 直接 矩阵 元 Va 恒 等 于 零 , 则 需 高 一 级 微 扰 近似 , 比 
如 Vs 和 Vu 都 不 等 于 零 ,i 称 为 中 间 过 渡 态 ,但 已 一 玉 天 0( 能 量 不 守恒 )* 则 有 
一 入 最 = Vu = Vualt = 0)er EE, 


ie -ao 
Ca 一 Vaci 一 Valt = 0)ets Va lt = 0) 2 


= Ka (0) (efeear-eoe — ektes-E2t), 
其 中 Ka (0) 二 Va (0)Va (0)/(E4 一 Ei) ;后 者 积分 得 


REg-ENt 1 


cs = Km Co) | 


二 et-6 一 1 
EA—Es E:— Es } 

前 一 项 比 后 一 项 大 得 多 (后 项 分 母 总 是 很 大 ). 前 项 给 出 类 似 的 单位 时 间 的 跃迁 概 

率 为 


ua = Fps | Ka |*, 


9 [et ae 过) 厂 王 d， 


上 sinz gr = 1 卫生 [sm = ur- 二 [2 王 一 

—— I 2iJ-» 工 2i 于 

而 最 后 两 项 的 积分 周 线 ,前 者 从 上 补足 取 斤 必 , 后 者 从 下 补足 取 NXY7, 结 果 得 到 
[全 = 和 | 宇 业 = 


i 
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其 中 
Va(O)Va (0) 
Km 一 一 下 一生“ 
注意 到 跃迁 概率 公式 中 Va 或 Ka 等 皆 不 包含 时 间 因 子 . 
上 述 理论 首先 由 狄 拉克 提出 并 应 用 到 光谱 跃迁 ?, 解 决 了 自发 路 迁 概率 的 
计算 . 


10.3 势 散射 


10.3.1 一 般 描述 
考点 粒子 与 有 限 区 域内 不 为 零 的 势 场 VCr) 的 散射 问题 ,波动 方程 是 


hd, P| ER 管 
2 Hz=[- 和 所 w+VY= Ev, 
其 中 YD = YN, E=—SE, 


满足 如 下 定 解 条 件 :在 |r| 二 +r 一 co 远 处 ,对 于 一 般 方向 mn 三 r/r 只 有 向 外 走向 的 出 
射 波 , 即 球面 散射 波 , 如 


Vey 一 fnn)e #5 (天 mo)， 


而 只 在 人 射 方向 m 则 尚 有 平面 人 射 波 : 


WA ~ ei n= no)s 


此 处 让 代表 粒子 的 动量 大 小 , 认 一 mv, 粒子 人 射 时 动量 为 hkn。o ,散射 后 动量 为 
hikn , 势 散射 时 动能 不 变 . 粒子 方向 从 m 改变 到 nn 附近 dQCn) 内 的 散射 截面 为 
|f(nsnm) :dN(n). 
这 可 由 下 列 概率 守恒 方程 导出 : 


Q(TY VY yy ) = 0. 
at 2mi 
这 个 方程 可 验证 如 下 : 


左边 = 疆 ~ + 并 + 起 (¥'Vi¥ 一 VV") 


= 南 位 Hy — wHY' +v" 乞 wr- vv 


吕 


二 玄 {Y* Vv 一 VVy*}=0. 


©® P.A.M.Dirac,Proc. Roy. Soc. (London),Al112(1926),661;A114(1927) ,243. 
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所 以 
更 "更 为 概率 密度 ， 
za 六 和 一 WV YW") 为 概率 流 密度 . 


2mi 
在 定 态 下 到 一 ye te ,时 间 相 因子 抵消 ,所 以 
6 y 为 概率 密度 ， 
去 ; (人 YY 一 %V%) 为 概率 流 密度 . 
对 于 人 射 波 yg 一 ew。… ,概率 流 密度 为 


jik 
—no = VRoy 
m 


而 对 于 散射 波 Ya = fmm) ,其 概率 流 密度 为 


一 去 然 17Grm) |sn 一 去 | fmmo) |?on. 


我 们 注意 到 % 一 办 # 十 ww 的 交叉 项 不 必 计 ,因为 pwn 在 r 大 时 已 避 开 yA# 了 .对 于 
人 射 东 ,每 单位 时 间 每 单位 垂直 截面 通过 一 个 粒子 ( 即 单位 人 射 粒 子 流 ) 时 , 则 每 单 
位 时 间 在 n 方 向 每 单位 立体 角 通 过 | fCn,no) 1 个 粒子 .注意 ,| fCn,no)1* 称 为 微 
分 截面 ( 指 单位 立体 角 的 ) ,其 量 纲 为 L? (长度 平方 即 面积 的 量 纲 ). 


10.3.2 ” 玻 恩 近似 2 
将 波动 方程 


让 对 
2m 


-起 ViytV -Ey E- 
写成 非 齐 次 方程 形式 为 

(Vv: +R)y = 一 p，p= 一 路 Vy， 
注意 到 边界 条 件 得 其 解 为 

4 = ee 十 二 | or Ydr’s 
积分 为 无 穷 区 域 ,但 p 中 V 因子 限制 积分 区 域 为 势 场 V 不 等 于 零 的 有 限 区 域 . 由 
于 VV 是 小 量 ,一 级 近似 中 可 取 p(r) 一 一 凶 VCr yr) 中 的 yr )~em'“; 得 一 级 


近似 : 


四 M.Born,Z.Physik,38(1926),803. 
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ei 


一 er 土生 Ei = (=- 狂 Ve Ye )dr 


当 |r| 很 大 时 ， 
ETT a ELT ~ ew er ， 


其 中 n=r/r 为 单位 矢量 ,而 分 母 |r 一 r"|~r 即 足够 . 于 是 
Yu 一 空 /onm)， 


nm) = 一 5 [eved eer’, 
微分 截面 为 
de =|f(nn) :do = 17 ||V| an， 
其 中 |V 代 表 
jv = [evenerar 
这 近似 常 称 为 玻 恩 近似 . 


10.3.3 散射 看 做 跃迁 


散射 也 可 以 看 做 路 迁 .将 百 一 一 息 V: 十 Y 看 成 可 一 一 鼻 Y: 为 未 微 扰 的 自由 


粒子 系统 ,和 V 为 微 扰 . 考虑 忆 : 立方 体积 ， 
hi A 


Hw = = Ey,, 
和 
由 一 访 ee 巨 一 艺 ， 
周期 边界 条 件 要 求 
p= PR sl) 


其 中 ,l,l 皆 为 整数 . 设 由 初 态 ACpa 王 kno ,所 以 上 二 大岩 /2m) 跃 迁 到 末 态 B. 
令 ps 二 kn 为 中 心 在 dQ(n) 立 体 角 内 ,Es 二 ps/2m 在 E 到 EE 十 dE 间 , 共 计 态 数 为 


三 
2 YALA = cons dB 


(mA 


= dope| 限 制 部 一 E 到 E+dE 


= dQ(n) [omdE = p(E)dE; 
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所 以 
p(E) = 
跃迁 和 矩阵 元 按 上 节 定 义 为 


[7 yd pm. 


Vm = fv Vyadr, 
写成 这 一 节 的 符号 ,并 注意 到 Ess:EA, 结 果 有 
Va (0)= 去 [ewe ar 


= 一 2 flnsmo). 


单位 时 间 的 路 迁 概 率 为 
was= Zp [Van (0) | 


2r 2x 直 \? § 
TA 27 ee mpm (Hr) | fmm) | 


5 Ps | fln,no) 12d0(m). 


但 用 人 射 波 函 数 
= ern 
Te 

时 ,人 射流 密度 为 

丰 ，。 SN 

吏 i Wa 一 J WX) 二 记 华 ， 
其 大 小 为 

二 2 二 了 和 对 


所 以 散射 截面 为 ( 见 图 10. 1) 
Wwa-B/jAN = do(n) 一 | Caymo) 12dOCm). 
_LLLLLL 


~ 
ee 入 射流 人 am 


图 10.1 


每 秒 散射 (到 dQ(n) 中 的 ) 粒 子 数 wa-s 等 于 散射 截面 dr(m) 乘 以 人 射流 密度 jw ; 
它们 的 量 纲 分 别 是 

dimjag = NACL 。T)， dim do(n)=L; 
所 以 两 者 的 乘积 得 
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dim wa-s = N/T. 
这 里 dim Q 表示 物理 量 Q 的 量 纲 ,而 L,T,N 分 别 为 基本 量 长 度 , 时 间 和 物质 的 量 
的 量 纲 (此 处 物质 的 量 就 是 粒子 数 ). 


10.3.4 分 波 法 


严格 计算 fCn,n。) 可 采用 分 波 法 (又 称 相 移 分 析 法 ). 如 果 将 入射 波 e* 对 球 谐 
函数 展开 (mo 方向 取 作 = 轴 ,9 为 矢 径 r 与 z 轴 的 夹 角 )， 
= er TL DeFP,CeosDi Cb), 


.全 
jr) 三/ 吉 Jni (er); 


其 中 Pi(cosb) 是 ! 次 勒 让 德 多 项 式 ,jj(kr) 是 球 贝 塞 尔 函 数 ,而 J :+ (kr) 是 半 奇 数 阶 
贝 塞 尔 函数 . 当 一 ~=o 时 ,jj (kr) 的 渐 近 展开 是 

ji(kr)~ 志 sin( 如 一 笃 ) 
(@ 4) — iC) ). 


~ 2ikr 
在 有 心 势 (假设 当 "一 cc 时 ,rV(r) 一 0) 下 的 径 向 方程 

业 2d lt 2m 
人 (全 Ft A 
的 解 ,在 * 一 0 点 有 限 ,在 一 co 时 渐 近 如 


Ri~ 志 sin( 如 一 笃 +) 


VCDjR， =0 


= 1 felt) 一 eile ) 
rt 本 J 


(注意 ,如 果 V(r) 三 0, 则 6 必然 为 零 ,因为 e* 是 无 势 情况 下 的 严格 解 ;所 以 8 称 为 
相 移 . ) 于 是 ,满足 一 -co 时 无 向 心 波 的 边界 条 件 定 出 


y= D2 Dep,(cos) er Rr) 
名 


三 Bt 1) Ce — 1)P,(cos0) 十 ee， 
组 合 的 系数 由 e “部 分 为 零 决定 于 是 


fm ne) = 2 D2L+ De —1)P(cosg) 
2 


= 主 D G21+ DPiCcosg) er sind,, 
气 
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其 中 cosg=m。，mo. 

按 莫 脱 和 马 瑟 的 《原子 碰撞 理论 ) 书 中 讲 ?, 只 有 对 于 库仑 场 散 射 的 情况 ,级 数 
求 和 可 表达 为 已 知 函数 ,结果 与 经 典 理论 一 致 . 经 研究 过 的 其 他 场 均 不 同 于 经 典 
结果 . 

现在 来 计算 总 截面 


o= 2x | | /00) |?singdg 
-起 21+ D C2 + Dsindrsinde es 2x | PPrsingdg 
= 人 Dt 1)sin’d,, 
因为 [ PiPr singdo = Be 
10.3.5 动量 表象 中 的 解 


直接 在 动量 表象 中 解散 射 问题 见 狄 拉 克 的 《量子 力学 原理 )2, 这 样 做 只 是 坐 
标 表象 中 的 健 里 叶 变换 . 但 动量 表象 对 光子 ( 自 旋 为 1 者 ) 合 用 ,还 可 以 很 容易 地 计 
及 相对 论 速度 为 光速 . 
将 波动 方程 
Hy= (T+Wy= Ey 
(其 中 工 为 动能 ) 写 为 


(E—- Dy= VW, 
用 微 扰 法 求解 
(E— Dy = 
(E— Ty = ee 
或 者 用 狄 拉 克 符 号 ,可 以 得 到 


(E- 双 )p2 = (pIV| po), 


1 

《CD 

9 一 (bp 加 一 一 一 

E—2 +ie 
2m 


® N.F,.Mott,H.S.W.Massey, The Theory of Atomic Collisions,3rd ed. ,Oxford Univ. Press,Oxford, 
1965, p. 24. 

@® P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, 4th ed. ,Oxford Univ. Press, New York, 
1958, $ 50. (中 译本 :P. A. M. 狄 拉克 著 , 陈 威 享 译 :《 量 子 力学 原理 ), 科 学 出 版 社 ,1965. ) 
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= (plVilpo) 


9 -ea(E- 矶 ) ; 
2m 
其 中 。 是 趋 于 0 的 小 正 数 ,9? 表 示 当 积分 时 取 主 值 , 即 
1 
ee 
这 个 因子 是 g" 只 代表 向 外 运动 的 粒子 的 条 件 ;因为 
few 一 由 


9 工 一 ix8(z)， 
Es 


而 


于 是 ,在 动量 表象 中 ,微分 截面 可 以 表示 为 
do = (2r)‘fiem?: | ( 力 | V |po)|’, 
详细 情况 可 参考 所 引 狄 拉克 的 书 . 


10.4 全 同 粒子 的 散射 


对 于 全 同 粒子 的 散射 , 需 考虑 波 函 数 对 称 性 要 求 的 影响 . 
1. 电子 电子 散射 
对 于 电子 电子 散射 ,车 自 旋 波 函数 对 称 : 
oa 二 如 
V3 BB 
则 要 求 空间 波 函 数 反对 称 : 
ew 十 时 [gb) 一 Jr 一 0)]， 
反之 , 若 自 旋 波 函数 反对 称 : 
6 一 & 


有 
则 要 求 空间 波 函 数 对 称 : 
+e + + f(x] 
所 以 平均 散射 截面 (每 立体 角 ) 应 改 为 
3 |f(0) 一 er + 主 1f( 二 fr 一 1 


=|f(0) | +|f(x—0) | 
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一 者 [ff (x0 + Wf 0)], 


差 个 交叉 项 . 
代入 库仑 场 的 f(9) (习题 10. 1) ,并 注意 到 质心 系 中 采用 相对 质量 mm 一 mo/2， 
以 及 ZZ'= 十 1, 则 有 


Ag = lhe) 1 ode FGL 十 训 
mw sini(0/2)° TO—io)’ 


其 中 a 一 Cr) . 于 是 平均 散射 截面 (每 立体 角 ) 结 果 为 


| 由 1 加 cos[ re (In t #)] ' 


mov sin* (8/2) + cos' (0/2) sin’ (0/2)cos’ (0/2) 


这 就 是 莫 脱 (1930) 公 式 ?. 这 里 用 了 
eo orem 二 刘 ] 声 二 Ce | 


1 十 cosg] _ cos’ (0/2) 
1 |= 8 :| Ini 2 ] 


= cos[aln cot* (6/2)] = cos[aln tan’ (9/2)]. 


= cos[aln 


2. 一般 情 况 
对 一 般 情况 , 若 自 旋 s 为 半 整 数 时 ,要 求 总 波 函 数 为 反对 称 , 交 叉 项 前 的 系数 


应 为 一 元 和 ;而 当 自 施 为 整数 时 ,要 求 总 波 函 数 为 对 称 , 则 交叉 项 前 的 系数 应 为 


十 元 1. (注意 ,这 里 的 * 相 当 于 9. 3 节 的 s/ 记 ) 详 细 讨 论 ,请 参考 朗 道 和 栗 看 席 效 


的 书 @. 
3. 实验 室 系 和 质心 系 
设 在 实验 室 系 中 ,粒子 1( 质 量 mi ) 不 动 (碰撞 前 速度 vw), 粒子 2( 质 量 m;, 碰 
擅 前 速度 ww.) 打击 粒子 1, 这 时 有 
mava + mv = (mi m2)V, 
于 是 质心 速度 V 为 
Vo= tmva mava 
mi 二 mz mm 十 m2 


@ N.F.Mott,Proc. Roy. Soc. (London),A127(1930),658. 参考 N. F. Mott,H. S. W. Massey, The The- 
ory of Atomic Collisions ,3rd ed. ,Oxford Univ. Press, Oxford,1995,Ch. NI, § 5. 

@® L.D.Landau,E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics, Non-relativistic Theory, Pergamon,1977( 译 自作 
文 ),§ 137. [或 中 译本 :I. 工 . 朗 道 ,E. M. 栗 弗 席 兹 著 , 严 肃 译 :量子 力学 ( 非 相对 论 理论 )》, 高 等 教育 出 版 
社 ,2000.] 
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现在 采用 非 相 对 论 的 伽利略 变换 ,从 实验 室 系 变换 到 质心 系 (参考 4.1 节 )， 
则 有 


mozvac 十 mivic 一 0， 


即 
mc 一 ol 一 了 = 一 V， 
Vac = Va — Vs 
由 此 可 见 , 相 对 速度 不 变 ， 
Vac — Vic = Yar — VL = VL, 
并 且 
mc —Uc_ vr 
mi m2 mm 
设 碰 撞 后 状态 如 图 10.2, 则 有 
磺 扫 前 3 上) 和 5 
A A 
/ 
磁 扩 后 -一 一 一 疙 一 一 
SR 在 
L. 实验 室 系 C. 质心 系 
图 10.2 
wcos@ = wccos0 十 V， 
的 sin® = vcsing; 
但 在 质心 系 中 有 
vc = vc, 
所 以 
Ce vac Sing 二 mising 
tn = Vaccosg 一 uic micosg+ mz 
,woe 
这 里 用 了 V= Vc 以 及 元 a 


对 于 全 同 粒子 的 散射 , 则 上 式 简化 为 


sing _ 2 
工 十 cosg 


tang = 
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所 以 


@ 一 和 或 90=2@， 


singdb = sin28 » 2d8 = 4cosBsin6dB; 
由 于 件 利 略 变换 下 ,相对 速度 不 变 , 入 射流 不 变 , 跃 迁 概 率 不 变 ,导致 截面 不 变 
|f(0) |?2xsingd0 = do =|f(28) |? » 2x » 4cos@sin@d®, 
结果 有 
(器 ). =|f(0) 1’, 


( 蝇 )， = 4cosB | f(28) 1? 


10.5 多 电子 系统 的 辐射 跃迁 


10. 5.1 辐射 场 与 多 电子 系统 的 相互 作用 
多 电子 系统 在 与 辐射 场 作用 时 ,其 哈密 顿 量 只 要 将 无 辐射 场 时 的 
HY = > 到 +V， 
改 为 (辐射 场 由 磁 矢 势 A(r) 表 示 ) 
H=5) [rd +V 


即 可 .证明 如 下 : 
d. _aH_ p:—A(r) 
di' 9p， m Y 
dH aH (BT 
dd ar 一 537 一 co <(ar4) ari 
二 
(了 (ar4) ar 
其 中 物理 量 右 上 的 工 表 示 转 置 ,而 


[Ar)] ——e BA) 一 (部) (2&4); 


所 以 


村 x B60] 


Ea 
= 一 号 +e[ Er) + 叶 
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其 中 
ECr.) =—2A(r), Br) 一 ViXA(r) 


是 在 r; 处 的 电场 强度 (E) 和 磁感应 强度 (B) ;这 样 得 到 洛 伦 效力 公式 . 另外 ,由 矢量 
分 析 公 式 

cxX(aXb)= (cba—(c.a)b, 
可 以 验证 


(gi)x [V,x4(rD)] = ($i): (VACr))T — (($): vac， 
而 V'= 索 -. 
所 以 ,与 辐射 场 作用 时 的 多 电子 系统 ,其 哈密 顿 量 为 
H= HE Dp A + 捧 DAY, 
其 中 Hem 为 不 计 及 辐射 场 时 多 电子 系统 原来 的 哈密 顿 量 , 后 两 项 则 分 别 为 一 次 和 
二 次 相互 作用 哈密 顿 量 . 
10. 5.2 辐射 振子 系统 


对 于 辐射 振子 系统 ,9. 1. 2 和 9. 2. 1 小 节 曾经 讨论 过 ,这 里 重新 扼要 地 予以 
介绍 . 
将 矢 势 A(r,t) 展 开 为 平面 波 的 又 加 ， 


Alr,t) = Dat) [pe + 类， 
式 中 * 号 表示 前 面 的 复 共 绒 项 ;此 处 用 了 
hh(r) 一 和 [a 
k 和 一 k 算 不 同 的 k, , 正 交 归 一 化 条 件 为 
| .4; )dr 一 | .4_,)dr 一 ous 
其 中 A-, 是 具有 波 矢 一 k,(e_, 一 e,) 的 波 .并 注意 到 
4 一 一 ing 
引进 正则 变量 


Q=g+q, 已 一 一 iu(@ 一 )3 
于 是 ,单一 波 的 能 量 为 


(Pit = gg; + oa), 
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减 掉 其 中 的 零点 能 之 后 得 到 

H; = 2wiqy qi， 
所 以 量子 化 条 件 为 

PQ 一 QP, 一 主 ， 
或 者 


另外 ,由 
4 =— iwg， 


取 适 当 相位 (相当 于 g 二 x/2) 使 的 矩阵 元 可 表示 为 


i [st Dow, 
人 

人 ET， 
w 


qr 一 gum = 0. 


这 些 就 是 我 们 在 下 面 需 要 用 到 的 主要 结果 . 
10. 5.3 多 电子 与 辐射 振子 的 组 合 系统 
下 面 考虑 多 电子 系统 与 辐射 振子 系统 组 合 的 总 系统 ,只 计 及 一 次 相互 作用 项 
Hi = 一 EP: “ Alr), 
而 忽略 二 次 相互 作用 项 
H: = 大 BLA. 
总 系统 的 未 微 扰 哈密 顿 量 为 
H, = H® + 2H, 


其 中 4 代表 波 矢 k 及 极 化 方向 e( 两 个 与 上 垂直 者 ). 因为 H。 是 H'™ 及 各 辐射 振子 
的 哈密 顿 量 H, 的 直接 求 和 ,总 系统 的 量子 态 即 可 以 多 电子 系统 的 量子 态 a,b 等 及 
各 辐射 振子 的 量子 态 n, (各 4) 表 示 之 . Ho 的 本 征 波 函 数 为 下 列 乘积 

Wo = Yes, = [IY,,; 
其 中 更 为 多 电子 系统 a 态 的 波 函 数 ,只 与 电子 坐标 (包括 自 旋 坐 标 ) 有 关 ; 丈 ,为 第 
4 个 辐射 振子 的 nn 态 波 函 数 . 能量 本 征 值 为 

Es, = E+ Dnho. 
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于 是 ,相互 作用 哈密 顿 量 的 矩阵 元 为 


| Hin, 一 一 二 三 让 : FE 
诚 I Ze 。 Pies "gs [L dri, 
最 后 积分 中 几 为 多 电子 系统 的 振幅 波 函数 ， 
.= teiy,, 
其 中 时 间 因 子 已 写 在 前 面 . 同样 有 


; ee 厅 FmtD oss 
Ji Hw, mNaVy 2 v7 
x 位 De pe ™"y, Ilar. 
类 似 地 有 
. me 1 (mn 二 1) (mp 二 1) 
| Em 和 

X EEE) [I De oes my, TT dr.. 

10.5.4 发 射 和 吸收 跃迁 概率 


下 面 来 求 单位 时 间 的 路 迁 概率 公式 . 我们 注意 到 , 当 am 一 6, 思 十 1 时 有 
E= E+mihw = E+ Cm + 1)fw,, 


= | Erk dd hok — (E, — E,)) 
0 J) Cn)s 人 


二 -全 刀 
(2r) fc 
其 中 
EE ww _ 2 
- ic < Ce " 
E.—E, 
Ye :>0, 


称 为 普 朗 克 - 玻 尔 关系 ;而 dQ 为 的 立体 角 范 围 . 发 射 聊 迁 概率 (每 单位 时 间 为 
Wan -amtl 一 人 ao[ 位 (De pie hs )s. Tan] : 


(4neo )hc m’ 


吸收 唉 迁 概 率 (每 单位 时 间 ) 为 
Wor, mom-! 一 vas mn[ x (Ze: Pie ;In] ， 


(dneo )fic m 
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过 


其 中 仍 用 va 一 


注意 到 Se 发 射 时 ,其 牙 迁 概率 正比 于 元 十 1, 其 中 与 元 正比 这 部 
分 称 为 受 激发 射 ,与 1 正比 这 部 分 称 为 自发 发 射 ;而 6,m>a,nm 一 1 吸收 时 ,其 路 迁 
概率 正比 于 元 . 

现在 来 求 辐射 能 量 密度 . 由 于 


w= VY Ee = 六 | 可 二 ksdtdos 人 (> 一 全) 


>0. 


一 zh ， 
k vy dk ck 1 
其 中 2 来 源 于 22, 4x 来 源 于 d0, 1 与 V 抵 消 ,其 一 芯 ， sl(» 失 ) = 十， 


而 一 至 元 茸 . 平衡 时 多 电子 系统 在 。 态 或 5 态 的 占据 数 正比 于 e /或 ea， 
于 是 


Wem bm ET 一 wom el TS 
所 以 
(+ De Er = fe S/T, 

即 

Pp 1 

i Pe hy 
这 就 得 到 普 朗 克 黑 体 辐射 公式 ， 

8r ji 

-RT 


爱 因 斯 坦 (1917)@ 在 玻 尔 (1913)2 光 谱 理论 提出 后 即 给 普 朗 克 公式 新 的 推导 

见习 题 10. 3), 引 入 自发 发 射 和 受 激 发 射 概念 . 量子 力学 建立 时 ( 简 谐 振子 的 矩阵 

表示 ) 便 给 出 矩阵 元 中 含有 Vn 十 1 和 Vn. 弄 清 楚 这 和 矩阵 元 平方 的 n 十 1 中 相当 于 
受 激发 射 而 1 相当 于 自发 发 射 ,特别 是 必然 有 自发 发 射 则 是 狄 拉克 的 工作 3. 


10.5.5 偶 极 近似 和 振子 强度 
在 电 偶 极 辐射 近似 下 ,辐射 的 波长 比 原子 分 子 的 大 小 大 很 多 ,e = 天 1 一 
i ，ri 中 后 一 项 可 忽略 而 用 1 代替 . 注意 到 和 矩阵 元 


@ A.Einstein, Physik.Z.,18(1917),121. 
® N.Bohr,Phil. Mag. ,26(1913),1,471,857. 
@ P.A.M.Dirac,Proc. Roy. Soc. (London) ,Al114(1927) ,243. 
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le。Ppu|: = miws le* ral’, 
其 中 用 了 是 一 .将 ww,-s 对 所 有 dQ 及 。 求 积分 或 求 和 ,并 令 而 ==0, 得 到 自发 发 射 
跃迁 概率 为 


2 3 
EC ws 


[Xl’, 


Wes = 
neofic’ 


此 处 X 二 了 zi 指 坐 标 之 一 分 量 而 言 ,坐标 方向 则 对 4r 平均 过 ， 
定义 振子 强度 /为 
fo = Se | Xu. 
对 于 单 电子 系统 ,从 量子 化 条 件 


pq—qp = 车 ， 
取 其 aa 对 角 元 ， 
Dpoqr — Djqopu = 二， 
p 5 
又 p 二 my 给 出 
ps = miwaqds， 
这 是 因为 
gs = ga (0)eFE En 一 qo (0)ee's 
所 以 
miwsgsqgu 一 Domiwwqn 一 专 ， 
5 5 
即 


2f。-。 =- 1( 单 电子 系统 ). 
对 于 多 电子 系统 ,因为 
2 2 at 和 2 2 >: = DD gp 
= Dp —gp’)s = D1 
所 以 
fs = D1 = 电子 数 (多 电子 系统 ). 
以 上 是 振子 强度 的 求 和 定 则 。 
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振子 强度 即 拉登 堡 (1921)9 的 色散 电子 数 除 以 低能 态 的 分 子 数 ,参见 习 
题 10. 4. 


以 振子 强度 
太一 加 | Xe |! 
表示 , 则 自发 耻 迁 概率 为 
uv = A 一 8. 03x10 (起 - fo ss 
其 中 Rc 为 里 德 伯 频率 ;而 每 个 发 射 原子 每 单位 时 间 所 发 射出 的 能 量 为 “ 


J = 0.175X107 (Bi) fe Js 


下 面 列 出 几 个 数量 级 关系 . 
原子 序数 为 Z 的 原子 的 物理 量 以 下 标 Z 表示 , 则 有 原子 半径 az 
0 友 
时 Zamec 
dneo) A 、。 yy 下 到 
i 是 镍 六 种 可 人 二 0 区) 二 ~ -二 是 精 组 结 
构 常 数 ; 从 pz 有/azZamec 科 导 汪 基 太吉 量 ， 
wz ~ py/2me 玉 =Z TS = ZR ks 
其 中 Rhc 是 里 德 伯 能 量 ， 
de 7 
Re 一 geare a ™ Zane TR (cat) a 


mec” 1 
2 《137?) 


= me ~ 
而 绕 转 频率 为 
vz ~ wz/h ao (Za) mec /4nh a Z* X10 Hz. 
电 偶 极 近似 


rin Chaz ~ EE ~ Za 


在 Z<137 时 可 用 . 激发 态 的 总 大 变 概率 为 
DD) we ~ alZa) yz ~ Z! X10° ss， 


@® R.Ladenburg,Z. Physik,4(1921),451. 
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因为 ws 有 avz( 竺 】 即 avz(Za). 


10.5.6 和 氯 原子 的 跃迁 概率 和 振子 强度 表 
表 10.1 给 出 毛 原 子 的 自发 跃迁 概率 和 激发 态 寿命 . 表 中 
wr (平均 ) = 六 2 十 lw 
na 


nm 
例如 :4 69—2+ 1 x6.25, 
ee : 3.9 
0.43 一 二 (0.063 十 3X0.22 十 5X0.64) 一 252. 


表 10.1 复原 于 的 自发 路 迁 概 率 wae (10 s-: ) 和 激发 态 寿命 ( > vv- ) (10 s) 
和 而 


忆 坦 来 要 =“ (loss-) (lo s) 
2s np 一 — 一 一 0 oo 
2p ls 6.25 一 一 一 6. 25 0.16 
2 平均 4. 69 一 一 一 4. 69 0.21 
3s np 一 0.063 一 一 0.063 16 
3p ns 1.64 0. 22 一 一 1.86 0.54 
3d np 一 0.64 一 一 0. 64 1.56 
3 平均 0.55 0.43 一 一 0. 98 1.02 
4s np 一 0.025 0.018 一 0.043 16 
i 
4d np 一 0. 204 0.070 - 0. 274 3.65 
4f nd 一 二 0.137 一 0.137 7.3 
4 平均 0.12, 0.083 0. 089 一 0. 299 3.35 
5s np 一 0.012; 0. 008s 0. 006s 0.027， 36 

ns 0.34 0.049 0.016 0.007s 
sp wd 一 一 oool， o.o02 js 各 加 
sa{ mp Ee 0. 094 0.034 0.014 } 1 10 
nf 一 = 二 0.000s 
5f nd = 0. 045 0.026 0.071 14.0 
5g nf 一 一 一 0.042s 0.042s 23.5 
5 平均 0.040 0.025 0.022 0.027 0.114 8.8 


@ 表 10.1 和 表 10. 2 均 摘 引 自 H. A. Bethe,E. E. Salpeter,Quantum Mechanics of One and Two Elec 
tron Atoms ,Springer-Verlag, OHG, Berlin, 1957, § 63. 
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表 10.2 给 出 氢 原 子 的 振子 强度 . 表 中 与 态 nl 相 结合 的 连续 态 中 平均 能 量 定 
义 为 
已 |Re-er ldE' ms 


(E') 网 :EE 


| Re-er |*dE” 
村 续 谢 


其 中 偶 极 矩 的 平方 |1R。sr | 为 
[Raw = ({ RicRaridr), 


而 Rw 为 径 向 波 函 数 . 
表 10.2 氢 原 子 的 振子 强度 

初 态 1s | 2s 2p 3s 3p 3d 
末 态 “| np | "wp [= nd np | ns | "| np | nf 
n=1 二 — |=o0.139| 二 — |=o.026| 一 一 二 
n=2 0.4162| 一 一 — |-o.odal-o.145| — |-0.417| 一 
n=3 0.0791|0.4349| 0.014 | 0.696 | -1 | 一 一 一 一 
n=4 0.0290 |0.1028| 0.0031 | 0.122 | 0.484 | 0.032 | 0.619 | 0.011 | 1.016 
n=5 0.0139|0.0419 | 0.0012 | 0.044 | 0.121 | 0.007 | 0.139 | 0.0022 | 0.156 
n=6 0.0078 |0.0216 | 0. 0006 | 0.022 | 0.052 | 0.003 | 0.056 |0.0009 | 0.053 
n=7 0.0048 | 0.0127| 0.0003 | 0.012 | 0.027 | 0.002 | 0.028 | 0.0004 | 0.025 
0.0032| 0.0081 | 0.0002 | 0.008 | 0.016 | 0.001 | 0.017 | 0.0002 | 0.015 
一 co |0.0109 |0.0268| 0.0007 | 0.023 | 0.048 | 0.002 | 0.045 | 0.0007 | 0.037 
6m |3.7n73 | on | 3. 3m |6.2n7* | 0.3m | 6. ln |0.07n7*| 4.4n? 
总 束缚 态 |0.5650 10.6489| 一 0.119| 0.928 | 0.707 | 一 0.121| 0.904 | 一 0.402| 1.302 
总 连续 态 “| 0.4350 | 0. 3511| 0.008 | 0.183 | 0.293 | 0.010 | o.207 | 0.002 | 0.098 
和 1000| 1.000 [=o.111[ 1.111 {1.000 [=0.111| 1.111 | 二 0400| 1.400 

一 
EY: | 0.54 | 0.61 | 0.6 | 0.42 | 0.78 0.47 0.39 


10.1 库仑 场 散 射 , 卢 瑟 福 公式 9. 
带电 为 Z'1e| 的 a 粒子 被 带电 为 Ze| 的 原子 核 散射 ,经 典 力学 给 出 微分 散射 
截面 (参见 第 5 章 习 题 5. 3) 


@ 参考 N.F. Mott,H. S. W. Massey, The Theory of Atomic Collisions,3rd ed. ,Oxford Univ, Press, 
Oxford,1965,Ch. 下 ,3 1,，8 2. 
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( ZZ2'e’ ?2 do， 


1 
和) sin‘ (0/2) 
这 里 m 和 ww 指 入射 粒子 的 质量 和 速度 ,认为 核 静止 有 无 穷 重 . 量子 力学 对 于 在 库 


仑 场 V 一 -22e” 中 运动 的 粒子 有 波动 方程 
(4neo)r 
V+ 他 (E 一 Vy 一 0. 
若 令 
$= TI 十 SF(b)， 
也 给 出 
2 2 1 
OF = (ti) srt’ 


这 里 了 代表 人 射 波 ,S 代表 散射 波 . 按照 分 波 法 ( 相 移 分 析 法 )， 
[ 寺 十 2 dg L+HD 2m _Z2'e’ =。 


rir Ph Caneo)r 
的 渐 近 解 为 
R ~ Esin (br 到 + 一 aln2kr ), 
其 中 
2 2 222 
SE 和 人 一生 一 二 mnt， 
而 
6 = arg T(l+1+io), 
a LUT+ia) EE 
TECTITioT 一 MEC 二 
于 是 , 戈 登 (1928)@ 证 明了 有 下 列 结果 : 


D21+ Def*e%R,(r)P(cosg) = yr,0) 


名 
= EFT(+io)e FF(— ia;l;ikr(l — cosb)) 
~I+Sf(0), 


2 
as _-_ Q ti (on) 
T= [+ 


SS lor ar, 
7 


@ W.Gordon,Z.Physik,48(1928),180. 
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_ 22'(e’/4neo) 和 iln¥ (1 eos) +irt 2 
A 2mv* sin7 (0/2)™ 5 


二 六 
二 argT(l 二 ia) 或 e Ti)’ 


而 


14+2s+20+tD 过 十 
F(a,b,z) lto*+por1) 2a1t 


是 汇合 型 超 几 何 函数 ,又 称 库 默 尔 (E. E. Kummer) 函数 ;结果 与 经 典 力学 一 致 . 详 
细 讨 论 ,请 参考 朗 道 和 栗 弗 席 效 的 书 9. 
另外 ,从 


(+ 一 融 )jp = 


令 % 一 e*F, 得 
3 
(V+ 和 让 总 一 和 )F=0， 
而 这 方程 有 =F(r 一 z) 形 式 的 解 . 因为 取 F 一 F(9) ,6=r 一 z, 用 亏 乘 以 上 方程 后 可 
以 化 为 
dF dF， ， 2 
+ el Kt) —okF = 0. 
在 8 二 0 为 有 限 的 解 为 
F = F(— ia,1,iké). 
这 是 坦 普尔 @ 的 做 法 ,与 戈 登 的 结果 一 致 . 戈 登 解释 工 的 相位 面 垂直 于 双 曲 线 轨道 
的 非 = 常量 ,而 是 
z 十 lnk(r 一 z) = 常量. 
10.2 ”用 玻 恩 近似 讨论 屏蔽 库仑 场 散 射 . 
由 10. 3 节 知 ,一 般 势 V(r) 下 的 散射 有 
Jonm) = 一 总 joer. 
对 于 屏蔽 库仑 场 , 取 ( 采 用 国际 单位 制 , 如 令 (4xeo) 二 1 即 得 高 斯 制 的 结果 ) 


2 
VD Cr 


2ZZ (e’ /4xeo) 
| 


得 


® LD.Landau,E. M. Lifshitz,Quantum Mechanics, Nonrelativistic Theory,Pergaman,1977.( 译 自 俄 
文 ). [或 中 译本 :JT. I 朗 道 ,E. M. 栗 弗 席 兹 著 , 严 肃 译 : 人 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )), 高 等 教育 出 版 社 ， 
2000. ] 第 十 七 章 ,特别 是 § 135. 

@®@ Temple,Proc,Roy.Soc. (London) ,Al121(1928) ,673. 


习 题 


299 


验证 如 下 : 


同时 注意 到 


于 是 得 到 


J 
Oh 2 dm 2 
jvoe re) Kite wR He) 
vo + er'dr= fropcm 十 中 )esrdr 


= [ec Vz 十 必 )V(r)dr 
= | Ker 从 与 


» 4x6(r)dr 


a a 2 
(4neo) Eo “ 


天: = k(n—no)’ = 2k:(1— cos0),cosd = ne no, 
0 


hk= p= mv,l— cos0 = 2sin’ 3， 
zo m? ZL?e 4 
| flnsno) 一 7 RT 
ZZ et A 
Cdreo) 和 Ei— 二 + /2 J 
-Ze 入 s 
(4reo) mv (im 日 二 人 
(si 名 + 在 ) 


当 x/k<1 时 , 即 当 fix/mv<<1 时 ,还 原 为 卢 瑟 福 公式 9. 
10.3 ” 普 朗 克 辐 射 公式 的 爱 因 斯 坦 推导 (1917)@. 
在 玻 尔 (1913) 光 谱 理论 提出 以 后 ,利用 原子 在 量子 态 m 和 间 跃 迁 的 细致 平 
衡 , 爱 因 斯 坦 对 普 朗 克 辐 射 公式 给 出 简单 直观 的 推导 如 下 :有 Nw 个 原子 在 m 态 ， 
NN, 个 原子 在 n 态 ,从 m 态 跃 迁 到 态 放出 辐射 能 量 为 二 EE。 一 E,. 设 每 单位 时 间 
从 m 态 到 nn 态 的 自发 路 迁 概率 为 A,,, 受 激 了 跃迁 概 率 为 B。。x,, 其 中 w 为 辐射 能 


量 密度 ,而 n 态 吸 收 辐射 后 唉 迁 到 m 态 的 概率 为 Bnu,. 细致 平衡 要 求 


NB。-uv 一 Na (Beant, + Am.s). 


在 热力 学 平衡 时 ,根据 玻 尔 兹 曼 因 子 得 


- ET 
No No。 一 ee 


令 w 随 T~~cc 而 增 至 无 穷 , 则 得 


® E.Rutherford,Phil. Mag. ,(6) ,21(1911) .669、 
四 A. Einstein,Physik. Z. ,18(1917) ,121. 
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B..» 一 B...s 
因而 由 前 列 平衡 式 可 以 解 出 
A /Bu-。 


w= -和 一 一 
(EE IT 
ew —1 


这 里 E 一 E. 一 h, 其 中 一 全 ,cs 由 维 斩 公式 定 ;另外 ,A。-./B。-。 一 8xee 由 瑞 和 
公式 定 .所 以 导 得 普 妆 克 公式 


证 毕 ， 

10.4 拉登 堡 (1921)Q 色 散 电子 数 . 

谐振 子 的 振幅 是 z 一 rocoswt, 对 时 间 上 的 平均 能 量 是 U 一 站 meat ,单位 时 间 
内 每 个 色散 电子 总 辐射 能 量 为 


te i 了 i 芭 
见 个 色散 电子 总 辆 射 3 < 二 9. 如 与 辐射 在 温度 了 下 达到 平衡 ,每 个 电子 
作 三 维 振动 , 则 前 三 式 中 UU 篆 放 大 三 倍 仍 叫做 器, 则 

pdy = 2 a, = ww dU = Ud,, 


这 里 Us Re U. 所 以 


U, 


所 以 多 个 色散 电子 的 总 辐射 为 
2 


=2_ ww 
Tumne 一 3 ane ye md 一 i 


它 应 该 等 于 量子 论 的 总 吸收 Ni 克 -spjv, 于 是 
Rp, = Ni Bi -ohv. 


oo—— Rp,, 


克 议 
按照 爱 因 斯 坦 关系 


Bi-.: = BA ， 


所 以 求 得 色散 电子 数 


@® R.W.Ladenburg,Die quantentheoretische Deutung der Zahlder Dispersions-elektronen( 色 散 电子 数 
的 量子 理论 解释 ) ,Z. Physik,4 (1921) ,451. 
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hvBi.: _ 《4reo mec’ _ (4xeo)mec’ Ni 
6 “ @: /4eom. i Br ey 4 2ezow: 4 
代入 色散 关系 
ed WR Ws sr eM As- 
WH2 eo me (w: — we) 2 (wo— we)" 


其 中 hw 二 Es 一 Ei ,而 oo 是 入射 光 的 角 频 率 . 因而 量子 论 给 出 一 个 原子 有 极 化 率 
a 为 


这 里 pw 是 原子 的 电极 化 强度 ,E 是 电场 强度 ,原子 在 基态 1. 这 是 拉登 堡 的 结果 . 克 
拉 默 斯 ?给 出 修正 为 
法 Ai ca Ai 
< 一 基 - (re)[ 忆 2 Ci) S20 Co E51] 
这 里 fiw, 二 EE 一 Ei ,hw 二 El 一 E;. 这 是 一 个 原子 的 贡献 . 对 于 每 单位 体积 N 个 原子 
的 情况 ,有 


3 1 ~ 工 Nu， 
€0 


注意 到 极 化 率 (a/eo) 的 量 纲 为 (体积 的 量 纲 ) ,因为 A;- 的 量 纲 为 了 '《 时 间 倒数 
的 量 纲 )， 


@® H.A.Kramers, Nature,113 (1924),673;114 (1924),310. 
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11.1 电子 运动 与 核 运 动 的 近似 分 离 


11.1.1 玻 恩 - 奥 本 海 默 近似 ? 


由 于 原子 核 质量 较 电子 质量 至 少 大 1836 倍 , 所 以 电子 运动 比 核 运动 快 得 多 . 
在 核 运 动 的 每 个 刹那 ,电子 运动 可 以 认为 达到 定 态 , 即 有 电子 的 薛 定 雇 方 程 为 
Vs(reo ,R,) = 已 CR) 加 (ro ,R.), 
其 中 电子 的 哈密 顿 量 为 
HB 已- 基 (5 5) 一 之 之 te 一 ro | 


Pa 


1 / AG 
四 2 (4reo ) I 一 mr 只 | 本 如 (4neo) | 及。 一 及 ,| 
(这 里 和 以 后 >) 总 是 表示 不 包括 指标 相同 的 项 ); 它 包括 电子 的 动能 ,电子 与 核 
间 的 库仑 势能 ,电子 间 的 库仑 势能 ,以 及 核 间 的 库仑 势能 . 所 有 核 位 置 R 在 玉 中 
作为 给 定量 对 待 ,所 以 ,电子 的 本 征 函 数 内 和 本 征 值 E。 中 ,R。 皆 以 参量 形式 出 现 ， 
给 定 所 有 R。 后 ,本 征 值 可 以 有 不 同 值 (比如 离散 的 值 ) ,标志 电子 运动 状态 的 不 同 . 
每 个 E, 作为 参量 R。 的 函数 描述 一 个 能 面 
E. = E.(R.), 

核 运 动 即 近 似 以 此 能 面 作为 势能 函数 . 

以 上 结果 常 称 为 玻 恩 - 奥 本 海 默 漫 浙 近 似 . 现在 证 明 如 下 : 

整个 核 与 电子 系统 有 哈密 顿 量 


和 薛 定 谓 方程 


将 整个 系统 的 波 函 数 更 以 电子 波 函 数 的 线性 组 合 来 表示 : 


® M.Bormn,].R.Oppenheimer, Ann. Physik,84(1927) ,457. 
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= PCR Dr )， 


如 不 计 及 y, 中 参量 R。 的 变化 , 代 人 上 式 ,并 注意 到 电子 的 定 态 芒 定 户 方 程 ,容易 
得 到 


马车 (各 )y = 3.[ 台 ~- 莪 ( 纹 ) ]c+ cEw.， 
或 者 进一步 利用 几 的 正 交 归 一 条 件 , 得 到 
, {2 茵 ( 病 ) 上 | jc,， 


所 以 C. 为 核 运动 的 波 函 数 ,E。 相当 于 其 势能 函数 . 如 果 计 及 y 中 参量 R。 的 变化 ， 
则 前 一 式 右 侧 尚 须 增加 


3c3F 友 全 ) s+:[ 允 -站 巡 ) ( 误 )] 
所 以 后 一 多 则 有 增加 VC,， 其 中 


w -区 [也 - 黄 区 )]wHee 


让 1B a 志 
+2 | [ 达 - 关 68) ( 访 )]Hd 
表示 微 扰 ,引致 能 面 跳跃 ! 即 引 致 不 同 能 面 间 的 跃迁 ,在 两 能 面 间 距 较 小 的 区 域 
R。 发 生 . 这 个 问题 在 化 学 反应 时 需要 考虑 . 


11.1.2 赫 尔 曼 - 费 思 曼 定理 


在 势能 面 E。 上 运动 ， 核 a 受 力 为 一 9 矢 ,这 容易 证 明 为 一 2 对 态 的 平均 


值 , 妈 
- 凑 = 皮 (六 wa， 


这 通常 称 为 赫 尔 曼 - 费 思 曼 定理 . Re 
假设 电子 运动 的 波 函数 是 归 一 化 的 : 
局 w 开 ar = 
由 能 量 .| 
E.= | Hy.1ar® 


@ H. Hellmann,Einfuhrung in die Quantenchemie, (量子 化 学 引 论 ) Deuticke, Leibzig and Vienna. 
1937. R.P.Feynman, Phys. Rev. ,$6 (1939) ,340. 
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对 R。 求 导数 , 则 苗 尔 曼 - 费 恩 曼 定理 要 求 另外 两 项 之 和 恒 为 零 , 即 要 求 


[从 )mwsea 虞 )Eee=s 


这 式 左 侧 等 于 
己 |[( 洛 和 十 由 Gallite 一 已 二 [Ee Har® 
=E, 十: =0, 


即 上 式 恒 等 满足 ;所 以 定理 得 证 . 

在 玻 思 - 奥 本 海 默 的 浸 渐 近似 下 , 核 运动 即 以 瞬时 能 量 为 势能 面 . 如 果 势 能 面 
互相 不 接近 ,化 学 反应 只 在 一 个 势能 面 上 进行 . 如 果 对 原子 核 运动 采用 经 典 力学 近 
似 , 则 从 势能 面 求 力 即 可 . 


11.1.3 变 分 法 

多 电子 问题 主要 靠 变 分 法 

位 Hy lLar® 
J slar® 


一 mipn 一 一 一 一 一- 一 


即 


a[ | msllar® —E J war® ]= 
因此 变 分 方程 相当 于 
Hy = Ey. 
由 于 瑟 为 极 值 , 若 在 右 侧 积分 中 用 近似 解 y” 代 兰 y, 设 ”与 差别 为 一 级 
小 量 , 则 依据 右 侧 积分 计算 出 的 结果 E'” 与 巨 只 差 二 级 小 量 ( 由 于 一 级 变 分 为 零 ). 
设 少 为 严格 解 ,而 与 近似 解 y” 之 差 5 三 ”一 y 为 一 级 小 量 , 即 


YY 一 多 十 5 
则 有 
ea | Hy I ar _J +6° Sagt HI 
| wo [lar je 十 0 yy+H I 
它 与 严格 值 


_ J pI1Tar 
人 we 
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之 差 为 
a gl +6°)H(y+8 I[ar 位 2 和 上 
| +6°)(y+o) Tar J yI[ar 
其 一 级 量 为 
十 六 [ce Hy+y" H8) I[ ar 


人 wwILd 
他 Hy [lar : | 人 y+y" TIdr 
. vsIa fy 


| 他 (H—Ey+y° (H—E)a} [dr 


TsHe 二 dr 
一 0 
因为 对 于 严格 解 有 Hy 一 Ey 一 0, 而 |y*(H 一 E)3Iar 可 经 分 部 积分 化 为 {CH 
—Ey}31ldr=0. 
具体 做 法 在 于 选取 菜 种 形式 的 尝试 波 函 数 进行 最 佳 变 分 计算 ,选取 形式 不 同 
得 出 不 同 近似 .各 种 近似 求 少 最 后 都 必须 遵循 这 样 一 个 原则 , 即 无 论 怎样 去 取得 一 


个 近似 解 加 "后 ,总 要 将 y” 代 入 变 分 积分 中 以 计算 E( 电 子 总 能 量 ) ,使 能 量 计算 
精确 度 比 波 函 数 的 高 一 级 . 


11.2 多 电子 系统 的 单 电子 近似 (一 ) 


11.2.1 单 电子 能 级 和 自 洽 场 方法 


1. 单 电子 能 级 

现在 考虑 核 不 动 的 多 电子 系统 . 在 原子 中 从 光谱 (包括 X 射线 光谱 ) 实 验 中 很 
早 就 体会 光谱 频率 依赖 于 单 电 子 的 能 级 间 的 跃迁 . 周期 表 结构 也 表明 单 电子 在 有 
心力 场 近似 下 根据 泡 利 原理 填充 能 级 . 

关于 轻 原子 的 实验 能 级 值 见 表 11. 1. 

表 11.2 给 出 自 洽 场 计算 所 确定 的 轻 原子 不 同 波 函 数 的 径 向 电荷 密度 [一 R (7)] 
极 大 处 的 半径 . 
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表 11.1 轻 原子 的 实验 能 级 值 ? (单位 : 一 Rhc) 
1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 5s 
H 1| 1.00 上 
He 2| 181 
5 3 4.77 0.40 
Be 4 8.9 0.69 
B 5 14.5 1.03| 0.42 
C 6 21.6 1.43| 0.79 
N 7 30.0 1.83| 0.95 
O 8 39.9 2.38| 1.17 
F 9 51.2 2.95 1.37 
Ne 10 64.0 3.56 1.59 
Na 11 79.4 5.2| 2.80| 0.38 
Mg 12 96.5 7.0 4.1| 0.56 
Al 13 115. 3 9.0 5.8| 0.83| 0.44 


Si 14 | 135.9 11.5 7.8| 1.10| 0.57 
P 15 158. 3 14.1| 10.1| 1.35| 0.72 
S 16 | 182.4 17.0| 12.5| 1.54| 0.86 
Cl 17 | 208.4 20.3| 15.3| 1.86| 1.01 
A 18 | 236.2 24.2| 18.5| 2.15| 1.16 
K 19 | 266.2 28.2| 22.2 3.0| 1.81 0.32 
Ca 20| 297.9 32.8| 26.1 3.7 2.4 0.45 
Sc 21 | 331.1 37.3| 30.0 4.2 2.6| 0.59| 0.55 
Ti 22 | 366.1 42.0| 34.0 4.8 2.9| 0.68| 0.52 
V 23 | 402.9 46.9| 38.3 5.3 3.2| 0.74| 0.55 
Cr 24 | 441.6 51.9| 43.0 6.0 3.6| 0.75| 0.57 
Mn 25| 482.0 57.7| 47.8 6.6 4.0| 0.57| 0.50 
Fe 26 | 524.3 63.0| 52.8 7.3 4.4| 0.64| 0.53 
Co 27 | 568.3 69.0| 58.2 8.0 4.9| 0.66| 0.53 
Ni 28 | 614.1 75.3| 63.7 8.7 5.4| 0.73| 0.55 
Cu 29 | 662.0 81.3| 69.6 9.6 6.1| 0.79| 0.57 
Zn 30 | 712.0 88.7| 76.2| 10.5 7.0| 1.28| 0.69 
Ga 31 | 764.0 96.4| 83.0| 11.8 7.9 1.6| 0.93| 0.44 
Ge 32 | 818.2 104.6| 90.5| 13.5 9.4 2.4| 1.15| 0.55 
As 33 | 874.5 113.0| 98.5| 15.4| 10.8 3.4| 1.30| 0.68 


四 1.C.Slater, Phys. Rev. ,98 (1955),1039. 
转 引 自 J. C. Slater, Quantum Theory of Atomic Structure, Vol. I , McGraw-Hill, New York,1960,p, 206. 
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《 续 表 ) 


ls 
Se 34 | 932.6 122.1 
Br 35 | 993.0 131.7 
Kr 36 | 1,055.5 | 142.0 
Rb 37 | 1,120.1 | 152.7 
Sr 38 | 1,186.7 | 163.7 
39 | 1,255.3 | 175.1 
Zr 40 | 1,325.9 | 186.7 
Nb 41 | 1,398.9 | 199.3 
表 11.2 轻 原子 径 向 电荷 密度 极 大 处 的 半径 (单位 ; 10-*m) 
ls 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 
世 0.53 
He 0.30 
Li 0.20 1.50 
Be 0. 143 1 
B 0.112 0. 88 0.85 
C 0.090 0.67 0.66 
N 0.080 0.56 0.53 
O 0.069 0.48 0.45 
F 0.061 0.41 0.38 
Ne 0.055 0.37 0.32 
Na 0.050 0.32 0.28 1.55 
Mg 0.046 0.30 0.25 1.32 
Al 0.042 0.27 0.23 1.16 1.21 
Si 0.040 0.24 0.21 0.98 1.06 
星 0.037 0. 23 0.19 0.88 0.92 
S 0.035 0.21 0.18 0.78 0.82 
cl 0.032 0.20 0.16 0.72 0.75 
A 0.031 0.19 0.155 0.66 0.67 
K 0.029 0.18 0.145 0. 60 0.63 2.20 
Ca 0.028 0.16 0.133 0.55 0.58 2.03 
Sc 0.026 0.16 0.127 0.52 0.54 0.61 1.80 
Ti 0.025 0.150 0.122 0.48 0.50 0.55 1.66 


四 引 自 J.C. Slater, 出 处 同上 ,p. 210. 
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( 续 表 ) 
ls 2s 2p | 3s 3p 3d 4s 4p 
V 0.024 0.143 0.117 0.46 0.47 0.49 1.52 
Cr 0.023 0.138 0.112 0.43 0.44 0.45 1.41 
Mn 0.022 0.133 0.106 0.40 0.41 0.42 1.31 
Fe 0.021 0.127 0. 101 0.39 0.39 0.39 1.22 
Co 0.020 0.122 0.096 0.37 0.37 0.36 1.14 
Ni 0.019 0.117 0.090 0.35 0.36 0.34 1.07 
Cu 0.019 0.112 0.085 0.34 0.34 0.32 1.03 
Zn 0.018 0.106 0.081 0.32 0.32 0.30 0.97 
Ga 0.017 0.103 0.078 0.31 0.31 0.28 0.92 1.13 
Ge 0.017 0.100 0.076 0.30 0.30 0.27 0.88 1.06 
As 0.016 0.097 0.073 0.29 0.29 0.25 0.84 1.01 
Se 0.016 0.095 0.071 0.28 0.28 0.24 0.81 0.95 
Br 0.015 0.092 0.069 0. 27 0.27 0.23 0.76 0.90 
Kr 0.015 0.090 0.067 0.25 0.25 0.22 0.74 0.86 
2， 自 洽 场 方法 


先是 哈 特 里 利用 有 心力 场 计算 各 单 电子 能 级 , 非 球 对 称 的 单 电子 波 函 数 所 
产生 的 非 球 对 称 的 场 改 取 其 球 对 称 的 部 分 . 后 来 改 用 变 分 法 推导 哈 特 里 单 电子 方 
程 ,多 电子 波 函 数 改 用 单 电子 波 函 数 的 乘积 作为 近似 2. 由 于 泡 利 原理 ,每 项 各 单 
电子 波 函 数 (现在 包括 自 旋 坐标 在 内 ), 经 过 反对 称 化 ,将 取 行列 式 形 @. 结果 得 到 
哈 特 里 - 福 克 单 电子 方程 . 

对 于 原子 (有 核 为 中 心 ,所 以 有 和 角 动 量 守恒 ) ,其 波 函 数 同时 还 需要 是 总 自 旋 平 
方 的 本 征 函数 ,总 轨道 角 动 量 平方 的 本 征 函 数 ,并 且 是 总 自 旋 及 总 轨道 角 动 量 的 某 
z 方 向 分 量 的 本 征 函 数 . 这 样 一 般 将 由 几 个 行列 式 线性 组 合 而 成 9. 对 于 双 原 子 分 
子 可 取 原 子 连 线 方向 为 轴 , 只 有 角 动量 在 此 轴 方 向 的 分 量 为 守恒 量 ( 当 然 还 有 自 旋 
平方 及 自 旋 在 此 轴 方 向 分 量 也 都 是 守恒 量 ). 在 多 原子 系统 中 非 相 对 论 近 似 (不 计 
自 旋 轨道 艳 合 ) 总 有 自 旋 平方 及 自 旋 某 分 量 可 取 为 波 函 数 分 类 用 . 波 函 数 一 般 将 由 
几 个 行列 式 线性 组 合 而 成 . 在 自 旋 单 重 态 时 只 有 一 个 行列 式 (电子 数 为 偶数 , 自 旋 
配对 全 抵消 净 ). 


® D.R.Hartree, The Wave Mechanics of an Atom with a Non-Coulomb Central Field, I ,J , 焉 ， 
Proc. Camb. Phil. Soc. ,24 (1928) ,89,111,426. 

@®@ J.C.Slater,The Self consistent Field and the Structure of Atoms, Phy. Rev. ,32 (1928),339; Notes 
on Hartree's Method,ibid,35 (1930) ,210. 

@® V.Fock,Approximate Methods for the Solutions of Quantum-mechanical Many Body Problems, Z. 
Physik,61 (1930) ,126. 

图 J].C.Slater,Phys. Rev. ,34(1929),1923,35(1930) ,210. 
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单 电 子 方程 的 求解 一 般 需 采用 迭代 法 ,因为 势 场 依赖 于 波 函 数 , 需 迭 代 至 自治 
为 止 . 所 以 此 类 方法 常 称 为 自治 场 方法 . 


11.2.2 哈 特 里 - 福 克 方 程 


现在 ,我 们 以 一 个 行列 式 情形 为 例 导出 哈 特 里 - 福 克 方 程 . 

令 单 电 子 自 旋 轨 道 波 函 数 为 以 附 标 1,2,…,n 标志 的 个 不 同 态 (比如 1= 
lsea 即 以 核 a 为 中 心 的 1s 轨道 且 自 旋 波 函数 为 者 之 类 ) ,以 (让 标志 第 i 个 电子 
的 空间 坐标 zx,yi，,z: 和 自 旋 坐 标 s;, 对 (让 积分 表示 对 空间 坐标 xi ,y; ,zi 求 积分 并 
且 对 自 旋 坐标 s; 求 和 . 不 妨 假设 1,2,…,n 为 正 交 归 一 化 的 . 核 的 位 置 R。 等 参量 不 
明显 注 明 . 

电子 的 本 征 态 和 本 征 值 满足 变 分 法 


8 位 了 TIdc) = 0， 
带 归 一 化 条 件 
他 yI[dd = 1. 
1. 斯 菜 特 行列 式 
采用 行列 式 形状 的 波 函 数 ,所 谓 斯 莱特 行列 式 ， 


= 上 让 邓 PICODwC2 mo]， 
了 Pp 


其 中 也 表示 对 各 电子 坐标 (1),…，,(z) 的 一 个 排列 而 (一 ) ”代表 十 1( 当 P 为 偶 排 
列 ) 或 一 1( 当 P 为 奇 排列 ), 即 


(1) (2) … gin) 
1 mw) … pln) 
nyc 
Gl) pl2) pan) 
人 1 
es 归 一 化 . 
行列 趟 前 面 的 因子 -是 为 了 归 一 化 


因为 , 先 将 行列 式 y* 展开 而 不 展开 行列 式 y, 得 
他 JI[ac = 高 3 Wg WI dD. 
对 每 项 积分 | P[g; (1)-…g; (m)jy] dp 将 积分 变量 重新 命名 ( 即 用 了 的 逆 排 列 
重新 命名 ) 积 分 化 为 
[pep PLT dd), 


310 第 11 章 原子 分 子 等 的 近似 处 理 


但 由 于 行列 式 的 性 质 
Pg = OO" y= (—)°y 
(排列 及 其 逆 排 列 的 奇偶 性 相同 ). 所 以 > 各 项 贡献 相等 


总 1 . . 
js vsI[ d= > 方 忆 (Deeg: ylLa) 


= Va [pi Deg; coyTI[acp 
此 处 再 将 行列 式 y 展 开 ,得 到 | 
he yIL dc = 他 Dep WD HPLp Dep IL ade), 
注意 到 正 交 归 一 化 条 件 
|e (Dy (Dad) 一 8， 


上 式 右 侧 只 有 P=1( 恒 等 排列 ) 一 项 有 贡献 [] 1 = 1 外 ,其 他 项 均 含有 85 (i 才 j) 一 
0 的 因子 . 

2. 能 量 泛 函 

注意 到 互 中 有 与 (i) 无 关 作为 参量 的 项 


1 1 ZZ le /dneo) 
3 [RC—R| 


有 > ,1G) 的 项 , 单 电子 算 符 (让 为 


Li Zle’ /hneo) 
/Ds 2% (3r") Tr5 一 中” 


以 及 寺 Y'g(Gi,7) 的 项 , 双 电 子 算 符 5(iv7) 为 
(ez/4xeo) 
oT 
总 之 及 对 于 (让) 二 (1),…,(n) 是 全 对 称 算 符 ,与 排列 算 符 P 可 对 易 ， 
PHy = HPy. 


g(i;j) 三 


仿照 上 面 的 处 理 ， 
fe {27® }vlLa)= | Deg’ {2 OD} 
x BHPLg Dp, mIIL a 
只 有 一 1( 恒 等 排 列 ) 的 项 有 项 献 。 | 
> 他 DfDgpD di) 
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(如 了 将 g;( 站 如 (如 换 为 gC)ge(7), 则 

|s Cg(j)d(j) 一 0 或 [x (kg;(k) dk) = 0， 
两 个 因子 必 有 一 个 出 现在 右 侧 ) 而 

fs: BBD) = 人 (Dreg: Cn) De) 

x DrPLp Dp, mI dD, 

除 Pp 一 1( 恒 等 排列 ) 的 贡献 | 
$3) |g Oe Padi Dp pada 
外 , 尚 有 Pp 二 P, (i 与 7 的 交换 ) 项 也 有 贡献 ,因为 除 
1 


= 元 ; 他 (CD9 (CDgGD)9iG)9iCi)dGi)dG7) 
bj 


因子 外 ,其 他 因子 |p; DgrCDd(LD 皆 等 于 1. 此 处 gCi,j) 与 (i) (7 的 自 旋 坐标 无 
关 , 其 贡献 又 限于 自 旋 波 函数 对 于 i,j 相同 者 , 即 同 为 “或 同 为 B. 
结果 得 到 能 量 泛 函 为 


jw mI = SS 二 5 |m Wr pd) 
四 a a b ED 


十 却 忌 > 人 (kp; Delk, Dyk) gp DAk) dL) 


者 


-+455 [ep Da Dp Dp dk dD), 
名 1 部 
最 后 两 求 和 号 中 态 i 汉 态 j 的 限制 可 取消 ,因为 态 ;一 态 j 的 贡献 在 两 个 求 和 中 相 
同 而 自动 抵消 . 
3. 哈 特 里 - 福 训 方程 
用 拉 格 朗 日 乘 子 得 变 分 法 
3s[ Jv Hp Ted — BE)e Deda]= 0 
上 后 村 i 态 j 
即 得 哈 特 里 - 福 克 方 程 
: Ze /4re, 
全 让 yz b> 2 )p + bp — fp = Dops, 
其 中 库仑 势 为 
SD 
Ss (Zr Cpr) }dr， 
而 交换 势 x 为 
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z 
$s (Be; Op) )} arg;n). 


在 库仑 势 中 > 对 两 种 自 旋 态 求 和 ,但 在 交换 势 中 > 只 对 自 旋 与 i 态 相同 者 有 贡 


spi = 


献 ( | dr' 本 来 还 带 有 对 自 旋 坐 标 s' 求 和 ). 交换 势 是 个 线性 积分 算 符 给 哈 特 里 - 福 


克 方 程 的 求解 增加 麻烦 . 

右 侧 的 My 可 以 通过 选择 pi 的 适当 线性 组 合 而 予以 对 角 化 

pi 一 ay: 

(注意 这 里 的 单 电子 能 量 6; 与 真空 电容 率 s。 的 区 别 . ) 因 为 行列 式 % 在 使 Pi 正 交 化 
时 不 变 , 所 以 正 交 条 件 根 本 不 是 条 件 , 不 正 交 的 wp 总 可 以 使 之 正 交 化 而 不 改变 9， 
即 不 改变 J Hy [dC2). 拉 格 朗 日 乘 子 只 需 注意 归 一 化 条 件 . 于 是 , 哈 特 里 - 福 克 
方程 变 为 

{ 让 V: 世 (ez14reo) js+{ [Sp; (mt )]ar' je 六 


2m |r—R.| Tr—rT 


-| El Dy Cr Op) dr )e, 一 ep 
af 


4. 单 电子 能 级 的 物理 意义 
现在 从 哈 特 里 - 福 克 方 程 容易 求 得 


ei= 他 (Rf Rp dR) 

+ [6 (op: Delks Dg(k) pg Dak dD 
ED 

-3 fe (Bp: (Dalks Dg Dg (Rdk) dD), 
ED 

以 及 
B= >) 他 (Rf gk dk) 
i E33 

+ 35 他 (pr Dalksl gk)p (DAR dL) 
态 i 态 j 

= 他 (Bp; Delk, Dp Do RAR dD 
柱 i 态 j 

= fe my Ia 
1 


十 去 多 > 他 (Rp; (DalksDoplk) gD dk) dD) 
1 全 
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~ 


-2 22 他 (Pop CDEgCEDPCDPCDdCk)d(CD 


2 [IR —Rl 
其 中 上 和 8& 是 前 面 在 哈密 顿 量 昌 中 所 引用 的 单 电子 和 双 电子 算 符 . 移 项 得 到 系统 
总 能 量 已 与 单 电子 能 量 e, 之 间 的 关系 ， 


E= |y° mI 
加 > 于 下 和 


一 3 他 Rp’ (DeglksD opi(k) gp DAR dL) 
7 


AACGILLGY 
2 


十 2 他 (kp (Delk,Dopi(D yk dR) dD. 


由 此 可 见 ,从 原子 移 走 i 态 电子 所 需 能 量 正好 是 一 e; ,如 果 假 定 离子 与 原子 的 
轨 函 相同 ,这 个 结果 称 为 库 普 曼 斯 定理 人 . 


11.3 简单 系统 的 近似 处 理 


11.3.1 原子 间 力 (简单 做 法 ) 


原子 间距 离 近 时 ,原子 间 力 常 通称 为 重 惟 力 ,包括 在 距离 特 近 时 的 排斥 力 , 距 
离 稍 大 一 点 时 的 成 键 力 或 反 成 键 力 ;后 者 指 原子 中 价 电子 的 行为 ,前 者 指 原子 内 之 
层 的 行为 . 这 两 者 分 别 以 氢 分 子 和 两 个 氨 原 子 的 排斥 为 典型 代表 . 原子 间距 离 远 时 
( 即 再 大 很 多 时 ) ,普遍 有 微弱 的 吸引 力 ,来 源 于 一 个 原子 内 的 运动 电子 产生 的 瞬时 
电 和 矩 对 另 一 个 原子 产生 的 瞬时 极 化 ,这 个 与 距离 的 立方 成 反比 (R““) 的 微 扰 , 本 身 
虽然 平均 为 零 ,但 其 二 级 微 扰 一 般 ( 一 R“*) 是 吸引 的 能 量 ,通常 称 为 范 德 瓦 尔 斯 
(van der Waals) 力 (与 范 德 瓦尔 斯 物 态 方程 的 吸引 力 有 关 ) ,又 称 为 色散 力 ( 因 为 它 
和 色散 一 样 都 是 来 源 于 原子 的 骨 时 极 化 ). 由 于 距离 不 同 , 力 的 强 弱 不 同 , 宜 于 分 别 
讨论 . 

1. 氢 分 子 的 海 特 勒 -伦敦 近似 法 (HL 法 ) 

先 考虑 氨 分 子 [ 海 特 勒 和 伦敦 (1927)?]. 在 两 原子 间距 离 接近 原子 大 小 时 ,两 
个 自由 原子 的 近似 需要 进一步 修正 . 用 微 扰 论 的 精神 讲 , 对 于 哈密 顿 量 


® T.C.Koopmans,Physica,1 (1933),104. 
@ W.H.Heitler,F.London,Z.Physik,44 (1927),455. 
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a 


v3 _ ee/(4reo) ee:/(4reo) 
2m 


na TzB 


_e/(4xeo) /hreo) | er /hneo) | e/(hreo), 


roa ri rz ras 

它 的 本 征 函 数 已 不 能 用 yi 一 zw (1)zaw (2) (表示 电子 mm 与 A 核 结 合 为 氢 原 子 的 
1s 态 , 同 时 电子 ro 与 B 核 结合 为 氨 原 子 的 1s 态 ) 或 pu 一 zw 《2)ws, (1) 作为 近似 ， 
而 需要 用 更 好 些 的 近似 


儿 一 Clgl 十 Caya， 
这 叫做 原子 轨 函 线性 组 合法 (LCAO) (原子 轨 函 以 某 核 为 心 在 附 标 1s 中 标 出 ,1sA 
代表 以 A 核 为 中 心 的 1s 轨 函 ). 按 变 分 法 求 
* Hydridr; 
pm 
Jy° gardr, 
的 极 值 , 注 意 到 分 子 分 母 均 为 C1 ,Cu 的 厄 米 二 次 型 : 
CiH1i1C1 +CiHinCsu +CiHy1iCr +CiHuuCy 


Em= 一 1] 中 
CilrrCcl 十 CilrrCa 十 CrlnrCli 十 CulnnCn 
其 中 
Hin = 性 Hyu dridr:, 
i = /yi dndr,, 
等 等 ,并 且 


Hiri = Hiyylui =1in 
(H 和 1 篆 为 厄 米 算 符 ). 但 在 积分 中 可 以 交换 积分 变量 m**r ,注意 到 交换 积分 变 
量 时 互 不 变 (因为 互 为 对 mi，r: 的 全 对 称 函数 ) ,而 yi ,yn 互相 交换 ,同样 有 yi 
钴 ， 所 以 


nor 


Hir = [6 Hyn dri dr, 


[si Hp dr dr = Hii, 


Hii = 位 Hyi dridr, — |; Hyu dndr; = Hus, 
而 


Ira dil 


Guus 归 一 化 ,aa 也 归 一 化 ) ,以 及 
ee = [ui rim Cr dr a, rw, (r)drs = A 


(CA = | (pwddr) 不 妨 取 为 实数 ). 于 是 求 得 极 值 条 件 为 
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tH = Ei)6t 4 er = 0 

(Hui ~ Elyi)Ci + (Hyg — Elna)Cy 一 0， 
其 中 Hil 二 Hn 二 实数 ,111 二 111 二 1, Hin 二 Hui 二 实数 ,111 二 111 二 实数 ， 
所 以 相 加 和 相 减 得 


Hii+H 

E=E: i I, Ci:Cy =+1, 
1 十 li 人 

E E=H-F, Ci:Cr =—1 
11™ ig 


注意 到 当 Ci :Cu = 十 1( 或 一 ]) 时 ,y+ 《ri,r2)[ 或 y- 《ri sr2)] 对 Tr>r; 交换 为 
对 称 (或 反对 称 ) 函 数 ;根据 泡 利 原理 ,其 自 旋 波 函数 因子 则 必然 为 反对 称 (或 对 称 ) 
函数 , 即 分 别 对 应 于 单 重 态 '( 或 三 重 态 *). 

显然 ,ylri ,72) 对 mn 党 rm 对称 的 能 量 低 , 相 当 于 两 电子 自 旋 配对 总 自 旋 为 零 ， 
这 是 化 学 键 的 关键 一 一 共 价 键 . 两 电子 自 旋 平 行 则 空间 波 函数 对 r,**r 反对 称 必 
然 要 增加 动能 ( 波 函 数 在 m**m 处 有 节点 ,无 穷 远 又 为 零 , 所 以 多 起 伏 引起 动能 
|vyl* 增 加 ). 两 电子 自 旋 轨 函 1s 人 1ss y ( 反 平 行 ) 为 成 键 轨 函 ,而 ls 个 1sa 人 ( 平 
行 自 旋 ) 则 为 反 成 键 轨 函 . 

图 11. 1 给 出 氢 分 子 :2 态 (基态 ) 和 ;5 态 ( 排 斥 态 ) 能 量 曲 线 的 计算 结果 ,以 及 
与 基态 能 量 的 观察 值 的 比较 ?. 


观察 值 
R/ao 
图 11.1 氢 分 子 的 能 量 曲线 


这 里 附带 提 一 下 ,后 面 用 微 扰 变 分 法 求 得 的 范 德 瓦尔 斯 能 为 ( 见 11. 3. 1 节 之 
3) 


@ J.C.Slater,Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 1,McGraw-Hill, New York,1963,p. 53. 
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一 6.5ezai/C4xeo)Rs 一 一 6.5 人 ) =—18(%) Re)， 
对 于 CR/ao) 二 2,3,4 时 , 仅 分 别 为 一 0. 2, 一 0.018 ,一 0. 0032(R_ hc). 
2、 两 个 氨 原 子 的 相互 作用 
对 于 满 壳 层 电 子 如 He,1s: 一 lsals8 即 1s+ 1sy , 则 提供 不 出 成 键 轨 函 . 所 以 ， 
可 以 期 望 两 个 氨 原 子 的 基态 总 是 排斥 力 . 两 个 氨 原 子 4 个 电子 的 波 函数 ( 归 一 化 因 
子 在 外 ,za 省 略为 z) 为 
uall)a(l) wxA(1)B8(1) ws(l)a(l) xs(C1)8C1) 
i UA(2)a(2) wa(2)B(2) wa(2)a(2) wa(2)B(2) 
uA(3)a(3) wua(3)B(3) usp(3)a(3) wus(3)B(3) ” 
MA(4)a(4) ual(4)B(4) za(4)a(4) us(4)B(4) 
用 He 的 1s 波 函 数 并 取 有 效 电荷 数 Z 一 27/16 , 根 蒂 勒 (1930)Q 计 算 过 其 能 量 . 斯 
莱特 (1928) 做 过 更 准 些 的 计算 ,用 的 波 函 数 复杂 些 , 给 出 近似 插值 公式 
E—E(c) = 7.70 X10 e**R J, 
其 中 a= (4reo) 和 /me*A0.529X10-*m 为 玻 尔 半径 . 又 有 范 德 瓦尔 斯 能 为 


一 0. 6o7( 叙 ) X10-2 丁 . 


上 述 重合 能 与 范 德 瓦尔 斯 能 倒 加 给 极 小 值 在 
R/ao 5.75 即 R23.04X10™"m, 
而 固体 氨 实 验 值 原子 间距 离 约 为 3.5X10-*m, 与 计算 值 大 致 符合 . 
表 11. 3 给 出 氨 原 子 在 不 同 间距 下 的 重合 能 , 范 德 瓦 尔 斯 能 ,以 及 其 总 和 的 
情况 . 


表 11.3 两 复原 子 的 能 量 随 间距 的 变化 


原子 距离 (R/ao) 5 5.5 5.75 [ 6 6.5 


重合 能 /10 “J 0.407 0.1208 | 0.0658 | 0.0358; 0.01064 
范 德 瓦尔 斯 能 /10-2 J —0.388; | 一 0.2193 | 一 0.1680 | 一 0.1301 | 一 0.08048 
二 者 之 总 和 /10-" J 十 0.0185 | 一 0.0985 | 一 0.1022 | 一 0.0942 | 一 0.0698 


3. 范 德 瓦尔 斯 能 的 计算 
计算 两 个 基态 氢 原 子 的 范 德 瓦尔 斯 能 , 波 函 数 可 取 为 
yo = ww (Dun (2)» 
交换 项 已 无 须 考虑 ,因为 !Z,3Z 在 ras 一 R 六 ao( 原 子 半径 ) 时 已 重合 不 分 . 微 扰 项 


® G.Gentile,Z. Physik,63 (1930),795. 
加 J.C.Slater, Phys. Rev. ,32 (1928),349. 
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Ee/(4reo) /dreo) | Er/(Areo) | er/ (res) 
na reB Tiz TAB 


可 展开 为 
H’ =— /pee) (zo + yy — Zai za0) + ~ 
主要 项 为 偶 极 - 偶 极 贡献 . 三 
me = 也 避 =es， 
忽略 分 母 中 EPE |<|E8 1) 得 到 


Ho, (H') 
po 


4 
= ti 起 Ew | 1 |? [zi zin 十 yiA33 + 4zt xin]dri dre 


ps CE 316 
Cr rR ( ary ) 9 mA rz 
era 
are Rr 
二 级 微 扰 更 精确 些 可 采用 微 扰 变 分 法 : 


CHo 一 Eo)yo =0, 
CHeo Ey? 十 (Ho 一 Eo)yo = 0， 
(Ho ES 二 (Ho Ey 十 (He — EV) 一 0， 
等 等 ,由 此 依次 定 出 


om = yo ogode, 


Be- ftgo 9 — Eo + CH Ey 


Ho ES rt yo He 
取 极 值 的 方程 即 是 一 级 微 拓 方 程 , 代 人 一 级 微 扰 方 程 后 得 极 值 
po = [oamyoa+[ewseam 一 Emodr 
与 用 二 级 微 扰 方 程 定 E” 值 的 条 件 一 致 . 所 以 再 上 面 的 公式 可 作为 E” 的 变 分 泛 
函 . 关于 尝试 函数 ,对 氢 的 情况 一 般 用 
Wo 一 Homnasra)， 
而 对 氨 的 情况 则 一 般 用 


和 = Y° DIHPf ras), 
4 
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其 中 下 标 iA,jB 表示 i 在 A 核 附近 ,j 在 B 核 附近 ,所 以 > 共 包 括 四 项 . 
表 11.4 和 表 11. 5 分 别 给 出 对 氢 和 氮 的 计算 结果 下 . 
表 11.4 两 个 氮 原 子 的 范 德 瓦尔 斯 能 的 变 分 法 计算 


flnsr) 范 德 瓦 尔 斯 能 (e?as/(4xeo)R’》 

A —6.00 

A 十 BCm +r) 一 6.462 

A+ Brr, 一 6.469 

A+BCr +r:)+Crire —6.482 
Arirni(v=0. 325) —6.49 

A 十 Brim 十 Cr 二 一 6.490 
A+Bnrt+Crin+Drin 一 6.498 

多 项 式 至 对 过 一 6.49899 

多 项 式 至 rirt 一 6.49903 


表 11.5 两 个 复原 子 的 范 德 瓦尔 斯 能 的 变 分 法 计算 


范 德 瓦尔 斯 能 


所 mm) 


机 (eras/(4reo)R') 

eT, Z'=1.6875 A 一 1.079 
eT, Z=1.6875 A+Brir, —1.225 
e ,2'=1.6875 A 十 Brim 十 Cr 到 一 1.226 
etaw, 

A —1.280 

Z'=1.849,c =0. 364 

一 
e (1 十 cx)， 一 1.413 


Z’=1. 849,c1 =0. 364 


塞 茨 的 《现代 固体 理论 ?给 出 用 极 化 率 和 线 系 极限 来 估算 范 德 瓦 尔 斯 能 的 
公式 @. 

偶 极 - 偶 极 相互 作用 对 能 量 的 贡献 可 以 写成 

[Bh [Da)], 
(4xeo)’:R’ TE -EE; 

在 均匀 外 电场 &( 不 失 一 般 性 , 设 为 沿 = 轴 方 向 ) 中 ,原子 中 电子 系统 的 哈密 顿 
量 为 


Ema-ma(R) 一 6 


® 引 和 有 L. Pauling, E. B. Wilson Jr., Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 
1935, § 47. 
@ F.Seitz,The Modern Theory of Solids, McGraw-Hill, New York,1940,p. 267. 
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H= Ho 十 V， 
其 中 微 扰 势 为 


V =—e( Dz)é. 
二 级 微 扰 给 出 能 量 为 | 
EC(®) = E, —a6, 
其 中 原子 极 化 率 a 可 表达 为 (对 于 A 原子 ) 
,|( Ze) |。 |) |。 


oaA 一 一 2e 也 一 下 一 2e: EB ; 
这 里 蕊 是 正常 态 原子 能 量 而 Es 是 有 效能 量 零 点 . 
于 是 , 范 德 瓦 尔 斯 能 可 表达 为 
和 et (EA— FE)(Es— Es) aa 
Ena-ma (R)=— 6 Care, rR (Er —Ed) + (Es — Er) 4e' 


3 hyave QAQB 


其 中 
hya 二 EA 一 Eh 二 A 原子 的 线 系 极限 二 IA， 
而 vy 为 原子 或 离子 离散 谱 的 线 系 极限 频率 ,a 是 极 化 率 . 
4。 所 分 子 的 分 子 轨 函 法 (MO 法 )? 
氢 分 子 的 分 子 轨 函 方法 , 取 波 函数 为 


人 1,2) = ulr ulrs) 超 "& 一 8) 


其 中 分 子 轨 函 w(r) 可 以 近似 用 ws Cr) 十 za (7) CLCAO), 即 10: Clos 人 los / ) 基 
态 . 但 是 ,rAs 大 时 ,这 基态 不 合用 ,因为 
1] 对 一 as Cr uo C72) = [uaw(Cr 十 usrD][uwCra) 十 zam(ra)] 
= [us Cris (ra) + ts ri) us, (ra)] 
十 [us ri Dus Cr2)] + Li Cri Dis, (Cra)]s 
前 一 部 分 代表 两 个 氢 原 子 HAHs, 后 二 部 分 代表 两 个 离子 HA Ha 和 HA Hs . 离 化 
成 分 占 一 半 可 能 . 若 用 两 项 
lo y+loty, 

便 可 得 到 可 变 的 离子 成 分 ,因为 


® F.Hund,Z.Physik,S1(1928),759;73(1931), 1;etc. 
R. S. Mulliken, Phys. Rev. ,32 (1928) ,186,761;33(1929),730341(1932).,493etc. 
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10: = ws, (mi Yuio, Cr2) = [ww Cr) — ws Cr ) Luss Cr2) — ws Cr2)] 
=— [is ri us (rz) + ws (ry us (ra)] 
+ [Lis Cr us, Cre)] + Ls Cri uss (ra)]. 
普遍 用 (引进 反映 离 化 成 分 的 参数 c)Q 
[A(1)B(2) 十 B(1)A(2)] 十 cLA(L)A(2) 十 B(1)B(2)] = 


一 去 人 一) 十 < 于 (人 十 由 ) 


Wh 
于 
这 里 采用 了 简略 记号 
tw(m) > A(l), zs(ra) 一 BC2)，3 
1o 一 本， lo—u. 
5. 氢 分 子 的 麻 姆 斯 - 库 利 吉 变 分 计算 加 
入 姆 斯 和 库 利 吉 对 于 氢 分 子 基态 : 习 的 变 分 法 计算 ,采用 的 尝试 波 函数 形式 为 
y= 去 cnmn (全 总 性 估 zz 十 1e*2)， 


其 中 驼 


mA 十 ma = mA 一 mi = 2 
A 


TAB TAB 
旬 和 力 仿 此 ;而 括号 中 的 1>2 表示 前 一 项 的 下 标 交换 . 由 于 在 波 函 数 中 包括 is 
项 ,他 们 的 结果 的 精度 可 与 实验 值 的 精度 相 比 较 . 

表 11. 6 给 出 关于 正常 氢 分 子 的 平衡 原子 间距 7 ne 、 离 解 能 D 等 的 几 种 近似 的 
计算 结果 ,以 及 与 实验 值 的 比较 . 其 中 是 离 化 参数 ,Z 是 有 效 核电 荷 . 

关于 对 氢 分 子 的 各 种 近似 处 理 的 详细 情况 ,可 参考 斯 莱特 的 书 9 以 及 鲍 林 和 
威尔逊 的 书 @. 


四 S. Weinbaum,J. Chem. Phys. ,1 (1933),593. 

® H.M.James, A.S.Coolidge, J.Chem. Phys., 1 (1933) ,825; Phys. Rev., 43(1933),5883].Chem. 
Phys. , 3 (1935),129. 

图 J.C.Slater,Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 1, McGraw-Hill, New York,1963. Chs. 
3,4. 

图 L.Pauling,E. B. Wilson. Jr, Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 1935; 
$43.《 表 11.6 引 自 p.549.) 
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表 11.6 气 分 子 的 几 种 近似 计算 结果 吕 


HL 法 0 


MO 法 —3.47 
王 守 竞 @ 一 3.76 
温 鲍 姆 @ 一 4. .00 
钴 姆 斯 - 库 利 吉 一 4.722 


实验 @ 


6. 气 分 子 的 振动 和 转动 
(1) 正 氢 和 仲 氧 98@ 
氢 分 子 的 完全 波 函 数 可 以 表示 为 
更 一 下 电子 )C( 核 ). 


由 于 泡 利 原理 [电子 和 质子 ( 氢 核 ) 的 自 旋 均 为 二 和 ,电子 波 函数 电子 ) 对 电子 交 


换 是 反对 称 的 ,对 核 的 交换 是 对 称 的 ( 核 坐 标 仅 作 为 参量 ) ;而 核 波 函数 C( 核 ) 则 对 
核 的 交换 是 反对 称 的 ,而 对 电子 交换 是 对 称 的 (不 依赖 于 电子 坐标 ). 核 波 函数 还 可 
进一步 表示 为 

C( 核 ) = C( 振 动 )C( 转 动 )C( 自 旋 )， 
对 于 核 的 交换 来 说 ,C( 振 动 ) 是 对 称 的 ( 仅 依赖 于 核 间 距 ) ,而 对 C( 转 动 ) 和 C( 自 
旋 ) 而 言 , 则 可 以 或 者 对 称 ( 偶 态 ), 或 者 反对 称奇 态 ); 结 果 得 到 所 分 子 的 核 态 如 
表 11.7. 


表 11.7 氮 分 子 的 核 态 


振动 态 转动 态 自 旋 态 核 态 重 数 分 子 种 类 
侦 | 假 | ” 奇 (一 个 ) 单 重 态 仲 氢 
偶 | 奇 | ” 偶 ( 三 个 ) 三 重 态 正 氢 


平均 氢 一 立正 氢 ) 十 卫 ( 仲 所 ) 


8 


W. Heitler, F. London, Z. Physik, 44 (1927), 455. 

YY. Sugiura, Z. Physik,45 (1927) ,484. 

S.C. Wang, Phys. Rev. ,31 (1928) ,579. 

S. Weinbaum, J. Chem. Phys. ,1 (1933) ,593. 

H. Beutler, Z. phys. Chem. ,B27(1934) ,287. 

D. M. Dennison, Proc. Roy. Soc. ,A115 (1927) ,483. 

可 参考 L. Pauling,E. B. Wilson Jr. , Introduction to Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New York, 
1935, § 43f. 
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冷却 到 液态 空气 温度 , 仲 氢 达 到 转动 量子 数 1 二 0 的 态 , 而 正 氨 达到 /二 1 的 态 
(而 热平衡 时 应 该 几乎 所 有 分 子 都 达到 /二 0 的 态 ) ,这 个 亚 稳 条 件 能 维持 以 月 计 . 
然而 ,木炭 催化 剂 能 很 快 制备 出 纯 仲 氢 , 但 不 能 催化 H: 十 D, 一 2HD, 所 以 正 仲 
转换 源 于 核 自 旋 的 改变 (由 O: ,NO 或 顺 磁 离子 等 催化 ). 在 较 高 温度 时 , 正 仲 转换 
源 于 (通过 固体 催化 剂 催化 的 ) 离 解 与 复合 . 

(2) 氢 分 子 的 振动 


双 原子 分 子 的 振动 能 是 {v 十 言 )ivu 是 振动 量子 数 ,w 是 振动 特征 频率 ,所 以 
振动 配 分 画 数 是 
元 Se Ce)me 


由 于 氧 的 fiw/k 二 6100K ,一 般 情况 下 ,振动 对 比 热 没 有 贡献 . 
(3) 氢 分 子 的 低温 转动 热 容量 9 


双 原 子 分 子 (转子 ) 的 转动 能 是 和 1(4+1) ,具有 简 并 度 B81 二 2L 十 1,L 是 转动 量 
子 数 ,I 是 转动 惯量 ,转动 配 分 函数 一 般 情况 是 


四 
Zr = D21+ De me 
名 


但 对 氢 分 子 ,由 于 六 一 85. 4 KK, 低温 下 有 正 氢 和 仲 氨 ,上述 形 式 的 Zu 不 对 ， 


Zn = Dt De +35)021+ De 
声 者 
也 不 对 ,所 以 正 氢 和 仲 氢 处 于 亚 稳 平 衡 , 达 不 到 热平衡 .因而 Z 分 为 
戏 二 王 C0+D ei, 
声 


项 一 六 (De ， 
墙 
而 (摩尔 ) 转 动 热 容量 分 别 为 


= 新 m2， 


2 
= 各 


@ 可 参考 R. H. Fowler, Statistical Mechanics, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2nd ed. , 1936, 


§3.4. 
王 竹 溪 以 统计 物理 学 导论 ), 人 民 教 育 出 版 社 ,第 二 版 ,1965, § 59. 
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其 中 有 应 ,R 是 气体 常量 . 而 对 正 仲 比 为 3:1 的 气体 氢 ,( 摩 尔 ) 转 动 热 容量 为 


Cs 


Ce 
R 


R 


CE 


二 士 CC 
4 了 


二 
相当 于 转动 配 分 函数 为 
及 一 [ZJ 
图 11.2 给 出 氢 分 子 气体 的 低温 摩尔 转动 热 容量 9, 其 中 8, 二 去 5; 如 按 一 般 情 


况 (平衡 ) 的 计算 结果 ,与 实验 点 不 符合 ;如 果 按 正 仲 比 为 3:1 的 亚 稳 平 衡 进行 计 
算 , 则 结果 (曲线 3) 与 实验 符合 (曲线 1 和 2 分 别 对 应 于 仲 氧 和 正 所 ). 


(16) 一 ~ 
图 11.2 气 分 子 的 转动 热 容量 


关于 详细 情况 ,可 参考 所 引文 献 . 
11.3.2 两 个 电子 系统 的 哈 特 里 - 福 克 (HF) 近 似 
1. 哈 特 里 - 福 克 单 电子 方程 


(1) 哈密 顿 量 
以 氨 原 子 或 氢 原 子 对 为 两 电子 系统 的 例子 ,其 哈密 顿 量 可 写成 
有 H=- 起 Vi 起 WW+V= T+T+V 
对 于 氨 原 子 (Z 二 2) 势 能 V 为 
2 Ze 辣 
Gk pp rh pr A 
而 对 于 氧 原子 对 则 有 
Zne’ Zae’ Zae’ Zpe’ 


hreo rs (dneo)rin Uneo)rin (dre) rn 


@® 引 自 R.K.Pathria,Statistical Mechanics,Pergamon, New York,1977,Ch. 6 § 6,6B. 


324 第 11 章 原子 分 子 等 的 近似 处 理 


2 ZaZae’ 
+ Cares rs + Ureo rns 


=Vi+V:i+Vi+ Vs, 
其 中 了 ,V: 为 电子 与 A,B 核 的 总 相互 作用 势能 : 


恋人 Zae? _ Zee’ 
: (4reo)riA (Aneo)ris’ 
V, = Ze Zee’ 
二 《4reo )rzA 。 《47eo )7zs 
以 及 Vi 和 ee el a 
_ _ZaZne’ 
Yas tr Vas 《4reo )rAB 


处 理 电子 运动 时 ,Vas 为 常量 ,可 以 不 必 考 虑 ,以 后 加 上 即 可 .于 是 
H= Dt 一 访 十 万 十 ga， 
其 中 单 电 子 算 符 部 分 f: 为 
fi=T+V, 
而 双 电 子 算 符 部 分 gs 为 
a 
8 Caneo) rs” 
(2) 波 函数 
福 克 波 函数 取 单 个 行列 式 [两 电子 自 旋 相 反而 空间 原子 轨 函 (对 氨 原 子 ) 或 分 
子 轨 函 (对 氢 分 子 ) 则 相同 ] 
加 了 1) 内 (2) 
Wa Val | (1) 网 网 
一 ~ _SC)P 
后 和 > )?P[yh C1)y (2)] 
其 中 
内 (1) = ur)als), gll) = u(ri)Bs), 
这 里 uri) 为 分 子 轨 函 (MO) 或 原子 轨 函 (AO) ,于 是 ,分 子 轨 函 (或 原子 轨 函 ) 自 治 
场 哈 特 里 - 福 克 [MO-( 或 AO-)SCF-HF] 方 法 的 波 函数 是 
J(1,2) = wkrJum) 店 (o& 二 和 忆 访 


自 施 波 耳 数 广 [C58G) 一 alss)B(s1)] 反 对 称 为 总 自 旋 为 零 者 ( 单 态 ) ,空间 波 函 


数 对 于 mm 和 rm 对称 (其 能 量 较 反对 称 者 低 ). 
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(3) 能 量 泛 函 
因而 ,能 量 泛 函 可 以 写 出 为 


H= [六 2)BpG,2)dGD)d(2? 
过 S 拓 
= 5 or [pty Dy; (2IHyG,2) dd2), 
罗 遍 : PE Vy co] jC1,2) dC1) dC2) 
由 于 > 包括 =1( 恒 等 排列 ),( 一 )*== 十 1 和 了 = Pu( 交 换 (1,2) 坐 标 ), 一)? 二 
F 


一 1 两 项 ,所 以 


了 1 . 四 
EE 2) Hy(1,2 dd 
瑟 高 性 DE DHy1,2) dd) 


a 1 
— 1 fy oy: (WD HY,2)d1)d2). 
店 1,2)d(1)d(2) 


在 第 二 项 中 交换 积分 变量 (1) 一 (2) ,有 
[PCy (Dy (2)JHy (1,2)d(1)d(2) 


= |g Dy HPYg,2) dD de2) 
= (—)? 他 Dy (2 HG1,2)d(G1)d(2)， 
所 以 
B= Va Jg Dy (2 Hp,2) dd2) 
= | Dg HD PEG (DC2)]4C1)d(2) 
= |% Dy DH DD ph Dp ID 2). 


d(1) 对 自 旋 求 和 时 ,yr (1) Hys (1) 给 出 为 零 ，D)alsi)BC5) = 0， 因为 e( 二 于)= 


Le(+ 直 -9 和 se(- 直 -oa 人 过关 匹 这。 一 二 二 起 -二 ) 区 有 


als1)Bls) 二 0. 所 以 对 两 电子 系统 而 言 ,单行 列 式 波 函 数 (HF 近似 ) 与 乘积 波 函 数 
u(ri)ulr2)( 哈 特 里 近似 ) 结 果 相 同 ， 
五 = fe (ru (ra) Hu Cr ulrs) dridr,. 
归 一 化 条 件 ( 令 H 二 1 得 到 ) 
Fe (ulnar = 1. 
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于 是 ,代入 五 一 户 十 户 十 giz 得 
H=2 全 (Cr) Fr)xzCr)dr 十 BB Du’ (rglryr ulr)ulr’ )drdr’. 


(4) 单 电子 方程 
引入 2e 作为 归 一 化 条 件 的 拉 格 朗 日 乘 子 , 则 决定 u(r) 的 变 分 方程 为 


Du 十 | rar or Daur dru = err)s 
即 哈 特 里 - 福 克 方 程 为 
仁 若 v +v+cy = = fut+Cu, 
其 中 
c= [EA Cr Ydr 
为 库仑 势 .但 是 ,因为 2e 中 C 算 过 两 次 ,所 以 
H= ze— Ju Cudr = 2 fu fudr+ fu Cudr, 


而 
= J fuadr + fu Cudr. 

2. 和 氨 原 子 

(1) 单 电子 近似 的 不 足 

对 于 氯 原子 , 单 电子 方程 为 

有 ei /Aneo) 2 了 
( po Ti) + ( 1 | ucr) hdr Ju Eu, 

计算 结果 


Ens 一 一 5.723 34Rnehc 
比 严格 变 分 法 结果 ( 皮 克 里 斯 了 ) 
E =— 5. 807 448Ruehc 
差 些 ,所 差额 叫做 关联 能 
Exw =— 0.0841Ryehe. 
关联 能 使 两 电子 总 能 下 降 了 1. 14eV (每 电子 约 0. 5eV). 电子 关联 的 存在 ,表明 了 
单 电子 近似 的 不 足 之 处 . 
(2) 组 态 混合 
如 将 氨 原 子 基 态 波 函数 ur)ulr;) 改 为 


® C.L.Pekeris, Phys. Rev. ,112 (1958) ,1649. 
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BuiCr ulr)C:+ Bur er,) + uw ru(r)]Cy, 


对 不 同 组 态 i 求 和 ,叫做 考虑 到 组 态 混合 或 组 态 相 互 作用 . 当然 ,从 基态 'S 要 求 
L:+L:+L: = 0(0+ Dh?, 

其 中 轨道 角 动 量 

工 : = (yp: — zpy)1+ (yp: — zpy)2 ss 
对 相互 作用 的 组 态 的 配合 有 所 选择 . 详 见 斯 莱特 的 书 ?. 这 样 作 比 希 勒 洛斯 用 ms 项 
可 能 要 多 些 项 ,但 积分 简单 些 , 是 计算 机 上 常用 的 办 法 . 组 态 中 1s? ,1s2s,1s3s,，…， 
2s: ,2s3s,…( 角 动量 0 十 0 一 0) ,2p: ,2p3p，… ,3p*，…( 角 动量 1 十 1 有 0 部 分 ,分 量 
mi 十 ms 二 0 定 出 只 能 由 2p: 与 2p: 或 者 由 2p-+o 与 2b。-5 组 合 ); 一 般 工 一 0,M: 一 
0 要 求 


二 4。 大 we Cl)zum(2) | unm C1) un mm (2)] 


中 的 A。=( 一 )" 或 4A。 二 (一 )*+"/ VL 十 1, 给 出 'S 态 . 
3， 和 所 分 子 
(1) 分 子 轨 函 哈 特 里 - 福 克 方 法 
对 于 氧 分 子 , 分 子 轨 函 哈 特 里 - 福 克 (MO-HF) 方 程 为 
让 J Zae’/(dneo) Zaez/(4reo) 
人 
+ 1 宫 lu ar Ju =, 
这 里 不 作 进一步 讨论 . 
(2) 原子 轨 函 超 哈 特 里 - 福 克 方 法 
对 于 氢 分 子 , 原 子 轨 函 超 哈 特 里 - 福 克 (AO-HHF) 方 法 ,采用 两 个 行列 式 ， 
1 | 和 (1) | 1 | 姑 (1) | 


(152)= 1 ls 
人 v 于 | 各 人 各 2 页) (2) 


一 二 wm )us(rs)aCsa)8Css) + uaCri ua ra)als) BGs) 


— ualrs)us(ri)a(s)B(s1) — us(r2)ua (ri)a(ss)B(s)] 
= [uan)ualrs) + us(ri)ua ra)] 
x A )BCs2) — alss)Bs1)] 


= PCmyrz)X(Csysz)， 


@ J.C.Slater,Quantum Theory of Atomic Structure, Vol. IT , § 18.3,McGraw-Hill, New York,1960. 
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其 中 g(ri ,7 ) 为 对 称 空间 波 函 数 ， 
Br 73) = [ua ri)ua(r2) + ua(ri)ua (re)], 
而 x 为 单 态 反 对 称 自 旋 波 函 数 


Xs1952) 一 


ha )8(s ) — als2) Bs )]. 


于 是 
js 2 Hp0,2d Da = fp Cr sr) Her sr dndr, 
代入 日 = 用 十 fi 十 grz( 十 Gs 最 后 加 上 即 可) 得 到 
J (1,2) Hy(1,2)d(1)d(2) 


= le ri us (ra) + us Cr ur Cre) Jfit fst g12) 


X [ua ri) ua rs) + usri)ua (re) Jdridr,. 
注意 到 y(1,2) 未 归 一 化 ,所 以 能 量 为 


fe (1,2) Hy(1,2)d(1)d(2) 
ti tt 

je (1,2)4G1,2)d(1)d(2) 
若 引 进 符号 


pA(r) 一 xzA(r)azA (Cr)， pAa(Crr ) = walr)us (Cr )， 


并 注意 到 

ha (urlndr =1, 的 (DuaCDdr= 1， 
以 及 令 
ui Cr)za(r)dr 一 人 一 [的 Cua lr)dr, 
即 A 为 实数 ; 则 能 量 EE 可 以 表示 为 


E= TH wi fuadr+ [a fusdr + Jui fusdr+A ha furdr 


+[uee- r')dr[xux Grua Cr) ICus Cr)uaGr)] 


+ 有 dr'g(r—r drtus CuaCr) ux Cr uelr’)]) 


Eh 
1 赴 AA 


drf Cr)[Lpa Cr) + palr) +Apas(rsr) + Apaa Cr,r)] 


+ larscr—r Yartoa Grpar’) + pasCrsr)pan Cr 7)]}. 
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11.3.3 氢 分 子 的 微 扰 和 变 分 处 理 


海 特 勒 和 伦敦 (1927)? 最 先 解释 了 化 学 键 ,分 子 的 形成 依赖 于 原子 中 价 电子 
《外 层 电子 ) 的 自 旋 配 对 .与 此 同时 , 洪 德 (1927)@ 创 始 , 马 利 表 (1928)3 发 展 自治 场 
《SCF) 方 法 处 理 分 子 , 现 在 称 为 分 子 轨 函 自 洽 场 (MO-SCF) ,这 方法 前 些 时 与 哈 特 
里 - 福 克 (HF) 方 法 结合 , 称 为 原子 轨 函 线性 组 合法 ,简称 LCAO 法 ,或 LCAO-MO- 
SCF-HF 法 . 现在 逐渐 认识 到 组 态 相互 作用 的 重要 性 , 丝 以 变 分 法 为 后 台 . 与 氨 原 
子 情况 的 由 希 勒 洛斯 9 开创 的 变 分 法 类 似 ,也 有 俯 姆 斯 和 库 利 吉 ® 作 出 的 氢 分 子 的 
变 分 法 ,在 波 函数 中 带 有 ri: 项 ( 管 角 关联 用 ,如 用 组 态 相 互 作用 , 则 需要 轴 向 角 动 
量 量子 数 不 为 零 的 贡献 cosm(g 一 gz) ,m 天 0, 不 只 是 轨道 ,还 需要 r 轨道.8 轨道 
等 ,两 个 电子 的 总 和 轴 向 角 动 量 量子 数 则 为 零 ). 变 分 法 所 取 的 组 态 不 要 像 过 去 取 
与 基态 组 态 的 波 函数 正 交 的 很 高 的 激发 态 (这 种 波 函 数 对 改进 电荷 密度 大 处 不 大 
灵敏 ) ,而 应 取 与 基态 波 函数 的 指数 不 变动 多 少 的 正 交 短 多 项 式 . 这 样 ,组 态 为 变 分 
法 的 代名词 了 , 关于 复杂 专门 的 技巧 见 斯 菜 特 的 书 @. 


11.4 多 电子 系统 的 单 电子 近似 (二 ) 


11.4.1 引言 
现在 回 到 一 般 多 电子 问题 ,其 哈密 顿 量 为 
?Us Z. Ce’ /4neo) 
Har= (-5 ey 


平 业 jy Ce/4reo) 


Tr—rT 


其 中 核 位 置 R。 等 作为 给 定 参量 ;下 面 的 考虑 与 核 核 间 势能 


W. H. Heitler,F. London,Z. Physik,44 (1927) ,455. 
F. Hund,Z. Physik,40 (1927) ,742;42 (1927) ,93;43 (1927) ,805. 
R. S. Mulliken, Phys. Rev. ,32 (1928) ,186. 
E. Hylleraas, 2. Physik,54 (1929) ,347;71 (1931),739. 
H. M. James, A. S. Coolidge, 了. Chem. Phys. ,1(1933),825; Phys. Rev. ,43 (1933), 588; J. Chem. 
Phys. ,3 (1935) ,129. 
® J.C.Slater,Quantum Theory of Atomic Structure, Volsl,2, McGraw-Hill, New York,1960 

J.C. Slater, Quantum Theory of Molecules and Solids, Vols 1,2,3,4, McGraw-Hill, New York, 
1963,1965,1967,1974. 
J.C. Slater, The Calculation of Molecular Orbitals, Wiley, New York,1979. 
J.C. Slater, Quantum Theory of Matter ,2nd ed. , McGraw-Hill, New York, 
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1 ev ZZoe /hreo) 
[省 量 项 2 站 |] 


无 关 , 所 以 为 简便 起 见 , 取 Husz 如上. 如 解 多 电子 问题 
Hausypas 一 下 由 子 g 子 ， 
求 得 Ew 和 ‰ 了 ,根据 玻 恩 - 奥 本 海 默 定理 , 则 有 


Ws Hoshi 
Ens | 和 电子 六 ee 于 dT 电子 Vi $3 站 
[wzwardra we 
核 运 动 的 等 效 哈 密 顿 量 为 
站 /oy 
Hw = 二 () ve 
多 电子 问题 的 变 分 法 描述 即 为 


~ |ges HuF fas dreF 
min 一 已 
人 ws uF dr 


为 了 简便 ,以 后 将 省 略 下 标 “电子 ”. 由 于 互 为 极 值 ,所 以 左 侧 积分 中 y 若 取 用 其 近 
似 解 %o2 , 设 办 "与 少 差别 为 一 级 小 量 , 则 依据 左 侧 积分 计算 出 的 结果 EW 与 只 
差 二 级 小 量 ( 一 级 变 分 为 零 的 缘故 ). 


11.4.2 ”自治 场 哈 特 里 - 福 克 方 法 


(1) 险 特 里 方法 

单 电子 近似 中 的 y” 用 若干 个 正 交 归 一 化 的 单 电 子 的 自 旋 轨 函 gi， go，… ,9 
来 表示 ,最 简单 的 取 其 连 乘积 形式 

Wo sn) = Dp 2) pan) 

右 侧 下 标 表示 不 同 的 自 旋 轨 函 ,比如 lsAa,2ps8 之 类 , 自 旋 轨 函 w 后 括号 中 的 (让) 
代表 ziyizisi，, 即 第 i 个 电子 的 空间 和 自 旋 坐标 . 这 称 为 哈 特 里 方法 . 这 样 的 近似 不 
好 ,因为 它 不 满足 泡 利 原理 .[ 它 只 能 在 所 有 电子 互相 之 间距 离 很 远 时 采用 ,这 时 泡 
利 原 理 不 起 作用 . 这 里 不 作 进一步 讨论 . ] 

(2) 哈 特 里 - 福 克 方 法 

更 好 的 近似 为 行列 式 型 的 组 合 


a 译 2O Pin Dep 
nn! pF 


其 中 (zl1) -12 为 归 一 化 因子 ,PLP; (1) gs(2)…g,《n)] 当 P 二 了 时 为 主 对 角 线 项 , 当 
P= 二 (12) 表 示 交 换 (1) ,(2) 坐 标 时 ， 
Plog: (Do C2) p63). Cm] = p12) p21 ps3) .pn), 


电子 
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这 时 (一 )*== 一 1, 这 项 出 现在 行列 式 中 带 有 人 负 号 .前 式 右 侧 共 计 n! 项 ,P 为 (1)… 
(nn) 坐标 在 自 旋 轨 函 1,2,…,n 上 的 任意 排列 ,共计 个 物 在 n 个 位 置 上 的 排列 数 
有 n! 种 可 能 . 
将 互 分 为 单 电子 部 分 和 双 电 子 部 分 
H= rin 
f(D = 一 起 Vi 一 > 华人 > ee, 


Ee/(4neo) 
= 一 六 | 


容易 求 得 能 量 泛 函 为 (参考 11. 2. 2 节 之 2) : 
E= [Ea Hy® IT dr 
a [i Dow Iac+ jw Bey IIar 


= 5 Je Wf par 


g(i,j) 一 


+ 去 袜 |eG | gCr) ?| py C7) ldridr， 
i 


-Ee rip rp rg rdrdr, 
us 


式 中 一 致 可 免 去 i 去 i 的 限制 ,因为 一) 的 两 项 自动 抵消 . 
定义 下 列 密度 矩阵 : 


pf (rr 一 >gi(Do (rr) (i 属于 个 )， 
py (rr) 一 >:(DP Cr) (i 属于 4)， 
则 有 
BD pr) 1: = or (rr) 十 py (rr) = plr,7) = 0(7). 
于 是 
we LS ,ny" TTar = 2 (rplr’) drdr’ 
"BEE I dr = gtrey re 


1r 一 r 


2 
a 5 Te rr pr (rr) +pPs; Crr)2 (rm 
0 


注意 到 ep(r) 二 eplr,r) 代 表 r 点 的 电荷 密度 (电子 云 电荷 ) ,而 ecoy (r,r) 及 ep yr， 
r') 称 为 交换 电荷 密度 . 
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对 正 交 归 一 化 条 件 
| 人 wdr =65 
引入 拉 格 朗 日 乘 子 A (因为 只 有 自 旋 平行 者 才 需 要 正 交 限 制 ,所 以 和 闫 0, 当 i,j 
平行 时 ), 由 6E=0 得 到 哈 特 里 - 福 克 方 程 为 
fpit+(%€ -Wop = 22i9, 


= [A Cr Ydr’ 
Ir 1? 


= 有 全 ?re Cr) 十 pl Cr]dar， 


sp(m) 一 [车 (e’ Mn) 


所 fi A a 
此 处 多 为 库仑 势 , 即 个 及 + 自 旋 的 电子 云 密度 plr ) 在 r 处 产生 的 静电 库仑 势 .而 
为 交换 积分 算 符 , 即 只 与 所 作用 的 轨 函 的 自 旋 相 平行 的 那 部 分 交换 电荷 密度 
oa (rr ) 与 好 /4rxeo|r 一 地 | 的 乘积 为 积分 算 符 的 核 . 或 者 写成 


sfp(r) = sur dp Yar’, 
sr') 称 为 积分 算 符 wf 的 核 . 右 侧 对 9w 的 自 旋 与 gi 的 自 旋 平 行者 求 和 . 


有 时 可 以 采用 线性 变换 使 ;矩阵 对 角 化 ,这 样 便 只 有 4: 一 si 称 为 单 电子 能 
级 . 哈 特 里 - 福 克 方 程 变 成 


om; CPP ) pr’ )dr’ 


(f+% -Dep = eg. 
它们 组 成 方程 组 ,求解 时 需 采用 和 迭代 法 . 从 某 种 近似 猜测 的 pri 出 发 ,计算 
plr) = Zr (npr) 和 plrsr) 一 3 (r), 
则 %, x 暂 为 已 知 ， 去 解 本 征 值 问题 
(f+% -op = epi 
求 得 更 准确 一 些 的 wm; 再 以 此 修正 o(r) 及 plr,r ) 得 到 %, 的 更 好 些 的 近似 ,再 去 
解 修正 后 的 本 征 值 方程 ,如 此 和 迭代 求解 ,直至 足够 精确 为 止 . 这 便 是 一 般 求 解 非 线 
性 方程 组 的 迭代 法 . 所 解 得 的 结果 mr,…，gr 为 险 特 里 - 福 克 轨 函 ,el ，… ,es 为 HF 
近似 的 单 电子 能 级 . 
如 果 中 有 多 个 核 , 则 (f 十 8 一 Dy 二 ep; 方程 定 出 的 HF 轨 函 即 是 分 子 轨 函 
《HF 近似 ). 
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(3) 哈 特 里 - 福 克 问 题 的 罗 特 汉 方 法 
如 何 定 HF 方法 的 分 子 轨 函 (MO) 呢 ? 罗 特 汉 @ 提 出 用 原子 轨 函 线性 组 合法 
(LCAO 法 ), 令 
9: = DaRi, 
后 
其 中 ai(k 二 1,2,…,m) 为 原子 自 旋 轨 函 ,以 原子 为 中 心 ,不 必 正 交 , 而 Rs 为 罗 特 汉 
系数 ,当然 m 宇 n. 再 令 


Ja; (DFOar(D)dr(1) = (n | fl &), 


; 
J © a; EL a, War os decD) = (pnlglhg)s 
rs 


注意 到 n,k 必须 自 旋 平行 ,p,q 也 必须 自 旋 平行 ,结果 才 不 致 恒 等 于 零 . 于 是 有 
《| HI)= DR (al fIDRs 
+ BRRL pnlglkg) — (pn | gl ak)JRiR,, 
第 一 行 中 3) > 未 标 出 ,同样 第 二 行 中 3) >) >) > ) 未 标 出 ,而 第 二 行 中 i=j 项 
经 过 >) >) 后 自动 抵消 ,另外 ,又 有 正 交 归 一 化 关系 


[8 Woda = ReBRu， 
其 中 包含 对 nx, 求 和 ,以 及 
‘nl|hy = fa: CDar (Ddr(). 


于 是 , 变 分 方程 为 
{Cn| HIk)— E(n|k)}R 一 0， 
其 中 
n|HIk) = Cn|f|R)+ DR; Lpnlglkg) — (pnl|glgk)]R,. 
求 Re 及 下 , 仍 用 迭代 法 . 
11.4.3 ”斯 莱特 的 Xa 方法 2 


1. 交换 势 的 统计 处 理 
近似 取 自 由 电子 波 函 数 


@® C.C.].Roothaan,Rev. Mod. Phys. ,23 (1951),69. 
@® J.C.Slater,A Simplification of the Hartree Fock Method, Phys, Rev. ,81 (1951) ,385. 
J.C. Slater, Quantum Theory of Molecules and Solids, McGraw-Hill, New York,1974,Ch. 1. 
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1 
0 me 
则 有 
Po i fenam 
Pr Crr ) 一 Cay 下 dk, 
积分 区 域 是 半径 为 K+ 的 球 ;而 K+ 由 
WS 
P+ (0) = 0 Ja Cn 3K+ 
定 出 为 
U3 
K, 一 2x(22 2) 
因而 
pC 1 sinCK， Ir—rD)— (KIror eos(K: Iror), 
2 2 [rrp 
则 有 ? 


[Ee (rr )pr (rr) = [他 一 | Ir—r’| 


x (Ee Ir—r|)—(K, Irer Deos(K, |r—r’ oT) 
Ir—rT 


= far | Gin pe a 


到 
洋 = 让 C22)' 访 (去) 本 |e nar 
= 让 六 人 Cr)dr. 

Pe P+ 还 原 写成 


of 一 >)g(rD9 (Cr (i 属于 个 )， 
则 由 
dHD= Be Wf pWar +t Pe ore) | rr EE drdr Te per) 


@。 这 里 用 了 工 一 | 一 十 ,可 运算 如 下 :经 过 两 次 分 部 积分 可 得 ( 令 x 一 24) 
二 矿 s ie 于 ucosu) du 3 + —zcosz dr， 
直上 过 委 下 进 如 -< 的 和 因子 并 了 抽风。 0 于 是 再 经 次 分 部 可 分 可 得 


交 sinr 一 zcosr 4 工 | 二 eg 
a tk 
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MY 
2 (4neo) 


位 ) ) J (Cr) + py Cr)]dr， 
得 变 分 方程 为 


5 三 
fip: + waes) | er To 2 (HK) Pf Dp = ecg 
Xs 表示 交换 项 采用 统计 处 理 . 
2. Xa 方法 . 调节 因 于 a 
为 纠正 近似 处 理 , 在 交换 项 前 引入 调节 因子 a(Xa 表示 交换 项 前 附 有 调节 因子 
4, 具体 常数 a 随 原子 而 不 同 ) ,如 下 定义 : 将 Xa 方程 写成 
jt | 


Ge a 2 变 为 3， oc op 是 对 
drp+ (r,r') 
本 | 时 于 求 平均 而 不 是 变 分 ,所 以 没有 志和 寺 因子, 这 时 一 [7 前 


系数 为 3, 变 分 相当 于 4 一 也 9; 斯 莱特 旧 的 结果 相当 于 a=1. 


具体 的 a 值 随 原 子 而 不 同 ,可 通过 要 求 Xa 法 的 能 量 与 该 原子 在 某 组 态 下 的 
HF 能 量 一 致 而 定 . 施 瓦 茨 2 的 计算 结果 见 表 11. 8. 


表 11.8 原子 的 c 值 


Z 原子 组 态 a Z 原子 组 态 a 

1 H 1s 0. 97804 | 18 Ar 3s:3p’ 0.72177 
2 He 1s: 0.77298 | 19 K (AD+4s 0.72117 
3 Li 1s:2s 0.78147 | 20 Ca 4 0.71984 
4 Be 1s’2s? 0.76823 |‖ 21 Se 3d4s’ 0.71841 
5 B 1s'2s:2p 0.76531 || 22 Ti 3d:4s: 0.71698 
6 C 1s22s?2P? 0.75928 |‖ 23 V 3d4s 0.71556 
7 N 1s'2s:2p 0.75197 |‖ 24 Cr 3d'4s 0.71352 
8 O 1s22s:2p4 0.74447 |‖ 26 Fe 3d54s: 0.71151 
9 F 1s:2s:2p: 0.73732 |‖ 29 Cu 3dio4s 0.70697 
10 Ne 1s:2s*2p: 0.73081 | 30 Zn 3di04s: 0.70677 
11 Na (Ne) 十 3s 0.73115 | 31 Ga 3ds4s:4p 0. 70690 
12 | Mg 3s? 0.72913 | 33 As 3dio4s24p? 0.70665 


四 《R. Gaspar,Acta Phys. Acad. Sci. Hung. ,3 (1954),263. 
W. Kohn,L. J. Sham, Phys. Rev. ,140 (1965) ,A1133. 
@® K.Schwarz,Phys.Rev. ,BS (1972),2466. 
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( 续 表 ) 
组 态 a 
0.72853 36 Kr 3d'° 4s? 4ps 0.70574 
0.72751 37 Rb (Kr) 十 5s 0.70553 
0.72620 38 Sr 5s 0.70504 
0.72475 40 Zr 4d25s? 0.70424 
0.72325 41 Nb | 4d'5s 0.70383 


3. 单 电子 能 级 和 能 量 
eur 与 ee 不 同 , 前 者 为 
emr = (EHF(n; = 1)) — (EHF(n: = 0)), 
而 后 者 为 


_ BCEXa) 


EiXa an 3 


其 中 (EHF) 和 (EXa) 分 别 为 
(EHF)= Ene (Df Dp Dar 


十 > [rw Do DI Dmg (2)9;(2) Jg 1,2)dridr, 


一 到 [D> nnp’ (D9; (2)9,(1)9.(2)g(1,2)dridr, 
i 
1 A 
-去 [ 立 wme: (Dep; (2)9pj(1)9g(2)8(1,2)dridr， 


EE 


(EXa)= 了 rr Df Dp Ddn 
Cy . dridrs 
+ [Sn GD Wop] 


in 
-a 2( 冯 ) |{[Bnp: WoT” 


+ [Dmg Dp] yan; 

这 里 mm 是 态 i 的 占有 数 . 

斯 莱特 认为 Xa 方法 是 HF 方法 的 简化 ,可 以 广泛 应 用 到 复杂 分 子 甚至 固体 包 
括 杂 质 在 内 处 (与 集团 法 结合 起 来 应 用 ). 求解 Xa 轨 函 也 要 采用 迭代 法 . 

4. 和气 分 子 的 Xa 方法 计算 

对 于 和 氨 分 子 ,Xa 方法 不 出 现 分 子 轨 函 在 R 大 处 的 离子 化 麻烦 (需要 两 个 行列 
式 肥 加 ). 

由 4EXa) 与 (EHF) 相 等 的 条 件 来 定 a 的 值 . 先 给 定 一 个 a, 迭代 求 出 Xa 轨 函 ， 
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再 计算 出 (EXa) ;然后 变化 a 得 到 变化 的 (EXa) (单调 变化 ,不 是 极 值 问题 ). 由 
《EXa) 一 一 1 Rhc( 后 者 为 总 能 的 正确 值 ,也 是 HF 值 ) 定 出 a 二 0.978 04. 这 时 es 
一 一 0. 580 06 Rhc. 对 于 有 半 个 电子 处 于 1sXa 轨 函 ,另外 半 个 挪 到 无 穷 远 的 过 渡 
状态 , 若 仍 然 取 一 0. 978 04, 伍 德 C 求 得 eiwxoixm 二 一 1. 02961 Rhc. 
考虑 氢 分 子 , 当 核 间 距 尽 较 大 的 情况 , 仍 用 一 0. 97804. 因为 Xa 是 分 子 轨 函 
lo.(D 一 直 (A4(D+BQD)), 有 los 和 和 losy 重 本 .忽略 三 归 一 化 ， 电荷 密度 在 1 附 
近 为 |A(1)1* (两 电子 各 贡献 一 半 ), 在 库仑 势 Ve(1) (电子 在 r,) 中 有 核 A、 电 子 
1A(2)1: 和 核 B 与 电子 |B(2)|* 贡献 (后 两 者 基本 抵消 ), 所 以 Ve(1) 与 用 Xa 方法 
处 理 原子 氢 时 的 情况 基本 相同 . 又 p (1) 与 原子 氢 相 同 , 其 交换 势 [Xea 方法 !] 也 与 
原子 氢 相 同 ,换言之 ,与 R-~co 时 ,两 个 原子 氢 分 别 用 Xa 方法 处 理 的 情况 相同 ,每 


个 原子 中 电子 的 自 旋 亏 人 与 于 + 总 和 无 极 化 . 这 样 避 开 了 好 多 行列 式 的 琶 加 . 


11. 4.4 结束 语 


总 的 讲 起 来 ,以 HF 单 电 子 近 似 为 基础 ,用 变 分 法 多 项 全 加 (组 态 混合 ;上 计算 
机 .斯 莱特 自己 推荐 Xa 法 2. 单 电 子 近似 精确 度 少 限 ,不 够 用 ,各 种 改进 办 法 要 解 
决 容量 、 时 间 与 精确 度 (10 "以 上 ) 要 求 的 差距 问题 . 

斯 莱特 的 Xa 法 ,将 HF 的 交换 势 项 (包括 自作 用 抵消 项 在 内 ) 简 化 为 平均 的 普 
通 势 形状 ,并 引入 一 个 调节 因子 a, 使 原子 的 电子 总 能 量 与 HF 计算 相同 以 定 a 值 
如 表 11. 3. 这 样 简化 计算 ,避免 了 多 个 行列 式 倒 加 的 问题 (因为 Xe 法 处 理 氨 分 子 
时 只 用 一 个 MO-LCAO-Xa 就 行 ,在 rns 大 时 便 是 原子 集合 ); 详 见 前 面 所 引 斯 莱特 
的 书 ( 分 子 和 固体 的 量子 理论 ) 第 四 卷 . 

这 方法 还 可 以 处 理 晶 格 杂质 或 缺陷 ,以 及 处 理 少量 原子 的 晶体 . 

博 伊 斯 和 汉 迪 @ 的 方法 , 则 以 下 述 方式 引入 关联 项 rs ,他 们 将 一 个 斯 莱特 行列 
式 @ 乘 以 


c= [Ifr,r) 


因子 ,得 
亚 =CG， 
用 变 分 法 定 C, 只 需要 求 六 维 积分 或 六 维 李 积 分 ,后 者 为 


@ 械 H. Wood. 未 发 表 . 
四 J.C.Slater,A Simplification of the Hartree Fock Method, Phys. Rev. ,81 (1951),385. 

J.C. Slater, Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 4,McGraw-Hill, New York,1974. 
@ S.F.Boys,N.C.Handy,Proc. Roy. Soc. (London) ,310 (1969) ,43. 
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Ja cyan[ feces Vear, | [je Yan]， 


积分 的 维 数 与 原子 数 无 关 . 
近年 来 可 能 还 有 其 他 新 发 展 . 
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12.1 狄 拉 克 方程 的 建立 


12.1.1 相对 论 性 处 理 


前 面 讲 的 量子 力学 一 直 建 立 在 非 相 对 论 的 基础 上 ,哈密 顿 量 为 
H= 击 人 一 人 十 ep. 


当 粒 子 速度 十 (p 一 eA ) 绝 对 值 接近 光速 c 时 , 似 应 改 用 相对 论 性 哈密 顿 量 


H= Vm +c (p—eA)’ + ep. 
从 这 个 哈密 顿 量 得 经 典 力学 的 正则 方程 为 
zaH_ ce(p:—eA,) 
Bp: Vme Tetp Ay 
aH __,ap_ 3H ( 4) 


太一 ar 一 arp 一 0 (az 
从 前 式 得 
A cp—eA)’ 
2 ee mc+t+c(lp—eA)’” 
所 以 
这 
oO mct+c(p—eA)’ 
即 
me’ 
ete A A 
前 式 可 以 改写 为 


(p:—eA:)= me 
Vi—/c 
后 式 , 连 同 
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二 = 2 En 


给 出 


9 =_ ea2_ ahs 34 _34- 
# PA) ar ear te (站 ar ) 


将 电场 E= 一 Vp 一 2 的 z 分 量 和 磁场 B 二 VXA 的 y 及 z 分 量 代入 , 则 上 式 右 侧 
等 于 e[E, 十 (3 B. 一 2 B,)]. 这 样 便 得 到 洛 伦 兹 运动 方程 : 


时 = e[E, + (3B. —2B,)], 
‘te 六 十 站 
二 
即 
d my 由 
A =e[E+vXB]. 


注意 ,此 处 。 为 点 粒子 的 电荷 ,对 于 电子 e 为 一 |el ( 狄 拉克 及 斯 莱特 书 中 的 。 为 这 
里 的 |el). 
在 量子 力学 中 ,我 们 知道 
一 下 一 Ey = 一 开 3 王 
eb A eh i 3 
在 这 里 ， 


下 日 并 和 丰 8 
a i Bz i a 


注意 到 在 相对 论 中 ,时 间 和 空间 是 对 称 的 , 按 上 下 指标 关系 有 (参看 第 4 章 ) 


T=d， Zz=xz， z=y，ZX= 二 xz， 或 z= (d,7)， 


Zoo=d z=—Zz, Zi = 一 y， zs 一 一 z， 或 z= (4d,—7); 


E E 
2 (£7), -全 中 
这 里 希腊 字母 可 取 0,1,2,3, 而 大 是 不 变量 . 所 以 平面 波 可 写 为 
PEDR 一 ip, 
按 求 和 约定 上 下 相同 字母 y 表示 对 0,1,2,3 求 和 . 
但 狄 拉 克 @ 认 为 , 按 上 述 办 法 得 到 的 方程 
La 


Wer eo 
对 时 间 和 空间 不 对 称 ,因此 他 认为 不 满足 相对 论 原理 . 


@® P.A.M.Dirac,Proc. Roy.Soc. (London), A117(1928),610;A118(1928),351. 
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12.1.2 软 拉 克 方 程 


以 自由 粒子 运动 为 例 ,A 二 0,g 二 0, 狄 拉克 建议 
E= Vm top =eMp +p tip +me 
应 为 p: ,Pp,, 记 : 的 线性 组 合 ， 


£ = @ps taspy tape tanmce. 
这 样 ( 令 pa 三 mc) 得 到 的 狄 拉克 方程 : 


五 8 五 下 gt 
c(e: 二 + 二 入 十 enpn) = YY 
便 对 xz,y,z,ct 对 称 了 . 
本 来 ,在 
(于 -总 一 加 一 一 大)y 一 0 


中 用 已 = 一 地 党 ,p 一 全 得 到 的 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 9( 薛 定 谓 ? 也 曾 推 得 该 方 
程 ) ,倒是 对 =,yvzvct 对 称 ,但 儿 拉 克 从 量子 力学 角度 要 求生 六 为 线性 方程 ,所 以 


也 不 合用 + 这些 考 虑 都 比较 原始 . 一旦 于 有 多 个 分 量 后 ,总 可 化 为 二 她 的 一 次 系 . 


只 看 猜 出 的 方程 后 果 能 否 与 实际 联系 而 为 之 证 实 . 猜 的 根据 是 不 必 靠得住 的 ,有 理 
由 ,理由 是 片面 的 ,前 进一步 ,又 不 能 固执 到 犯错 误 . 


12.1.3 狄 拉 克 矩 阵 (acyayyasyan) 
上 述 根 式 的 线性 组 合 表示 ,要求 a: ,a,,a: ,aw 满足 条 件 


i 
oz 一 ay 一 cc 一 an 一 ]1， 

azay 二 ayaz 一 0，arac 十 aar = 0, azan 十 amazr 一 0， 

ayas 十 asay = 0, ayan Tana, 一 0，axam 十 amaz 一 0; 


结果 得 到 4X4 狄 拉克 抢 阵 : 
0 0 1I 0 0 一 i 
0 0 10 0 0i 0 
i 和 和 
0 100 0 下 0 0 
1 0 00 3。 0 0 


® D.Klein,Z.Physik,37 (1926),895. 
W. Gordon,Z. Physik, 40 (1926),117. 
® E.Schrodinger,Ann. Physik,81 (1926),109. 
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01 0 0 0 0 
lo or- o1 0 0 
00 Oo 0 es “ol 

0 -10 0 0 0 0 -1 


它们 是 厄 米 矩阵 . 或 者 用 2X2 泡 利 矩 阵 e 和 单位 矩阵 1 作为 矩阵 元 将 它们 表示 成 
2X2 和 矩阵 
0 or 0 o, 
“= ， 7 由， 


< bi -=i 


现在 以 2X2 bd 首先 可 以 看 出 ,a: 二 a 一 a 二 
=1 是 于 一 必 一 对 一 1 的 结果 . 其 次 ， 


Ne a 
ay 一 ayaz 一 
aaay Oe »， ay 0 ~ oe ， 


由 于 oo, 十 ozx 一 0, 所 以 asay 十 ayas 一 0; 同时 


0 一 or 0 oz 
oo Cl |; 
所 以 we 十 anaz 一 0. 另 一 方面 注意 到 ,由 于 cxo, 一 co 一 2io-, 因 而 


1 1 「czoy 一 ar 0 
让 (oray 一 aaz) 一 下 


0 Or0y 一 0IyIr 
1 0 0 0] 
oo1 lo -10 0 
-[ 小 0 ‘0 ml 0 
0 0 0—1 


12.1.4 狄 拉 克 旋 量 


所 以 , 波 函 数 亚 的 4 个 分 量 为 

更 (on =+1,0: =+D] fw i+ ] 

Vlan =+1,0: 一 一 1)| | _ | 

VE ys =— bo =+D| rl lw, 

Yan = 一 lo =——D) lz lw, 

比 两 分 量 的 自 旋 波 函数 又 复杂 一 层 , 多 了 十 ,一 附 标 ; 这 样 的 波 函 数 通常 称 为 狄 拉 
克 旋 量 . 
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12.2 狭 拉 克 方 程 的 协 变形 式 


下 面 将 狄 拉克 方程 
cl(@* pi+anpa)V= EV 
写成 协 变形 式 , 并 证 明 它 在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 . 


12.2.1 狄 拉克 矩阵 (y") 
在 闵可夫 斯 基 四 维 时 空中 ， 


aD, y= (Ep)=——a 


a 
z= (dt,—r), p= (£2, P)= 一 二 


或 者 引进 度 规 张 量 g” 一 Sm : 
po =—gl =—g*=—g*=1, g”=0 ( 头 光 ， 
则 可 随意 提升 或 下 降 指标 ,例如 : 
一 Cez， P= ep,s 
这 里 采用 上 下 重复 的 指标 表示 对 0,1,2,3 求 和 的 约定 . 
用 和 矩阵 cw 左 乘 上 述 狄 拉克 方程 ,并 定义 
Y= 7, ,7 ,7) 生 (Canyanasyanayyanas)， 
可 将 方程 写成 协 变形 式 : 
廊 


(yp 一 pn) 一 0 或 (3 


由 于 矩阵 a ,at (4 二 1,2,3) 满 足 
; aia! +atai = 20x 一 一 28 
ataw 十 one 一 0， 必 一 1. 
拉丁 附 标 表示 可 取 1,2,3; 于 是 容易 得 到 矩阵 x 满足 
rr + 一 28”， 
希腊 附 标 总 是 表示 可 取 0,1,2,3. 
由 于 an ,ok 是 厄 米 矩阵 ,所 以 7 是 厄 米 矩阵 ,而 ## 则 是 反 厄 米 矩 阵 , 因 为 
(7)! = (anat)+ = qian 一 一 aa 一 一 人 #， 
矩阵 右上 角 的 + 号 表示 取 其 厄 米 共 示 ( 转 置 加 复 共 思 ); 同 时 它们 还 可 表示 成 
(CD) 一 279. 
最 后 ,用 ac。,ox 的 具体 形式 ,可 得 


Ya, + pn )¥ =0. 
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2 性 0 0 0 0 0 1 
_|o1 0o 0 | 运 0 
中 ”| 20 | 
00 0 一 ! -1 000 
0 0 0 一 0 1 0 
0 0 i 0 直人 人 
六 二 | 注定 肖 驹 站 主人 必 二 间 全 一 计 
一 ti 0 0 0. 和 汪 7 六 0. 
12.2.2 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 
1. 狄 拉 克 方 程 的 不 变性 
下 面 要 证 明 狄 拉克 方程 
(4re, + pn )¥ =0 
在 洛 伦 效 变 换 
2 一 oor…( 或 zi 一 Loz) 
下 的 不 变性 ,就 是 说 ,要 证 明 在 新 坐标 系 中 仍 有 
(4 + pr )¥’ (xz) =0, 
,__9 
式 中 x 不 变 ,而 3, 一 5 
对 于 具体 的 洛 伦 兹 变换 
.0 chp 一 shp 0 0 
[2 7 00_l-shpe chg 0 "| 
0 0 1 0 0 0 1 0 
0 bed 0 001 
其 中 
和 < _ sh 
7= 大 = 去 一 sb， B= = thp che 


shg,chg,thg 则 分 别 为 双 曲 正弦 .余弦 .正切 函数 ;可 以 找到 旋 量 变换 矩阵 A 
A=ch 时 一 Ysh 号 ， 
A1=ch 重 十 7sh 号， 


使 得 
V(rz) = AV(z). 
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同时 由 于 
AAA 一 (中 时 十 7sh g)r (eh 吐 一 2sh 县 ) 
= 一 Yr sh: 生 
+(Y7y 一 YYYD)sh 全 ch 名 
= (ry—g r+g 7)+(e ry — eg")chy 
+ (gr — gy)shy 
定义 ， 
nd py re 
这 里 曾 反复 应 用 YY" 十 YY 一 28” ,得 到 
ry 一 V7 +2gy — er), 
PYYY =—YY77 =—g"g" =1, 
以 及 应 用 了 双 曲 函数 的 性 质 
ch 雪 一 sh 二 一 1，1 十 2sh: 生 一 chyg， 2sh 铺 ch 多 = sh ps 
最 后 一 步 将 42Y* 定义 为 x*, 把 它 看 做 四 维 反 变 矢量 那样 变换 ,因此 有 
Yva' = Ya， 
为 不 变量 . 所 以 , 当 用 A“ 左 乘 
(Kya + ps)¥’(z) =0, 
并 将 以 上 结果 代入 时 ,就 立刻 得 到 
(kx3, + pe )¥z) = 0， 
这 就 是 狄 拉克 方程 在 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 . 
2. 概率 守恒 方程 的 不 变性 
下 面 再 来 证 明 概 率 守恒 方程 的 不 变性 . 
对 于 狄 拉克 方程 
(4x3,+p.)¥ =0, 
取 其 厄 米 共 示 并 右 乘 以 7 ,得 共 轿 方程 
Eo,y" 一 加 更 一 0; 
其 中 更 = 晤 ?2 称 为 严 的 狄 拉克 共 斩 , 并 曾 用 了 (X) 一 ?7? 的 性 质 .用 豆 左 乘 狄 


拉克 方程 ,用 记 右 乘 其 共 罗 方 程 ,两 者 相 加 后 得 到 概率 守恒 方程 
a.( 吾 "到 ) = 二 0 或 ai" 一 0， 
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其 中 四 维 概率 流 密度 矢量 定义 为 
辫 = v= (pe 过)= (Viy, viav). 
现在 来 看 j* 的 变换 性 质 ,由 于 
P= = PA = A, 
并 且 容 易 证 明 
Ai =A', 
所 以 有 
让 =yV = A AY = WY = Le, 过， 
它 的 确 按 四 维 矢量 变换 ,因此 守恒 方程 在 洛 伦 效 变换 下 保持 不 变 , 即 有 
aj = 0. 

对 于 狄 拉 克 方 程 在 更 一 般 的 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ,可 参考 狄 拉克 的 (量子 力 

学 原理 ?0 和 博 戈 留 波 夫 、\ 希 尔 科 夫 的 (量子 场 论 引 论 )2. 


12.3 自 旋 磁 矩 


12.3.1 自 旋 的 存在 


自由 粒子 的 哈密 顿 量 为 
H= caps taspyt ap:) tanme’, 
而 一 般 在 电磁 场 作用 下 则 变 为 
H=c(a,p—eA)+an mc’ 十 ep， 
其 中 8,4 分 别 为 标 势 和 矢 势 ,(,) 表 示 标 积 . 
为 了 证 明 狼 拉 克 哈密 顿 量 为 描述 自 旋 为 艺 的 粒子 的 哈密 顿 量 ,我 们 考虑 只 有 
中 心 对 称 静 电场 的 情况 :4 一 0,p 一 9p(~). 这 种 情况 下 有 狄 拉克 哈密 顿 量 为 
H=c(@* p)+anme’ + ep(r). 
首先 来 看 轨道 角 动 量 


l= zpy— yp:, 
注意 到 


@® P.A.M.Dirac,The Principles of Quantum Mechanics, Oxford Univ. Press, Oxford, 4th ed. ,1958, 
$68, (中 译本 :P. A. M. 狄 拉克 著 , 陈 威 享 译 :《 量 子 力学 原理 》. ) 

@® H.H. Boromo6os, 有 B. Ilupxos, Beenenue B Teopuo Keanmoeankux Iloneii (量子 场 论 引 论 )， 
Tocrexreopaanar. , Mockpa,1957, § 6. 


12.3 自 旋 磁 矩 347 


[lcsp] = 让 Cp ~ Pl] = (ps, — pe0), 
则 有 / 随时 间 的 变化 为 


| = . 
= 革 (4H 一 Hl) 一 贰 [tcCa，P) 一 cCa。P)2] 


= clasp,y—asp:) 天 0， 
由 此 可 见 , 轨 道 角 动 量 不 守恒 . 
如 果 令 


s = 
2 


1 
则 其 厄 米 共 斩 e 为 (注意 到 a ,a, 为 厄 米 和 矩阵 ) 


了 一 i i 
这 表明 s, 也 是 厄 米 矩阵 . s. 随时 间 的 变化 为 
一 可 站 (eesH 一 Hasay)， 
但 是 由 于 
arayaz 一 arazay 一 一 2ay， 


azayay 一 ayaxay 一 2ar, 
auayar 一 axQray 一 axQzay 一 aaray 一 0，， 
arayam 一 amazay 一 amQray 一 QmQzay 一 O08 
所 以 
$=— 直 c{— 20sps 十 2aspy} —— elasp, — osps). 


现在 将 1. 与 ;. 相 加 起 来 得 到 


+s) 一 0， 


同样 可 以 得 到 
+ = 0 


这 结果 表明 , 角 动 量 有 两 部 分 ,轨道 角 动量 1 和 自 旋 角 动量 s ,它们 两 者 之 和 守恒. 
自 旋 角 动量 * 为 


对 于 久生 有 .一 各 ,对 于 于 和 和 则 有 s. 一 一 和 . 
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12.3.2 自 旋 磁 和 矩 


下 面 采用 非 相 对 论 近似 来 证 明 粒子 带 有 自 旋 磁 矩 :2s. 


1. 波 函 数 的 大 分 量 和 小 分 量 
在 电磁 场 作用 下 的 狄 拉 克 方 程 可 以 写成 
[cCa* +anmc’ ly = [Eep]v, 


其 中 
0 0 1 0 
-| 中 “=|, -起 
A=p—eA, 
而 = 一 后 泡 作 用 在 下 上 . 
在 非 相 对 论 近 似 下 , 令 
E=mc’:+Es, 


i 亚太 
yeye, we [re] 
e 和 和 4 val 


Wk 和 Wh, 是 非 相对 论 近 似 波 函数 和 的 大 分 量 和 小 分 量 . 于 是 ,代入 上 述 狄 拉克 
方程 后 得 到 
clo MY = (下 一 mc —ep)Wk = (Es 一 op) 了 
co * A)Wxk = (E+mc’ — ep)Y = (2mc’ + Es — ep)Wh, 
其 中 Es = 一 后 怨 作用 在 Ws 上 
2. 非 相 对 论 近似 
对 于 非 相 对 论 近 似 , 当 
[Es — ep | < 2me’ 
时 ,后 式 的 最 低级 近似 给 出 
Yh = De Ds 
代入 前 式 得 
(Es — ep) Vx = HC mg， 


为 了 运算 (go， xz)* ,首先 证 明 下 面 的 公式 
(cap) 一 (apb) 十 ir。(aXb)， 
其 中 a 和 6b 是 与 oa 可 对 易 的 两 个 任意 矢量 .公式 的 证 明 如 下 : 
(g* a)(g*b)= (oas+o,ay toa) (ob 十 ovp ob:) 
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一 〈a.0- 十 ap 十 a.0-) 十 ioe(ax0 一 ar) 十 十 
= (a*b)+ie. (aXb), 
其 中 第 二 行 后 面 的 “十 十 ”表示 还 应 加 上 其 前 的 一 项 经 循环 置换 后 得 到 的 两 项 ,证 
明 过 程 中 还 应 用 了 泡 利和 矩阵 的 性 质 
= 1 00y 一 ioe 一 一 ovxor. 
其 次 注意 到 ,对 于 算 符 ,后 面 还 要 作用 于 波 函数 ,因此 ， 
(XxXA)= (p—eA)X(p—eA) 
=(pXp)+e(AXA)—e(pXA—AXp) 


一 一 侍 (V X 4 一 AXV) 


一 一 全 Bp. 
应 用 这 些 结果 后 ,得 到 
(gm)* = (gp—eA): = (p—eA)’—ah(e. B). 
3， 自 族 磁 乱 
于 是 ,关于 波 函数 大 分 量 评 k 的 方程 变 为 
(Es 一 p)Wx 一 趟 (p 一 的 )*Wx 一 息 (g + B)Wx. 


由 此 可 见 ,在 最 低级 近似 下 ， 
He =B(p-A) +op -pe B, 
其 中 


aB 
为 粒子 的 自 旋 磁 矩 ; 并 且 导出 了 对 于 自 旋 的 旋 磁 比 为 所 , 它 比 轨道 运动 的 5 大 了 
一 倍 . 
[对 于 轨道 角 动量 部 分 的 磁 矩 ,可 从 


(p—A) Lp eA.p) 
2m 2m m 


得 出 ;因为 , 当 


时 ,代入 


则 有 
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Cp—A) oP 
~ 2m 


© Ey 
Dm DmB Tpy yp:) 入 mt B, 


所 以 轨道 角 动量 ! 给 出 的 磁 矩 为 区 2. ] 


12.4 相对 论 性 修正 


下 面 我 们 通过 对 波 函 数 大 小 分 量 的 严格 求解 ,并 将 其 展开 至 c “级 ,来 看 一 下 
相对 论 性 的 各 项 修正 . 


12.4.1 波 函 数 大 小 分 量 方程 的 严格 求解 
首先 重新 写 出 波 函 数 大 小 分 量 的 方程 
cl@g* XV = (Es — ep)Wxk, 
clg* NWk = (2mc’ + Es — ep)YW. 
下 面 来 对 上 述 方程 进行 形式 上 的 严格 求解 . 
从 后 式 得 


Yh = Br Er (g* A Vk, 


2mc: + Es 
其 中 前 面 的 分 式 可 改写 为 


1 = 。 
2mc’ + Es —ep 2mc” 2mc Es—ep 


所 以 ， 

1 | Fs —ep ) 
2mc 2mc \2mc’ + Es —ep 
这 关系 式 是 严格 的 ,第 一 项 即 前 面 在 最 低级 近似 下 所 采取 的 项 . 

将 此 关系 式 代入 方程 中 的 前 一 式 后 给 出 


(Es —ep)Wx= cg * x)Yn = clg* A) rr » A) VA 


Yh 二 (g* A) WA (g* A) VK; 


A EN 
= (Gg* Xx) 玩 干 GE = XA) WA 


Pm Pe 
2 CE 


一 绩 ee ¥ ’ 
Ee Ts 
这 里 用 了 
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(of(Es —op) = f(Es — ep)(o* D+ 和 ef (Es — ep) le. E), 
这 是 由 


(gM Es — ep)— (Es A 


推广 导出 .后 者 的 证 明 如 下 :注意 到 Es 一 一 上 如 ,得 到 分 量 为 


(ps — eAs) (Es — ep)— (Es — ep)(p:— eAs) 
一 下 of ae_34z-)- 生 
-T(E 
同时 注意 到 :对 于 与 gc 可 对 易 的 任何 两 个 矢量 a 和 4b, 有 
(ga)(g.b)= (a.b)+ig. (aXb)= (a*b)+ia. (bXo), 
以 及 . 


(og*X): = hile. B). 
于 是 ,最 后 得 到 关于 波 函 数 大 分 量 到 k 的 严格 方程 为 


(Es — ep)Wxk= s[(p—eA)’ — 人 (og. B)1Vxk 


rE ET 
EE Ee ee 
ic [2m+ (Es — ep)/c J 
E.[(p—eA)+i(p— eA) XolVx, 
与 斯 莱特 的 《原子 结构 的 量子 理论 ? 书 中 结果 (23 一 39) 一 致 . 


12. 4.2 相对论 性 修正 


下 面 将 对 上 述 方程 作 展 开 , 准 到 c “级 (对 于 原子 光谱 的 精细 结构 已 经 够 用 )， 
结果 为 


(Es ba A) 一 先 (e .B) Ee 


a zale: (EXp)] 十 1 个 5E。 V ixs 
右 侧 除 第 一 项 为 动能 项 外 ,其 余 各 项 均 为 相对 论 性 修正 . 它们 分 别 是 :第 二 项 为 自 
旋 磁 矩 项 (12. 3 节 中 已 讨论 过 ;第 三 项 为 速度 修正 项 ;第 四 项 为 自 旋 轨 道 耦合 项 


( 当 正 || r 时,rX 为 轨道 角 动 量 1, 而 去 c 为 自 旋 *, 所 以 该 项 正比 于 s。D; 最 后 一 
项 不 依赖 于 自 施 ,是 以 前 未 曾 狂 想到 的 . 


@® J.C.Slater, Quantum Theory of Atomic Structure Vol I , McGraw-Hill, New York,1960， 8 23-5. 
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12.4.3 自 旋 轨道 耦合 项 
现在 再 稍微 详细 讨论 一 下 自 旋 轨 道 耦合 项 . 
对 于 有 心力 场 瑟 一 已 二 ,这 项 为 


[二 
一 到 到 元 “DD, 
， 
其 中 电场 E~ 一 Zie/(4nes) 玉 ,sD 的 系数 为 8007 rar ,整个 的 数量 级 为 
, 
5 代入 rocC4ne) 有 /me 一 二 玫 m ee , 即 rec 二 ,因而 数量 级 为 


到 人” 而 主要 项 为 F025; 所 以 ,由 于 自 旋 轨道 交合 只 是 提供 精细 结构 ,一 
ne 


个 能 级 分 裂 为 若干 重 


《克基 +tD -sth tL. 


U2 
对 于 :一 去 必 =! 士 于 二 ,有 (s。D 一 一 C++1D/2 由 于 rcc1/Z, 自 旋 轨 道 耦合 cc 


Z'a*, 对 于 原子 序数 Z 大 时 自 旋 轨 道 耦合 不 小 … 
12.4.4 ”多 电子 系统 的 哈密 顿 量 


对 于 多 电子 问题 , 准 到 c 级 (也 只 能 准 到 c “级 ), 可 以 有 多 电子 的 哈密 顿 
量 为 ? 


H= Bt yD, 


> 1 /9 :_ 二 ， 
fi= oplr) + (3 Alr)) 种 (g.* Br)) 
但 这) 
i ar; 乓 hh 01h’ .3 
mc mc [go x i EE maB 37， 


2 


1 
(dneo)rs + (4neo) mc? 


一 1 i 
| ZreP: p; PE 万，Pi) 


Bi 


X Cr rnp) + 二 [s 。(r 一 方 ) Xpj;t+s;* Cr;—r) Xp 


@ 参考 J.C. Slater, Quantum Theory of Atomic Structure, Vol J , McGraw-Hill, New York, 1960, 
§24-1 和 §24-2. 
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1 3 
+ 剖 ， “sj [Es » (ri—r;)J[s; 。 (ri—r;)] 
-机 上 ® ri—r) Xpits;* (一 mr) Xp;] 


+ 壤 [(n 一) “pit ri—r). pj). 
请 


哈密 顿 量 中 除 包括 前 面 讨论 过 的 各 单 电子 贡献 f; 外 ,还 包括 双 电 子 相互 作用 的 贡 
献 By 部 分 . 对 于 后 者 , 除 第 一 项 为 库仑 排斥 项 外 ,大 括号 中 各 修正 项 分 别 代表 : 轨 
道 轨 道 相 互 作 用 (前 两 项 和 最 后 一 项 ), 自 旋 另 外 轨道 相互 作用 (第 三 项 ), 自 旋 自 旋 
相互 作用 (第 四 、 五 项 ) , 自 旋 轨道 相互 作用 (倒数 第 二 项 ). 关 于 详细 讨论 ,请 参考 所 
引 斯 莱特 的 书 . 
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12.5.1 类 氢 原 子 的 狄 拉 克 方 程 


考 虐 类 氢 原 于 ,有 心服 引力 的 大 小 为 T12, 哈 密 顿 量 为 


2 
五 一 cCa,p) 十 an mc? 


Caneo)r’ 
其 狄 拉 克 方 程 : 
Hy = 一 二 绊 = E 
可 以 严格 求解 .将 
0 [1 ]] 
=|, 中 和 =[。 二 了 
代入 ,得 到 
ON 
mc — care E cCayp) 网 。 
Ze’ 
EP Me 
Re Tt 
其 中 
p: ps — ip, 
(ay 有) 一 op: +ospy + op: = | a ] 
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2 3._;8 

gy Dz ar ay 
i | 
Bz tiay oz 


12.5.2 球面 坐标 下 的 了 和 1 


由 于 问题 的 球面 对 称 性 ,采用 球面 坐标 进行 处 理 比较 方便 ,下 面 将 动量 p 和 轨 
道 角 动量 1 的 球面 坐标 下 的 表示 写 出 来 . 


直角 坐标 与 球面 坐标 之 间 的 关系 为 


一 友 十 天 十 导 
| = rsinb cosy， 


一 一 三 
y 三 rsing sinp， 或 者 4 一 0 一 了 


z=r cos0; A 
tang 一 六 
因为 
i 1 9 
B= sing cosp a7 十 cosb cosy 755 sing rsing35 
人 ; 9 ; 9 ) 
By sing sing Br 十 cosb sing 795 十 cosy raing dp’ 
Ee 
Bz a sing -58° 
于 是 
a_aroao ,od od sn 
az azar aza/ ‘ar r ap ar rr 80’ 


Da ,8 Pr Pr  i 3 
3stiay ”< (sme 六 一 号 Fraherzrd 


由 于 轨道 角 动量 ! 一 "Xp,P 一 地 V ,同样 容易 求 得 


二 


丰 /。. 9 9 
I (sing36 再 cotgeosp 35) 站 


到 二 ER a .9 

Ll, = zp:— xp: = (= 让 = 芒 ) (cosp36 cotbsing 35) 
下/ 人 起 这 

4 =p = (2 25) ag 
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12.5.3 狄 拉克 的 算 符 JO 


犹 拉克 引入 算 符 
本 = on[(c.D 十 问 ， 
即 
(a。 有 D) 十 元 0 
1=| 0 Sts 
其 中 1 是 轨道 角 动 量 . 
算 符 J 具有 下 列 性 质 , (1) J 是 运动 常量 , 即 
JH—HJ =0; 


《2) 了 的 平方 与 总 角 动 量 j 二 ! 十 s 的 关系 为 
= (二 二 
下 面 分 别 予以 证 明 . 
1. JH 一 HJ=0 的 证 明 
哈 顿 量 态 为 


2 
(4reo)r 


me’ 一 clg* p) 


H= 3 Ze 


clg* p) —mc ne 


由 12.5.2 书 看 出 ,于 全 标 下 的 1 与 ”无关 ,因此 ,1 与 J 可 对 易 所 以 与 
的 对 角 帮 分 | “| 两 项 可 对 易 . 又 了 与 的 非 对 角 的 | 和 ~ 两 项 的 对 易 式 为 
[Ce*D) +h]c(e,p)— co,p)[— (oe * 1)—i] 
=cli ptpitie. (1xptpxi+ 侍 p)]= 


这 里 利用 了 
(ga)(g*b)= (a.b)+ig. (aXb), 
其 中 a 和 是 与 a 可 对 易 的 任何 两 个 矢量 ;同时 由 于 
lp=(rXp)*:p=r*(pXp)=0, 
p*l=p*(rXp)=~—p*(pXr)=—(pXp)*r=0, 
以 及 
1xptpXit2#p=0s 


@ P.A.M.Dirac, 前 引 书 ,$71. 
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此 式 可 验证 其 = 分量 如 下 : 


1 一 4 十 — prly +2 Ep = (ps — zpe) pe — (xp, — ype) py 


+ pylzpy — ps) — pCzps — zp:)+2 pp 
Pp 法 
一 一 年 p. 一 诗 p: 十 2 村 ps 一 0. 

2. 了 1 一 (Ls)? 十 地 大 的 证 明 

此 式 可 以 证 明 如 下 : 


T=[(e* D+A]l: = (go* DD’+2h(g :D+ 直 
=F+ig. (XD+2h(e D+ 


a he 
一 有 十 ia 有 D 十 让 一 (1 十 到 5】 十 到 忆 
一 (十)? 十 主 居 二 天 十 士 拓 ， 

这 里 利用 了 


1xX1= kl, 
它 是 由 1 的 对 易 关 系 
[eb] = hl = 
得 到 的 ;还 应 用 了 
:一半 和 了 =1 十 s. 
于 是 J* 的 本 征 值 为 


es A Rt 
天 一 1 十 0) 起 十 于 起 一 (7 十 去) 起 ， 


或 者 


3. 球面 坐标 下 的 了 
根据 算 符 J 的 定义 有 


12.5 类 氢 原 子 能 级 的 精细 结构 3 


由 og 和 1 的 具体 形式 ,可 得 其 对 角 元 为 


3 8 
(i+ = 1+Bg < 人 ( 36 cog 襄 ;) 
四 3 
ea65 ou0 旋 ) 这 


12.5.4 类 氢 原 子 的 波 函 数 


因为 了 和 互 可 对 易 , 它 们 有 共同 的 本 征 波 函 数 ; 又 因为 了 仅 依赖 于 角 坐 标 和 
自 旋 , 波 函数 的 角 部 分 和 自 旋 部 分 可 通过 分 离 变量 由 
Jy=JV 
而 确定 ,并 同时 定 出 本 征 值 J/.( 上 式 中 用 了 表示 算 符 以 便 与 本 征 值 J 相 区 别 , 在 不 
引起 误会 的 情况 下 则 不 加 区 别 . ) 


下 面 我 们 直接 写 出 J/hi 一 二 (7 十 去) 的 波 函 数 


对 于 
Yi Ai (cosO)e™R, 
Ee Yl Pe! (cos0)e*™ "rR, 
V: Pr (cosO)e™R, 
YY, Pr (cosg)e"™ rR, 
由 于 j=J 殉 得 
1+m 一 站 一 (十 1 一 m(GL 十 加 十 2) 站 
= 0， 
se 一 mm 一 元 
和 
一 1 一 m 一 天 C 一 由 (上 +m 十 DR， 
J |- 
十 1 玛 一 元 4 
由 此 得 到 


站 = 一 4+D =- (+ 二)， 


其 中 7 一 (十 去 ,以 及 
玉 ， (十 1 一 mo)R ， R;: (十 1 十 ma)Re; 
更 的 四 个 分 量 中 只 有 两 个 独立 的 径 向 波 函 数 . 
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对 于 
| Pre™s, 
vw jms | 
VY; Pre™S, 
Y, Priie'™ Deg, | 
类 似 地 有 
1+m-— 于 UtmU—m—D| 站 
一 0， 
一 1 -nm- jls， 
和 
—m-1— Utltmu—m)| 站 
=08 
1 mm- | ls 
由 此 得 到 
| 
i 
其 中 7 一 /一 去 ,以 及 
Si =— (+m)Ss, Ss = (1—m)S,s 


亚 的 四 个 分 量 中 也 只 有 两 个 独立 的 径 向 波 函 数 . 
12. 5.5 精细 结构 公式 
对 于 上 述 两 种 情形 的 波 函 数 , 代 入 狄 拉 克 方 程 
Hy = [ce .站 二 ome 一 mek = Ey 


后 ,经 过 化 简 , 可 以 得 到 确定 径 向 波 函数 的 方程 . 
于 是 可 以 根据 在 ~ 一 0 和 r 一 co 处 对 波 函数 的 要 求 ( 波 函 数 在 一 “时 趋 于 零 ， 
波 函数 平方 乘 以 一 dr 在 零点 可 积分 ) 定 出 能 级 2 


其 中 * 为 整数 ,而 


@ A. 案 未 菲 (1916) 曾 根据 旧 量子 论 发 展 了 握 原 子 的 椭圆 轨道 理论 ,推导 出 了 考 目 相 对 论 效应 的 能 级 
公式 ,与 此 具有 相同 形式 ,但 对 量子 数 的 解释 不 同 . 见 文献 :A. Sommerfeld, Ann. Physik,51(1916) ,1. 
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#' = VI a = (+ 到) 三 ， 
即 
| UTD eZ, 当 j= 汪 证 堪 = (i+ 诗 )= (+D), 
k= 
Vez j 一 /一 工 ,了 工 =() 工 )= 
PeaZ, 当 二 去, 天 = (1 到) 一 
非 相 对 论 近似 时 ， 
Es= E—mc’ = mc’ 1 | me 
1+eZ 
n 
me' 
272 (4neo) hs” 
还 原 为 以 前 得 到 的 结果 ;此 处 
n +l 十 1 (i= 二 + 证 )， 
"we 或 一 必 十 7 十 二 ， 
本 1 2 
ntl (i= 一 去); 


取 n' 二 0,1 二 0, 前 者 给 Sus, 这 时 后 者 不 合用 ,单独 考虑 . 取 n 二 1,1 二 0, 前 者 给 
2?Swz, 若 后 者 取 n 二 1,1 二 1 给 2*Pws; 取 二 0,1 二 1, 前 者 给 2*Pa. 
如 果 将 Ee 按 a*Z? 展开 ， 


Es 一 mc’ = 


2n 8 nt et 
” 四 2m (1 十 二 
或 者 
Es __Z,[3 1 Yaz 
me* mn i 工 | 天 a 
2C4neo) A 和 


这 里 n= 十 j 十 去 .可 以 清楚 地 看 出 它 仅 依赖 于 量子 数 和 j. 因此 ,对 于 同一 = 不 


同 坟 例 如 x 二 21j 一 去 , 隐 ) 产 生 能 级 的 精细 结构 分 裂 (所 以 。 称 为 精细 结构 常数 )， 
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但 对 于 相同 的 n 和 j 而 =j 士 二 的 两 个 态 ,能 级 仍 是 简 关 的 . 也 就 是 说 ,对 于 相同 


的 nj 一 /一 去 中 要 比 j 一 /十 汉中 的 1 大 1 才能 使 两 者 j 重合 (例如 2:Sis 和 
22Pys 或 Pys 和 3:Dys) ,这 个 重合 使 氢 原 子 光谱 的 双重 态 结构 被 掩盖 了 . 兰 姆 和 
雷 瑟 福 测 得 ZS 和 2:Pu: 之 间 存在 能 量 差 , 称 为 兰 姆 移 位 9( 辐 射 修正 效应 所 引 
起 ) ,说 明 这 些 能 级 并 非 严格 简 并 . 图 12. 1 给 出 氢 原 子 能 级 (n 一 2,3) 的 精细 结构 和 
兰 姆 移 位 以 及 巴 耳 末 系 第 一 条 谱 线 的 能 级 路 迁 的 示意 图 . 


5 


/学 一 一 -- 3?Dwm(-2) j= 闻 
ey 本 3Pa(1=1) \ 
n=31 人" 0 p02 ) 7 
中 oe 3Sin(1=0) \ 1 
/二 一 一 eg 2 
a Zpyn(1=1) /= 各 
j= 一 3 7 = 训 
n=2 
Zsin (=0) 
= Ta 4 = 
| ~ en 4 


图 12.1 氧 原子 能 级 (" 一 2,3) 的 精细 结构 分 裂 和 兰 姆 移 位 以 及 巴 耳 末 系 
第 一 条 谱 线 的 能 级 跃迁 示意 图 


四 W.E.Lamb,R.C.Retherford, Phys. Rev. ,72(1947),241;79(50),549;81(1951),222;85(1952), 
259386(1952) ,1014. 
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13.1 基本 原理 


由 量子 力学 发 展 简 史 可 知 , 正 是 由 于 以 经 典 力学 为 基础 的 经 典 统计 力学 应 用 
到 黑体 辐射 时 ,理论 结果 与 实验 不 符合 , 普 朗 克 (1900) 提 出 量子 概念 解决 了 这 个 矛 
盾 , 量 子 论 即 发 源 于 此 . 后 来 爱 因 斯 坦 (1907) 和 德 拜 (1912) 也 用 量子 论 解释 了 固体 
低温 热 容 问题 . 以 后 与 原子 结构 的 研究 相 结合 导 臻 量子 力学 的 建立 (以 上 见 9. 1 及 
和 3 

在 此 期 间 ,1924 年 6 月 ,印度 达 卡 大 学 的 讲师 玻 色 (S. N. Bose,1894 一 1974) 送 
给 爱 因 斯 坦 一 篇 纯粹 应 用 组 合法 推导 普 朗 克 辐 射 公式 的 短文 ,请求 他 安排 在 德国 
学 术 杂 志 上 发 表 ( 此 前 曾 遭 英国 《哲学 杂志 (Philosophical Magazine)》 所 拒绝 ). 爱 
因 斯 坦 亲自 将 它 译 成 德 文 并 加 短 注 表 明 他 认为 这 个 新 推导 是 个 重要 贡献 , 几 周 后 
这 篇 文章 发 表 了 @. 接着 , 爱 因 斯 坦 又 将 玻 色 的 方法 推广 应 用 到 单 原 子 理想 气体 ， 
得 出 会 出 现 气体 的 量子 凝聚 现象 ( 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 )2. 以 上 就 是 现在 通称 的 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 的 一 段 历史 @. 

另外 ,在 泡 利 (1925)@ 提 出 “不 相 容 原理 ”后 ,意大利 物理 学 家 费 米 (E. Fermi， 
1901~1954) 于 1926 年 2 月 向 罗马 科学 院 提出 他 的 理想 气体 量子 理论 ,并 于 3 月 
26 日 将 此 理论 的 一 篇 综合 论文 送 交 德 国 《物理 学 杂志 )@. 同年 8 月 26 日 , 狄 拉克 
的 文章 向 伦敦 皇家 学 会 提出 ,也 独立 推出 现 通称 费 米 - 狄 拉 克 统 计 法 的 分 布 律 , 并 
且 论 证 了 统计 法 与 波 函 数 对 称 性 之 间 的 关系 89. 

以 量子 力学 为 基础 的 统计 力学 称 为 量子 统计 力学 . 但 是 ,我 们 在 统计 热力 学 这 
一 章 的 7. 1 节 末 尾 曾经 指出 : 当 必需 用 量子 力学 处 理 力 学 系统 时 ,只 消 适 当地 将 


@ S.N. Bose,Z. Phys 庆 ,26(1924) ,178. 

@ A. Einstein,Sitz, Preuss, Akad. Wiss. Phys Math. (1924)2611(1925)3,18. 

图 参考 S.G. Brush, Statistical Physics and the Atomic Theory of Matter From Boyle and Newton to 
Landau and Onsager ,Princeton Univ. Press, New Jersey,1983. 

@® W.Pauli,Z. Physik,31(1925),776. 

® E.Fermi,Z. Physik,36(1926),902. 

® P.A.M.Dirac,Proc. Roy. Soc. ,(London) ,A112(1926) ,661. 

@ 以 上 一 段 参考 前 引 S. G. Brush 的 书 . 
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[war 理 解 为 3)w,, 坟 最 大 理解 为 一 了 )w,inw, 最 大 ,其 中 替换 系统 的 相 空 
间 而 代表 系统 的 量子 态 . 所 有 公式 仍 适用 . 例如 用 正则 系 综 , 则 可 从 2 二 Se 


( 配 分 函数 或 态 和 ) 出 发 得 到 统计 热力 学 所 有 关系 . 经 典 力学 对 应 量子 力学 , 除 dm 
中 每 个 dqdp 须 除 以 2x 万 外 ,还 需要 注意 粒子 的 全 同性 ,以 及 其 他 对 称 性 和 其 他 的 
自由 度 (如 自 旋 之 类 ). 总 之 ,需要 正确 地 计数 量子 态 . 

后 来 又 曾 在 多 处 处 理 过 量子 统计 问题 ,例如 :低温 固体 热 容 (7. 3 节 ) ,黑体 辐 
射 (9. 1. 2 节 ), 以 及 氢气 的 低温 转动 热 容量 (11. 3. 6 节 ) 等 . 

这 一 章 将 对 量子 统计 力学 作 一 些 必 要 的 补充 . 在 使 内 容 相对 完整 和 相互 贯通 
的 条 件 下 ,对 于 基本 原理 和 气体 理论 (前 三 节 ) 以 及 多 粒子 系统 量子 和 统计 理论 的 
某 些 发 展 (后 三 节 ) 作 一 扼要 介绍 . 


13.1.1 统计 算 符 ? 


量子 力学 和 经 典 力学 一 样 ,假定 每 一 时 刻 力学 系统 都 处 于 确定 的 态 ,由 其 相应 
运动 方程 完全 确定 ;而 统计 力学 则 假定 系统 只 是 按 一 定 的 概率 规则 处 于 许多 可 能 
态 中 的 某 个 态 . 所 以 ,量子 统计 力学 与 经 典 统计 力学 的 区 别 在 于 对 微观 运动 状态 的 
描述 不 同 , 而 其 统计 方法 ( 即 概率 规则 ) 则 是 相同 的 ; 两 者 之 间 同 样 存在 对 应 关系 . 

经 典 统 计 力 学 采用 相 空 间 中 的 系 综 概 率 密度 p(g, 思 ,t) 来 求 统计 平均 ,任意 力 
学 量 A(q,p) 的 系 综 平均 值 A 为 


A= Jecaspsd AC pyar, 
同时 有 归 一 化 条 件 
Jecaspsdar =1s 


其 中 dr 是 相 空间 体积 元 . 根据 正则 运动 方程 和 刘 维尔 定理 (最 一 0) 有 


-DB +) 


一 忆 避 90 -39 冯 |] 

=— {p,H}, 
其 中 {p,;H} 为 p 与 H 的 泊 松 括号 ( 见 11 页 . 这 里 对 泊 松 括号 改 用 大 括号 表示 ,而 
将 方 括 号 留 作对 易 式 之 用 ). 


@ 参考 P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics,Oxford,1958, § 33. 
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现在 假定 力学 系统 处 于 归 一 化 右 矢 为 |n) 的 态 4 的 概率 为 w, ,量子 统计 力学 
中 定义 统计 算 符 ( 或 密度 矩阵 )22 为 


p= 2 |n)w,(n|, 
则 有 


$= {Ye 《nn | 十 | Dw sl} 


= 言 DD{H iw kn ln wnl H) 
二 让 (Hp 一 pH) = 一 (o,B)， 


其 中 应 用 了 六 用 |)》 = 本 lm》 及 其 共 思 方程; 这 里 {p,H) = 击 (oH 一 Hp) 是 算 符 


p 与 日 的 量子 泊 松 括号 ( 见 231 页 ). 这 就 是 量子 刘 维尔 方程 ,与 经 典 情况 形式 上 完 
全 一 样 
对 于 任意 可 观察 量 A, 其 系 综 平 均值 应 为 
(A)= Dwln lAln) = Pwr {ALMA Im 


= DA mr 141》) = DY lpA 12》 
= trpA = tr4p， 
这 里 引进 了 具有 分 立 集 的 基 右 矢 |X ) 的 表象 (注意 到 > 1X)(4'1= 1)，, 最 后 用 记 


号 tr 表示 求 迹 ( 分 立 集 为 求 对 角 元 之 和 ， 连续 集 则 为 沿 对 角 线 积分 ). 同时 令 A=1 
有 归 一 化 条 件 
tr 一 Dw,=1. 


应 注意 到 , 算 符 的 迹 不 依赖 于 表象 ,因此 ,对 于 具体 问题 ,可 选择 某 种 方便 的 表象 进 
行 演算 . 
另外 ,车 |p ) 是 p 的 本 征 值 为 p' 的 本 征 右 矢 , 则 显然 有 
‘plplp) = Dp mw nlp) = Dwl nlp) l= pp |p), 
由 于 概率 w, 不 会 是 负数 ,所 以 p 是 正定 的 ; 即 其 本 征 值 p 不 能 为 负数 . 
由 此 可 见 , 量 子 统计 力学 与 经 典 统计 力学 之 间 的 对 应 关系 是 很 显然 的 ,将 力学 


量变 为 算 符 或 矩阵 ,同时 将 |dr(…) 变 为 tr(…) 即 可 . 


@ L.Landau,Z. Physik,45(1927),430. 
@ 1.Von Neumann,Gott. Nach. ,(1927),273. 


364 第 13 章 量子 统计 力学 


13.1.2 吉 布 斯 分 布 
我 们 仍 采用 最 大 箭 原理 来 确定 平衡 态 的 吉 布 斯 分 布 . 
现在 , 炉 的 定义 为 
=— ktrplnp. 
我 们 要 在 给 定 宏观 条 件 (例如 宏观 量 内 能 或 者 还 有 分 子 数 等 ) 和 归 一 化 条 件 
tr(pri) = 人) =F (i=0,1,%r) 和 trp=1 
下 求 $ 为 最 大 :引进 拉 格 朗 日 乘 子 ky, 和 (5 一 1) ,相当 于 要 求 
—ktr(plnp) 一 Ag 一 1)trp 一 AitrCer) 
一 一 Atr(e[lno 十 (一 1) 十 Dr) 
为 最 大 . 因为 p = 了 》) |n)w,n|, 可 通过 变化 |n) 和 w, 来 进行 变 分 运算 ;或 者 更 简 
练 地 直接 变化 p 来 进行 . 按 后 一 作法 有 ” 
一 Atr{ap[Inp 十 5 十 >)Xp]) = 0; 
于 是 广义 吉 布 斯 分 布 为 
p= exp(—¢— D7Ti). 
下 面 来 证 明 此 平衡 分 布 给 出 的 箭 为 最 大 ，、 
我 们 知道 lnz>>1 一 二 , 当 且 仅 当 = 一 1 取 “ 一 "号 . 现在 令 = 一 仿 v 为 不 同 于 p 
但 能 给 出 trCpT,) ==tr(pT') = 并 满足 归 一 化 的 任意 统计 算 符 , 则 有 
ln >1 一 z 或 p'ln(p /p) > (o 一 0)， 
因为 p 为 正定 的 . 因而 


@ 。 实际 上 , 算 符 函数 由 其 级 数 定义 ,例如 lnp 二 2 一 (p 一 D", 其 中 [是 单位 算 符 , 同时 变 分 运算 
要 考虑 到 p 和 5p 的 不 可 对 易 性 . 现在 展 至 5p 的 一 阶 有 


) 一 : 


(pe 十 外 )ln(e 十 外) 一 p+) 一 [e+ 村 ) -I 
T 
~ phop+ ping tp5) THep— Dr pcp— Des 
T 和 
由 于 变 分 是 在 tr 号 下 进行 的 ,利用 可 循环 置换 性 ,后 一 项 > 变 为 相同 的 ”项 , 即 
~ 


Pp: SOnop-p" = *p* [I+(p— DI = tp. 
1 
因此 8S 一 一 ktr[ap(lnp 十 1)]. 
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过 8 es /一 p) = 
rr na] ktr(p' —p) 一 0. 
于 是 ,可 以 证 明 S'<S 如 下 : 
“一 一 ttr(o'lnp') <— ktr(p Inp) 


=ktro (G+ ZX) 一 Ato(g+ DT) 
=— ktr(plnp) = S. 
现在 可 以 直接 写 出 正则 分 布 和 巨 正 则 分 布 如 下 : 
正则 系 综 的 宏观 条 件 是 内 能 为 给 定 值 ( 令 T= 二 H,Y, 二 p) 
(H) = tr(pH) =E, 
正则 分 布 是 


p= pd ， Z= tre, 


这 里 Z( 一 ex ) 是 配 分 函数 ,p= 应 是 拉 格 朗 日 乘 子 . 


巨 正则 系 综 的 宏观 条 件 是 内 能 和 平均 粒子 数 为 给 定 值 ( 令 T。 = 互 一 Ni， 
7 = By = oi) 
(H) = tr(pH)=E, (N')= tr(pN) = N,, 
巨 正则 分 布 是 
p= 二 " Er, Y= tr ea-ZoN 


这 里 钦 二 e% ) 是 巨 配 分 函数 ,并 且 可 以 证 明 8= 应 ,a 一 一 艾 ， 4 是 化 学 势 


13.1.3 热力 学 公式 


下 面 简单 推导 一 下 巨 正则 分 布 的 热力 学 公式 . 
由 求 平均 值 的 公式 (A) 二 tr(pA) 容 易 求 得 


= 
E= 3g 
二 一 22 
N;= Ba 
外 界 对 系统 所 作 功 是 使 系统 的 微观 运动 能 增加 ,所 以 宏观 外 参量 y, 改变 所 作 功 为 


Yidy, = (dy). 


于 是 广义 力 , 对 应 的 微观 量 是 并 ,因此 可 以 求 得 


hh a .9 
Y,= 二 3 厅 aye 
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特别 是 当 外 参量 是 系统 的 体积 V 而 广义 力 为 压强 p 时 有 


另外 ,我 们 从 炉 的 定义 容易 求 得 
S=— ktrplnp = ktrpLBH + DJaiN;] + klng 
= k[Ing+pE+ DaiNi], 
注意 ,tr 后 面 的 N; 是 算 符 ,最 后 一 行 的 N; 是 平均 值 . 于 是 
= 9: 
ds 一 4 (8n2+E)d8+ 志 (5eln2+ N)an} 
1 8 
十 如 {dE+ (六 "V+ Dan. )， 
与 热力 学 基本 方程 TdS = dE 二 ppdV 一 >)mdNi 比较 ,也 可 立即 得 到 以 上 诸 公式 ， 


以 及 8 一 机 和 a = 一 蔡 . 


13.1.4 巨 配 分 函数 的 微 扰 计算 02 


量子 统计 力学 中 对 相互 作用 系统 的 配 分 函数 的 计算 要 比 经 典 统计 力学 中 困难 
得 多 ;这 是 因为 系统 的 本 征 值 谱 一 般 不 知道 ;另外 还 必须 考虑 量子 力学 对 称 条 件 ， 
所 以 ,通常 要 采用 微 扰 计 算 . 
假定 系统 的 哈密 顿 量 可 写成 五 = 机, 十 妃 , ,其 中 H。 代表 自由 粒子 系统 的 或 某 
个 可 解 参考 系统 的 哈密 顿 量 ,而 Hi 代表 相互 作用 哈密 顿 量 或 其 剩余 部 分 . 讨论 巨 
正则 系 综 , 可 定义 巨 正则 算 符 光 为 
X= H—pN =%+H,, 


并 定义 R(B) 为 
R(B) = ee 

则 有 

tre” _ tr(ew%R(B)) _ 

名 tre 扬 tre 所 RBS: 

对 于 R(B) 有 
四 =— em (一 为 )ermr 一 一 ep He 
=—@% He es ee =— H(AR(B), 
参考 R. P. Feynman, Statistical Mechanics, Benjamin, Reading, Massachusetts, 1972, § 2. 10， 


§2.11. 
加 ”前 一 部 分 参考 A. Isihara, Statistical Physics, Academic, New York,1971, § 15. 4. 


13.1 基本 原理 367 


这 是 相互 作用 绘 景 中 的 布 洛 替 方程 9 ,而 Hi(B) 则 是 此 绘 景 中 的 算 符 . 注意 到 及 (0? 
一 1, 布 洛 赫 方 程 的 等 价 积分 方程 是 


RB 一 1 一 | (RB dB. 
这 个 方程 的 选 代 解 为 
RCD 一 1 十 Sc Do dB,H1 (BE (B,). 
于 是 , 巨 配 分 函数 可 表达 为 


2_ 一 —)* 有 C7 
有 过- RD) =1+ 2 | ao dB 
2 


一 1 十 5 Sp J dB 
x 4TLH (RD Hi (BH (8 )]),, 
这 里 代表 示 后 面 的 乘积 为 温 序 积 , 即 8 变量 从 右 至 左 按 增 序 排列 ,而 分 母 中 的 xl 
是 个 末 1(B) 因 子 的 可 能 排列 数 . 
若 令 
= 88geTE CB) EC&)])。， 

显然 有 和 一 1, 重 新 写 出 2 名 ,并 取 其 对 数 ,我 们 有 

芝 = i in 妆 = Dh 
这 正 是 数学 中 的 累积 量 展开 形式 ,y, 称 为 n 阶 和 矩 ,4 称 为 1 阶 累积 ,4, 与 pr。 之 间 有 
普遍 公式 联系 2, 这 里 只 写 出 前 面 三 个 关系 


A=p ho=p—p, hs = pa — 3pap + 2ps 
它们 也 可 以 从 


= zi" 


ln(1 十 z) = 3 < 


D F.Bloch,Z. Physik,74(1932),295. 
加 人 


i D1 re -4 
= 51 ee 


tm) i 


凶 


限制 bm 一 


368 第 13 章 量子 统计 力学 


(2 -加 全 1 ee 疡 二 


接 推出 . 
注意 到 ln2 一 一 80 ,其 中 0 是 巨 势 ,我 们 得 到 


0= 0 十 寺 § [da CH) 


-部 人 [aadp (TLH (pH, (8)])。 


-[ fa ] + 


现在 将 HH,(B) 变 回 到 柱 定 记 绘 景 . 首先 ， 
(Hi(B))o= tr(e tm » eam He hn) 
= epootr(e 所 H) = (Hi)o, 
它 不 依赖 于 B ;所 以 ,一 阶 微 扰 项 给 出 为 (H,)。. 其 次 ， 
(TL[H(B) Hi (PB)]), = etr(e s% Te Hie hn 。 ean Hie hn) 
= mtr(e Hem He 再) 
= (em Hie™ Hi),, 


这 里 + 二 一 久之 0, 将 dB d& -一 dp dr, 并 对 dB 积分 ,二 阶 微 扰 项 给 出 为 且 (H): 一 
去 『 arkems Fe-m Hi)。. 结果 得 到 巨 势 为 
0~=a+() 一 人 去 人 es He Hdr), — [HJ). 


车 令 |m) 和 |n) 为 % 的 本 征 矢 而 & 和 & 为 其 相应 本 征 值 , 则 
tr[e 把 Hi,] 一 Dle mH|n) = Ze CH)。， 


tr[e 5 em Hie ™ H,]= Znle™ > Im) X (ml|e™ Hi |n) 
= De te (Hi)m (Hi ) mm 
其 中 利用 了 > ) |m) 4m|= 1. 巨 势 的 {…} 中 变 为 
{Bi 去 em De 一 一 一 | CH | 
—@(em De H).) 


1 om。 ee 
= FE IH l’ 


mn 


13.1 基本 原理 369 


十 [各 后 于 co 1CH |? 


一 全 (em De Hy) ) | 
其 中 m= 的 项 已 利用 洛 必 达 (G. -F. A. de L'"Hospital) 法 则 求 出 于 后 . 若 令 ao, 一 
(et) Vb, 一 〈e 的 ) (Hi)m, 并 注意 到 em。 一 >)e 和 ， 则 上 式 中 […] 变 为 


[l= fen) (let) (BD 15.4)- |3ew, 
它 总 是 宇 0 是 由 于 柯 西 (A. -L. Cauchy)- 施 瓦 茨 (H. A. Schwarz) 不 等 式 . 另外 ， 
{…) 中 第 一 项 ,也 总 是 之 0, 所 以 {…}) 之 0. 最 后 得 到 

N+ Hs 
同时 应 该 指出 ,对 于 正则 系 综 , 结 果 是 自由 能 下 有 
F<F,+(H),. 


')>0, 


以 上 结果 是 变 分 微 扰 法 的 基础 . 
13.1.5 准 经 典 近似 


1, 多 体系 统 的 量子 力学 了 
考虑 NN 个 全 同 粒子 的 量子 力学 系统 . 我 们 以 X 三 (zi，… ,zw) 标 志 其 坐标 ,而 
Zz 二 (Ta,5,) 为 a 粒子 的 坐标 (空间 坐标 r。 和 自 旋 坐标 s。), 则 其 薛 定 谓 方 程 为 


这 怨 (X) = HX)VX), 


其 中 声 (X) 是 哈密 顿 算 符 ( 这 一 小 节 中 的 算 符 用 上 面 加 ““” 符 号 表示 ), 炎 (X) 是 波 
函数 . 由 于 粒子 的 全 同性 ,将 任意 两 粒子 的 所 有 坐标 互 换 后 哈密 顿 量 疡 (X) 不 变 ， 


导致 粒子 交换 算 符 你 ,的 本 征 值 为 土 1, 即 波 函 数 更 (X) 对 任意 两 粒子 的 所 有 坐标 
的 同时 交换 必定 是 或 者 对 称 的 (6 一 十 1) 或 者 反对 称 的 (6 一 一 1). 实验 发 现 : 自 旋 为 
半 整 数 的 粒子 遵守 泡 利 原理 ,由 反对 称 波 函 数 描述 , 称 为 费 米子 (例如 电子 、 质 子 、 
中 子 以 及 三 者 加 起 来 总 数 为 奇数 所 组 成 的 粒子 ); 自 旋 为 零 或 整数 的 粒子 由 对 称 波 
函数 描述 , 称 为 玻 色 子 (例如 光子 、 介 子 以 及 由 偶数 个 费 米子 所 组 成 的 粒子 ). 

现在 令 完备 的 正 交 归 一 化 单 粒子 波 函 数 为 p, (zx) ,4 标志 其 量子 态 , 则 满足 对 
称 化 要 求 的 一 个 N 粒子 波 函数 是 

YX)= (XIA) 三 (zyzaweozwlhyhzwAN) 


四 “参考 W.J. Grandy,Jr, Foundations of Statistical Mechanics, Vol I ,1987, Reidel, Dordrecht, pp. 
101 一 103. 
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= [NvI wT Broce, Cz) 9 C22) pa (zu)]， 
其 中 mm 是 态 i 上 的 占有 数 ( 即 有 吉 个 一 站 ，[CNLD T[ (m1)] 二 是 归 一 化 因子 ,后 
面 对 粒 子 坐 标 各 种 排列 求 和 ( > ) ) 部 分 对 费 米子 系统 (6= 一 1) 是 行列 式 而 对 玻 色 
子 系统 (0 一 1) 是 积 和 式 ， 
下 面 证 明 [CN!D T[T on 5] 十 是 归 一 化 因子 . 因为 , 先 将 6; (X) 展 开 而 不 展开 
BalX), 得 | 
fz: COBRAX = [NVI DT 


x Yearr: Cz) pi, (zn) Ba CX)dX. 
对 每 项 积分 将 积分 变量 重新 命名 ,积分 化 为 
[Ip G0, Ca) 0 (dX, 
但 由 于 
BAB (X) = BX), 
所 以 > 各 项 贡献 相等 ( 共 N! 项 )， 


NL i 
fs: (X) BX)dX= [去 号] [rz: Cx) gi (zw) JB (XdX 


一 I 07 ce (z1) "pi, (xn)] 
X PPG [Lp (zi )…gov (zn)JdX, 
后 式 是 将 @, CX) 展开 得 到 . 注意 到 |p; (z)g/(z)dz 一 6, ,因此 ,对 于 费 米 于 系统 只 
有 人 消 = 了 一 项 有 贡献 为 1(n; 一 0,1,n! 一 1); 对 于 玻 色 子 系统 (b 一 1) 只 是 具有 相同 
4=i 的 nn, 个 态 之 间 的 ( 共 ni! 个 ) 坐 标 排列 不 为 零 ,右边 积分 正好 给 出 (了 [ni1)， 
得 左边 积分 为 1. 
对 于 任意 厄 米 算 符 A 的 求 迹 trA 可 按 以 下 方式 进行 计算 : 
tA= BAIXYX IA XY XI A dXdX’ 
= 二 jaxdax 5) I D7 30" LF’'p, (1) 
4 i EE 


EE < 
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po LOI CX [A XD, (zi)…pvCzN)] 
= laXax 5) DY’ LO'p, Dp, Cz] 
! ra 
CX’ |ALX)Lg, Cx) "py (zn)]; 
其 中 第 二 行 的 限制 性 ( 按 )， 的 增 序 排列 ) 求 和 是 作为 后 面 进行 坐标 排列 运算 的 依 
据 ;第 三 sti late ， 因 为 这 是 A.…Xw (包括 mm 个 41) 的 不 
同 排列 数 ,每 一 固定 排列 给 出 相同 结果 ,另外 还 考虑 到 两 个 排列 运算 中 取消 其 一 相 


当 于 乘 以 因子 N!. 最 后 ,完成 对 X 的 积分 ,应 用 单 粒子 波 函 数 的 正 交 性 ,得 到 下 列 
表达 式 


trA= 而 已 [BB ea A Xa J 
注意 到 上 式 的 经 典 极限 意味 着 粒子 可 分 辨 ,相当 于 仅 取 尔 = 工 一 项 ,得 到 玻 尔 
效 曼 统计 的 结果 
(trA)s = 喜 忆 or- “Ay [Al ALAN). 
2 密度 短 阵 和 配 分 画 玫 ( 汪 标 表象 和 沈 合 表象 )D 
一 般 情况 下 ,N 粒子 系统 的 哈密 顿 量 不 依赖 于 自 旋 可 写成 方 一 起 请 十 
U(X) ,这 里 
和 = x), P= (Peepr), P=— 访 V， 
暂 不 考虑 自 旋 . 选择 在 体积 V 内 归 一 的 单 粒子 平面 波 函 数 
golx) 一 Veirss 一 V-1U2eipeMi 
这 里 (px) 三 (p，x). 于 是 
Bo(X) = 一- Dexp(iG( PX) /A), 


/NI 要 


内 
(PX) = Dps x.); 
Ea 


这 里 钞 (PX) 一 ( 银 P)X 一 P(GX). 采 取 周 期 边界 条 件 和 连续 谱 近 似 有 
Pisg -J > (27 sj， 


@ 可 参考 D. N. Zubarev, Nonegulibrium Statistical Thermodynamics ,Consultants Bureau, New York, 
1974( 译 自 俄 文 )，8 14. ， 
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于 是 得 到 正则 系 综 的 密度 矩阵 p(X,X ) 和 配 分 函数 Z 为 
p(X,X)= zr | ”exp— iB' (PX') /WDe exp(i(PX) /A), 


= [axp(X,X) 


= Jar Drexo— iB(PX) /he Bexp(iCPX) /A), 


其 中 dr= To. 与 经 典 配 分 西数 Zs 一 dre” 比较 ,相当 于 


_ dxdap 
dr = dXdP——dl = NICnID™’ 


E> Dexp(—iB(PX) /eexp(i(PX) /A). 
另外 ,对 于 可 观察 量 A 在 坐标 表象 中 有 
(A) = pA = |daxdaxoCX,XDACX ID， 
而 经 典 结果 为 
(4)a 一 axappcx,Pyh4aCX,P)， 


与 (4A)a 是 6N 个 变量 (X,P) 的 积分 类 似 ,现在 (A) 则 是 6N 个 变量 (X,X') 的 积分 . 
为 了 使 两 者 在 形式 上 更 相似 ,可 定义 混合 表象 中 的 统计 密度 矩阵 为 


pCX,P)dXdP= Cs JecXsX YexpCiCPX') /Max’ 


三 ar De | (2rh)™ jax 
x exp[ 译 (P 一 PpIX |)e expdiCP'X) /A 
= Fe exp [去 $CPX)]， 
因为 第 二 行 中 {…) 二 3(P 一 'P') ,其 经 典 极限 与 经 典 结果 仅 相 差 一 个 无 关 紧 要 的 


相位 因子 . 
维 格 纳 (E. Wigner,1932)9 定 义 下 列 混合 表象 ( 令 了 一 (也 ，… yw)) 


FwCX,P) dsm |e(X+ ¥,x ¥ )exp[E PY) ]ay， 


它 很 显然 满足 | fwCX,P)dP 二 p(X,X) 一 pLX); 而 且 可 以 证 明 它 也 满 必 [mex， 


四 E.Wigner,Phys.Rev. ,40(1932),749. 
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P)dX = p(P,P) = p(P). 

但 是 应 该 注意 ,不 能 将 p(X,P) 或 fw (X,P) 看 做 相 空间 的 分 布 函 数 , 它 们 甚至 
还 可 取 负 值 ;当然 ,积分 后 的 p(X) 和 p(CP) 是 具有 坐标 空间 和 动量 空间 的 分 布 函数 
的 意义 . 

3， 配 分 函数 的 准 经 典 近似 了 

当 温 度 高 而 密度 低 时 ,量子 效应 不 显著 ,可 对 配 分 函数 或 统计 算 符 按 堪 的 宪 进 
行 展开 ,得 到 对 经 典 结果 的 修正 , 称 为 准 经 典 近 似 . 

为 此 , 需 先 计算 e- 扎 作用 于 exp(i 全 (PX)/ 友 ) 的 结果 . 令 

UD)= eRexp(iB( PX) /hi) 
= exp(iB(PX)/h)e wl P,X;p), 


或 者 
w(P,X;B) = rexp(—iB(PX)/ UB, wP,X;0) 一 1; 
于 是 
各 = eexp(—i$(PX)/DIH— HJMD, 
注意 到 


Pr +UCX),H = BP! +UCX), 
mm 


H—H=2 Pp: —P:); 
2m 
Prexp(iD(PX) /i) = exp(iB(PX)/AL(BP)’ +2(BP) » P+ P], 


以 及 (SP)* = P? ,P= 一 这 V，, 结果 得 到 


dw_ sn..l Sp) » Pp — Pleen, 
EE Gp) P—PrJewmw 


= er [ 兰 (SP) V+ 起 V: J 
m mm 


讨 ,3 i? 3 
一 "| 下 (9P) V+ 疡 六 | au- 
注意 到 ww|e-* 王 1, 积 分 得 到 
一 1 十 这 | ee[ 和 UP.V)(erwu)]dr 
mJo 
了 


8 
+ 疙 上 ev[V: (eVw) Jdr. 
m Jo 


四 “参考 前 引 Zubarev 的 书 . $14. 
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现在 求 凡 的 友和 宕 级 数 展开 解 , 设 
w= Drw,, 
m0 
n>0 代表 与 相互 作用 有 关 的 量子 修正 ;得 到 
w= 二 cs “Vetw, 1) Jdr 


“+ 址 elves]d 
Ze 让 € Wz TS 
wo 一 :1， wi =— 近 QP .WUCX), 
m 
-18v_B 一 他 (BCP。 
= 一 二 [和 YU 一 全 ES(NP .VU 
BGPp. Ey 
十 各 (5P VD ]， 
最 后 求 得 配 分 函数 的 展开 式 为 
Z= [are (1+ Sgrexp[ LP(X— $xX) 
Jarew| 台 emp[ ]} 


x (1 十 > jnrov)， 


"So 


{…}) 中 人 了 的 部 分 属于 交换 效应 ,(…) 中 z>0 的 部 分 属于 互 作用 的 量子 效应 ( 注 


意 ,这 里 忆 , =w,(9 一 中 ); 而 多- 了 和 n=0 则 得 Za 一 |dre rw 为 经 典 部 分 ,但 需 注 
意 到 dr 一 向 并 时 jm, 分母 中 (2wh)* 因 子 是 考虑 了 不 确定 性 原理 的 限制 ,而 N1 
因子 则 是 考虑 了 全 同 粒子 的 不 可 分 辨 性 .对 于 p(X,X ) 和 p(X,P) 可 以 写 出 类 似 
结果 . 

4. 理想 气体 的 结果 


对 于 量子 理想 气体 ,U(X) 一 0 导致 w 一 1, 而 五 = 元 P?, 有 


p(X,X')= Jap Dre erp[iPGX 一 SX')/] 
加 


1 
ZHN1C2AA)™ 


汪 (X— BPX)’ 
= ANF Eeel J 


1 _ XX): 
和 = Ny D0 |aXexpl tt ] 


ortwdy = /ier 
三 * > a 和 


这 里 应 用 了 
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二 二 (2)” 


m 
是 热 波 长 
特别 对 于 双 粒 子 系统 有 


z= 去 drdr: [1+ 0exp(— 2 于:)] 


= 二 (车 ) [+o 吉 [exp(- 2 加) 4rrzdr] 
全) D+e 志 舍 站 = 去 全)， 
2 +bexp( 一 2 和 )] 


二 过 LE 十 bexp (一 2)]- 二 9 


co 一 


四 


peGCryrziriyrz) 一 


其 中 


wlr) = 一 ArIn| 1 十 bexp( 一 经 )] 
称 为 统计 交换 势 (对 名 色 气体 (0 十 1) 是 吸引 势 ,对 费 米 气体 (9 一 一 1) 是 排斥 势 ). 
交换 效应 ccexp (一 如 一) ,>X7 时 很 小 ,但 在 低温 高 密度 情况 可 以 很 大 ,Z, 与 Z4 


有 显著 差异 ,并 出 现 量子 气体 的 简 并 现象 . 
13.2 量子 理想 气体 


13.2.1 量子 统计 分 布 


我 们 考虑 由 N 个 相同 的 微观 粒子 所 组 成 的 系统 ,忽略 粒子 之 间 的 微弱 相互 作 
用 而 把 它们 当 作 由 近 独 立 子 系 所 组 成 . 这 样 的 系统 以 后 将 简称 为 理想 气体 . 下 面 用 


巨 配 分 函数 来 讨论 近 独 立 子 系 的 分 布 . 
对 于 理想 气体 , 设 具 有 能 级 为 s 的 粒子 数 为 N,, 则 有 
N= DN, E= DNe,; 
于 是 巨 配 分 函数 为 


2 EE 一 N] 
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-这 也 BD pL De tN] 
No {ND} 

一 Za Bpe t+ oN,] 

= 下 六 se (bei +o Ni], 


其 中 第 二 行 中 全 表示 受 N = Zr 的 限制 ,但 由 于 N 可 取 0 至 ce 间 的 任意 值 ， 


所 以 合并 得 到 第 三 行 中 不 受 限制 的 求 和 ， 
我 们 知道 ,由 于 微观 粒子 的 全 同性 ,同类 粒子 的 交换 不 引起 新 的 量子 态 . 自 旋 
为 半 整 数 的 粒子 由 反对 称 波 函 数 描述 , 称 为 费 米 子 ( 例 如 电子 ); 自 旋 为 整数 的 粒子 
由 对 称 波 函 数 描述 , 称 为 玻 色 子 (例如 光子 ). 并 且 , 对 于 费 米子 ,每 个 量子 态 上 的 占 
有 数 还 受 泡 利 不 相 容 原理 的 限制 ,只 能 为 0 或 1; 而 对 于 玻 色 子 则 不 受 这 种 限制 ,可 
取 0,1,2… 直 至 co, 这 就 产生 两 种 统计 法 ,前 者 为 费 米 统计 法 (或 费 米 - 狄 拉克 统计 
法 ,简写 为 ED) ,后 者 为 玻 色 统计 法 (或 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 ,简称 为 BE). 当 粒 子 
数 远 比 (能 级 小 于 kT 的 ) 量 子 态 数 少时 ,两 者 趋 于 同一 结果 , 玻 尔 效 曼 统计 法 (或 
麦克 斯 韦 - 玻 尔 效 曼 统计 法 ,简写 为 MB). 
现在 来 完成 巨 配 分 函数 中 对 Ni 的 求 和 ,结果 得 到 
2= [[ [lexp(— pe —o)]™, 
lnY = 干 > ln[1 干 exp(— Bei 一 c)]， 


其 中 上 面 和 下 面 的 正 负 号 对 应 于 玻 色 统计 法 和 费 米 统计 法 . 由 此 求 得 (注意 下 面 的 
NN 和 NN, 等 现在 是 平均 值 ? 


We 1 
No > exp(Be! 十 ao 二 六 
即 量子 态 s 上 的 平均 占有 数 为 


N= 


TE 

这 就 是 玻 色 [- 爱 因 斯 坦 ] 分 布 (06 一 十 1) 和 费 米 [- 狄 拉克 ] 分 布 (9 一 一 1)# 而 当 们 祖 1 
时 , 则 得 [麦克 斯 书 -] 玻 尔 效 曼 分 布 (形式 上 相当 于 6 一 0). 对 于 能 级 简 并 度 为 g, 的 
能 级 ,! 能 级 上 的 占有 数 相应 地 需 乘 以 因子 g,. 


13.2.2 连续 谱 近 似 


若 不 考虑 粒子 内 部 结构 ,认为 它 只 做 平 动 (< 一 如 /2m) ,粒子 的 其 他 运动 只 提供 
一 个 简 并 性 因子 g。. 因为 平 动 总 可 以 按照 连续 谱 近似 加 以 处 理 , 应 用 对 应 关系 
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A 
其 中 4r 是 粒子 的 热 波 长 


-各 六 


于 是 可 以 求 出 
In2g=— (0! 至 ph cma 一 b 六 )]y dy 


_ Ago 了 2 
上 TD 
这 里 进行 了 分 部 积分 而 积 出 部 分 在 上 下 限 为 零 . 
如 果 引 进 积分 (下 面 令 6 二 一 a) 


十 人. 2 一 
工 (0) 三 网 ry) 一 5dy， 


dy， 


显然 有 
Ea .0 一] 入 es ody 
RN EA A 
小 TEST 


= yl 1(€30). 
于 是 可 将 量子 理想 气体 的 主要 热力 学 函数 写 出 如 下 ， 


In2 = 后 V1 C830), 


卫 _-_ 1 ainy- 2go 1 TIy (8;0) = MT B20 


V™ Vag™ /i Ta C€30)” 
bp 一 喜 TIng 一 也 子 . 
同时 ,由 n 的 公式 ,注意 到 & 是 x 和 T 荆 的 函数 ,可 求 得 
7 其). 一 ;六 
结果 得 出 热 容量 Cv 一 (2 肥 )， 如 下 ， 
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= ly 中 [ _ aly ]r( 羡 ) 


Ta [8 “or | (oT, 
Sha_ 9 Toa， 
2 


以 上 为 了 方便 ,将 卫 (650) 省 略为 工 . 
13.2.3 弱 简 并 性 气体 
当 e<<1 时 ,可 将 1,(&;0) 展 开 为 et 的 震级 数 如 下 ; 
Le0= | er -oydy = eC) ydy 
要 Deve ee = Bo” 同上 ydy 


= TC+ DE 三 


注意 到 函数 有 FTGy 十 1) = vrCy) 以 及 TCD 二 1 和 (去) 二 VR, 并 且 令 (为 了 方 
便 , 省 略 &(z,9) 中 0 记号 ) 
$5.(z) = Er 所， z= es 
于 是 量子 理想 气体 的 热力 学 函数 变 为 
n= tae), 
= Bu, 


二 T S22), 
二 ts)” 


Cv 15 ts(z) 9 bylz) 
NE 4 blz) 4 blz)" 


如 果 由 上 面 第 一 个 方程 反 解 出 z 为 n 的 函数 ,再 代 人 下 面 的 方程 ,例如 ,可 
得 到 物 态 方程 的 位 力 展开 形式 


疼 1- 痪 但) ? (次 (EE) + 
一 1 一 6(0. 17678) {( 生 1)a po. 00330) (2 笃 ) 到 十 …， 


带 9 因子 的 各 项 为 对 经 典 理想 气体 的 偏离 ,它们 是 由 量子 交换 效应 所 引起 ,导致 粒 
子 间 的 有 效 吸 引 ( 玻 色 气体 或 排斥 ( 费 米 气体 ). 玻 色 气体 和 费 米 气 体 统称 简 并 性 
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气体 . 显然 , 非 简 并 性 条 件 ( 即 孩 尔 兹 曼 统计 法 的 适用 性 条 件 ) 是 

mi n /2nh? 3/2 

go 去 (区 开 ) 
由 于 一 般 气 体 在 常态 下 其 值 很 小 (例如 氧气 约 为 1. 12X10“) ,而 在 量子 效应 显著 
的 温度 ( 几 KK) 下 早已 变 成 固体 ( 氨 在 这 样 的 温度 下 为 液体 ); 所 以 ,一 般 气 体 总 可 当 
作 经 典 系统 处 理 . 当然 ,电子 气体 (由 于 m 很 小 ) 和 光子 气体 (由 于 m= 二 0) 一 般 都 是 
强 简 并 性 气体 . 


13.2.4” 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 2 


我 们 采用 连续 谱 近 似 时 ,无 意 中 对 基态 能 级 6。 二 0 给 予 权重 为 零 (能 态 密度 中 
会 ef? 因子) ,因而 该 能 级 的 占有 数 为 零 , 对 于 玻 色 气体 在 很 低温 度 下 这 是 不 正确 
的 ;因为 


6 一 0- 或 z 一 1- 为 奇 点 ,意味 着 在 低温 下 可 有 大 量 粒 子 趋向 于 占有 基态 . 这 种 情况 
称 为 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 (动量 空间 或 能 态 上 的 凝聚 ,而 非 普 通 坐标 空间 的 凝聚 ). 


令 m = No/V = 击 寺 -而 对 其 余 激发 态 仍 采用 连续 谱 近 似 , 则 有 (nm, 为 激 
发 态 粒子 数 密度 ) 


ne 二 7 一 7h 一 ty le). 
了 
因为 5 = 忆 环 入 5 一 已 站 一 2.6124, 在 给 定 密度 下 ,定义 使 = 一 


1(6 一 0) ,也 就 是 ”一 ty (1) 的 温度 为 Tu, 即 
: 


3.3125 


a 让 
下 


2/3 


其 中 3. 3125 = 当 T<T 时 ,总 有 z 一 1(6 一 0), 于 是 


。- 任 站] 


E Ta 
专 = 0 7703mkT ( ) =0.7703n.kT, 


2 
(2. 6124223 


Q@ 参考 已 M. Lifshitz, L. P. Pitaevskii, Statistical Physics, 3rd ed. ,Part 1(L. D. Landau, E. M. Lif- 
shitz,Course of Theoretical Physics ,Vol. 5) ,Pergamon,Oxford,1980( 译 自 俄 文 )[ 或 中 译本 :并 A. 朗 道 ,E. 
M. 栗 弗 席 效 著 , 束 仁 贵 . 束 毕 译 :理论 物理 学 教程 } 第 五 卷 ,统计 物理 学 人 ), 高 等 教育 出 版 社 ,2011], § 62. 
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2 A abe 
p= 了 =0 5135mT ( 示 -) 一 0. 5135nekT, 
Cr 工 
Ni! 9257( 元 ) 


这 里 用 了 gz) = 了 忘 一 13415. 


我 们 注意 到 ,这 一 小 节 的 公式 (T< Te 时 适用 ) 与 上 一 小 节 弱 简 并 性 气体 的 一 
般 公式 (T>Te 时 适用 ), 在 T 一 0 点 的 各 热力 学 量 是 连续 的 ,但 热 容量 对 温度 的 导 
数 不 连 续 . 

现在 来 确定 这 个 路 变量 . 注意 到 TT。 时 瑟 和 都 是 T 和 # 的 函数 ,而 在 To 
附近 & 二 j/kT<0 是 个 小 量 , 容 易 从 n 反 解 出 $ 为 x 和 的 函数 后 代入 E/V 中 再 
求解 .由 于 


[naKe) —n(é = 0)] 次 入 = 1 — La(0) 


a 三 [= 二 TI 一 总 二 ij"dy 和 [天 Spay 


三 有 二 和 一 
| M6 "Vv 后 
这 里 应 用 了 积分 的 重要 贡献 来 自 y 小 的 区 域 这 一 事实 . 所 以 ， 
_e=- 注 
drg: 
其 中 m(0) = n(€ = 0) = m,n 二 n( 和 . 另 一 方面 ,由 于 
9/E\_2g 1,79 = 
( )= kT ll) = TkTn, 


[nC0) —n]’, 


aé\V) Varar 9é 
所 以 ,同样 作 展开 可 得 
[$ |]- Sn(ORTE — nnd0) n]:, 
于 是 容易 求 得 [注意 到 Sn(0) 一 吝 谷 一 疗 * 惟 C1)] 
4( 疗 器 J (2 je = i 3. 666/T. 


13.2.5 巨 配 分 函数 的 梅林 变换 表示 人 了 
量子 统计 分 布 的 巨 配 分 函数 


@ 参考 W.T. Grandy, Jr. ,Foundations of Statistical Mechanics, Vol. I, 1987, Reidel, Dordrecht, p. 
131. 
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— Din(l—em) (BE)， 
Ing= 
In(1+ere) FD), 
7 
还 可 通过 梅林 逆 变换 公式 
An = 击 站 Perd 
予以 表达 . 注意 到 
flz) Fu (lt) 


ln11 十 zl + nt esc(nt), 一 1<Ret 一 0， 
ln 11 一 z| ** rilcot(rt)， 一 1 一 Re 一 0， 
可 以 将 巨 配 分 函数 表达 为 


a cos’” cos’ (xt) ee erpus dt 
tn | sinCnt) © © a 0 


这 里 仍 以 一 十 1CBE) 和 4 一 一 1(FD) 表 示 , 并 且 久 二 去 (1 十 的 . 交换 求 和 与 积分 次 
序 ,并 注意 到 Ze wy, 一 Zi, (hz) 正 是 下 尔 效 曼 统 计 的 单 粒子 正则 配 分 西数 ,于 是 


_ 9 [im cos’ (rt) 
I 2i J oi tsin(Crt) 


这 样 一 来 ,就 将 巨 配 分 函数 的 运算 变 为 先 求 单 粒子 配 分 函数 ,再 应 用 复 变 函数 论 的 
留 数理 论 进行 定 积分 的 计算 . 因此 ,这 是 计算 In2 的 一 种 很 有 效 手段 ， 
下 面 研究 理想 费 米 气体 的 磁性 质 时 将 利用 这 种 方法 . 


13.2.6 电子 气体 的 磁性 ? 


弱 磁 场 中 电子 气 的 磁化 由 两 个 独立 部 分 构成 : 归 因 于 电子 内 豪 ( 自 旋 ) 磁 矩 的 
顺 磁 性 部 分 , 称 为 泡 利 顺 磁 性 2; 和 归 因 于 磁场 中 电子 轨道 运动 量子 化 的 抗 磁性 部 
分 , 称 为 朗 道 抗 磁性 3. 强 磁 场 中 电子 气 的 磁化 还 会 呈现 振荡 ,这 个 现象 称 为 德 哈 
斯 - 范 阿尔 芬 效 应 ®. 


esZi(Bt)dt, 0<c<l1. 


四 参考 IL 区 朗 道 ,E. M. 票 弗 席 兹 著 , 束 仁 贵 束 蔚 译 :( 理 论 物理 学 ) 第 五 卷 ,统计 物理 学 1), 高 等 教 
育 出 版 社 ,2011( 译 自 俄 文 ); § 8 59,60. 

W. T. Grandy,Jr , Foundations of Statistical Mechanics, Vol. 1,Reidel,19873ch. 6,B,C. 

@® W.Pauli,Z. Phys. ,41(1927),81. 

® L.D.Landau,Z. Phys. ,64(1930) ,629. 

@® W.J.de Haas,P. ML von Alphen, Proc. Acad. Amsterdam,33(1930),680,1106;35(1932),454. 
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1. 均匀 磁场 中 电子 的 运动 了 
在 均匀 磁场 中 ,电子 的 哈密 顿 量 ( 非 相对 论 近 似 ) 是 


下 
H= (pM) +pa0* B, 


其 中 ys 三 Ls! [站 是 玻 尔 磁 子 ,ac 是 自 旋 算 符 . 设 将 磁场 方向 取 作 = 轴 , 采 用 朗 道 规 
的 
{ 赤 [人 加 | eBy) (二 (E73) ]+ eB)s = 2 
其 中 o= 土 1 为 oo 的 本 征 值 ,而 y 为 普通 坐标 函数 . 取 
4 = gl)exp[ 译 (pz 十 pz)]， 


检定 启 方 程 化 为 
有 or, 1 
EE 2 Ee 十 Em: (y— yo)’ J 
= (E— psoB 一 二 大 2)p(y)， 


其 中 三 |e|B/m 为 回旋 频率 ,而 四 p:/1elB. 这 形式 上 等 于 谐振 子 的 
波动 方程 ( 见 240 页 ) ,所 以 


1 
E= r+) + Bp +opsB, v=0,1,2,%. 


由 此 可 见 , 电 子 沿 磁场 方向 的 运动 是 自由 运动 ,而 在 垂直 于 磁场 的 zy 平面 内 则 作 
量子 化 的 回旋 运动 ;这 些 离散 能 级 称 为 朗 道 能 级 . 设 电 子 局 限于 VL,L,L. 内 运 
动 ,p:,p: 可 取 准 连续 值 , 则 能 级 简 并 度 为 

Ls:L 


= LAp:_ L: 一 Fe LL . 
be pr 一 2 lel BAy Dh lel B=3 ae 


2. 巨 配 分 函数 的 计算 
人 
Zu i “| dz 立马 


0 etl 


: exp[ 一 (+ 十) 一 外 : 一 psB ] 


评估 ohzmd 力 。。 2 De Ch) .De 


ot1 


@ 参考 L.D. Landau,E. M. Lifshitz, Quantum Mechanics, Nonrelativistic Theory ,Pergamon, 3rd ed. ， 
1977.( 译 自 俄 文 )[ 或 中 译本 :并 . 世 . 朗 道 ,E. M. 标 弗 席 兹 著 , 严 肃 译 :《 量 子 力 学 》, 高 等 教育 出 版 社 ,2000] 
$112. 
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Vm/2mm er SO 
027 3( 多 ) 2 ete) 
也 
i . 2cha。 

_2Vascha (Cs 二 DV 2V 
2X7 sha。 B—0 FL s=1/2 和 3 


这 里 已 经 令 
a, = $A. = BpsB, 0, = BksB, r= (2m8) ， 


分 别 表示 有 关 轨 道 运动 和 自 旋 的 变量 以 及 热 波长 . 
于 是 , 巨 配 分 函数 为 (注意 到 要 用 Zu (Bt) 代 入 ) 
In 一 Vote™ er ch(a,t) > 
A Joie 42sin(rt)sh(aot) 
被 积 函 数 在 实 轴 和 虚 轴 上 有 简单 极点 :一 士 !( 来 自 sin(xt)) 和 t== 土 ixp/a。( 来 自 
sh(aot)) ,而 在 原点 有 一 支点 (来 自 6). 


对 于 弱 简 并 情况 (6<0) ,采用 向 右 闭合 的 周 线 ,容易 得 到 


_ 2Va, 过 nm etch(la,) Pn 
ln 光一 Ea 3 tT) CS ) 就 . 


关于 无 磁场 (B 一 0) 的 弱 简 并 情况 已 在 前 面 讨论 过 ,对 于 有 磁场 的 弱 简 并 情况 则 不 
作 详 细 讨 论 . 

对 于 强 简 并 情况 (6 之 0) ,采用 向 左 闭合 的 周 线 , 并 沿 负 实 轴 绕 过 原点 及 一 ! 诸 
点 ,如 图 13. 1. 周 线 内 有 被 积 函数 在 虚 轴 上 的 简单 极点 t+ 二 土 ixp/a。,p 王 0,1， 
2,…，, 其 留 数 求 得 为 


0<c<l1; 


图 13.1 积分 周 线 


Ne = esch(a,t) 
人 ley to) 2 sin(rt)sh(aot) 
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_ exp(6tp)ch(astp) 


ab sin(xts,) ch(aotss) 


a cos(xpas/ao) ere/s 
(D(xp) (+ i)sh(x:p/ao)cos(xp) 


(—)?cos(xpas/ao)er "Ye 
/TO 


这 里 用 了 sh( 士 iz) = 土 i sinz,ch( 士 iz) = cosz,sin( 士 iz) 一 土 i shz,cos(prx) 一 
(一 D3 ,以 及 (十 D* 一 ( 土 D? (es) 二 一 ew 诸 公 式 .于 是 , 周 线 积分 可 符号 式 
地 写成 


$= 站 + +| = 2xi 立 (mv 十-)， 


其 中 了 表示 周 线 中 从 C 到 了 绕 分 支 制 线 的 部 分 .由 于 6>0, 当 Roo 时 |， 和 |、 


变 为 零 , 巨 配 分 函数 化 为 


Ing=— aoV e* ch(a,t)dt 
A Jr ea sin(xt)sh(aot) 


_ haVT (—)?cos(xpa,/a。) np_x 
Vm 安 pishCr p/ao) co 人 ): 


由 于 &>0, 积 分 的 主要 贡献 来 自 原点 小 令 培 中 的 Iz ( 负 实 轴 上 极点 的 贡献 可 忽 
略 ) ,可 通过 将 三 角 函 数 和 双 曲 函数 展开 并 利用 T 函数 的 汉 克 尔 周 线 积分 表示 


一 一 元- te dt 


下 面 来 计算 积分 


, chr ee 


ht 


来 求 . 注意 到 sinz 一 z(1 一 硅 十 … 


于 是 
Lo=— | esch(a,t)dt 
2i Jy tsinCnt) sh(aot)” 


一 到,e 1+ ( 守 + a 


_at 
an 二 本 一 人 
2 1 ITO/ /rw a a 
= 信人 十 茂 5 和 (于 十 和 e+). 
ee 


Ing= 2 + +(e 3 )e*] 


S$)e+oc))a 
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_2a 3 cos( 现 Sd ' 
Vx EE psh(rip/ac) 

其 中 最 后 一 项 为 振荡 项 [用 a, 一 a。 及 (一 )*cos(px) 二 1 作 了 化 简 ], 强 场 时 起 作用 ; 
小 括号 中 两 项 为 弱 场 时 的 主要 贡献 ,而 最 前 面 两 项 则 是 无 磁场 时 强 简 并 性 电子 气 
的 结果 . 

3. 主要 结果 

(1) 泡 利 顺 磁 性 和 朗 道 抗 磁性 

人 ) 情 况 , 这 时 振荡 项 可 忽略 . 我 们 有 


ev (1 十 本 十 “)= 5 全) 


-7 


3/2 


= 了 (器 ) ， 


其 中 后 = Arver 一 《3 于 巡 是 零 温 下 电子 具有 的 最 大 能 量 , 称 为 费 米 能 . 反 解 
求 得 
6 一 各 (1 一 村 所 十 …) 或 者 =s[1 一 乱 ( 符 ) + 小 
磁化 强度 和 磁化 率 的 公式 是 (jo 是 真空 夏 导 率 ) 


lg -3 I 
M= "部 mX， xm 站 -篇 . 天 ng 
由 于 ln 光 中 a ,as。 正好 正比 于 了 ,所 以 
_ Zp su 2 (1 (21a)= 
X Vv Ex RR 售 ) (5)= x tx 


用 nn 代入 求 得 泡 利 顺 磁 磁 化 率 x。 和 朗 道 抗 磁 磁 化 率 x, 以 及 总 磁化 率 x 分 别 为 
(注意 4a, 二 BBys 二 a。) 
Xe ~ Fp 低 ， 六 = 一 二 es Xp 人 


完全 简 并 性 电子 气 总 体 旦 现 弱 顺 磁性 . 车 采用 的 较 好 近似 ,上 述 磁 化 率 都 要 乘 以 
人 2 
[- 委 (各 ) ] 的 因子 
(2)“ 经 典 ” 磁 性 
另 一 方面 ,对 于 “经 典 " 磁 性 ,在 弱 简 并 情况 中 只 取 /二 1 的 一 项 ,得 9 


® P.Langevin,Ann.Chim,Phys. ,5(1905),70. 
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ln2%m 一 oe < 一 etZu(D) 
2y Ds 
一 全 se[1+ 广 (一 5 人)]， 
容易 求 得 
a 1 WB eg 沪 昌 2 zs 
hp MTL XT 
注意 到 其 与 温度 的 反比 关系 ( 居 里 定律 )?, 这 是 与 量子 磁性 (不 依赖 于 温度 ) 的 显 
著 不 同 之 处 . 
(3) 金属 电子 热 容 
附带 提 一 下 电子 热 容 问题 . 我 们 有 ( 令 磁场 B= 二 0) 
下 5 
六 一 方芳 mz 一 六 信人 (1 8 ) 


=3e[1+ 园 ( 竺 ) +…]， 
上 


一 般 情 况 下 ,er 六 AT( 例 如 , 铀 的 er/ 是 
温 下 ,金属 的 热 容 是 


.2X10'K) ,电子 对 热 容 无 贡献 ;但 在 低 


晤 -至 #7+ 1 车 二) ， 
后 一 项 是 晶 格 热 容 ( 见 177 页 ) ,电子 的 贡献 可 以 很 显著 . 

(4) 德 哈 斯 - 范 阿 尔 芬 效应 

现在 讨论 强 简 并 性 和 强 场 情况 (6 六 ae 一 a, 过 1) ,这 时 振荡 项 变 得 重要 ,而 且 轨 
道 运动 量子 化 效应 与 自 旋 效 应 不 能 分 开 ( 从 lnY 的 先前 表达 式 中 的 cos(xpa,/a。) 
因子 可 以 看 出 ). 巨 配 分 函数 的 振荡 部 分 为 


加 cos( 开 一 至 ) 
(ln20。。 一 一 4V az ao 4 
VR EE! psh(r’ p/ao) 


在 求 磁化 强度 或 磁化 率 时 ,只 需 对 最 迅速 变化 的 因子 ,分 子 上 的 余弦 项 求 导 , 得 到 
a 人 Y()” 名 ( 革 1 3 sin(z 一 于) 
~ Vi/ BV\aolB Et psh(r’p/ao) 


=1 


® P.Curie,Ann. de Chimie,ser.7,5(1895),289. 
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V2pam erkT 
BT 3 PTshCr phT /ps B* 
这 个 函数 以 高 频 振 荡 , 变 量 1/B 的 振荡 “周期 "A(1/B) 二 2ps/er 为 不 依赖 于 温度 的 
常量 . 这 里 AB/B~pysB/es 一 a。/ 年 <1. 这 个 现象 称 为 德 哈 斯 - 范 阿 尔 芬 效应 . 实验 
确定 这 些 振荡 周期 后 就 能 确定 给 定 系统 的 费 米 能 . 

当 ysB~kT 时 , 磁 矩 的 振荡 振幅 是 Mo 一 ezB (mya) 反而 磁化 强度 的 
“单调 ?部 分 是 M~ey* Bm pa, 因此 Mow/M~ (er/paB) 一 (/ao)' 光 1, 即 
振荡 部 分 的 振幅 远大 于 单调 部 分 . 然而 ,车 ysB<kT, 此 振幅 如 exp( 一 x*kT/paB) 
那样 变 得 不 重要 . 


13.3 ” 非 理想 气体 


现在 来 讨论 非 理想 气体 的 性 质 ,主要 考虑 其 物 态 方程 . 对 于 粒子 间 有 相互 作用 
的 真实 气体 , 卡 末 林 ， 昂 内 斯 提出 了 下 列 级 数 形式 的 物 态 方程 


去 = ZB » 
其 中 B, 叫做 第 v 位 力 系数 (B; 三 1). 这 里 4 二 N/V = 必 是 粒子 数 密度 . 

物 态 方程 的 普遍 理论 需要 计算 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 , 对 于 经 典 气体 , 乌 泽 
尔 @ 提 出 了 一 种 算法 ,后 来 迈 耶 等 人 @ 使 之 发 展 成 为 系统 的 理论 . 卡 恩 和 乌 伦 贝克 @ 
首先 将 此 方法 推广 应 用 于 量子 气体 ,后 来 李 政道 和 杨振宁 8 进一步 发 展 成 可 与 迈 
耶 理论 相当 的 完美 理论 . 


13.3.1 集团 展开 的 一 般 评述 9 


1. 集团 积分 和 乌 泽 尔 方法 
考虑 化 学 纯 气体 ,其 巨 配 分 函数 可 写 为 ( 见 365 和 371 页 ) 


® H. Kammerlingn-Onnes, Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. (Amsterdam),4(1902) ,125. 

® H.D.Ursell,Proc. Camb. Phil. Soc. ,23(1927),685. 

@ J.E.Mayer,].Chem. Physics,S(1937),673]. E. Mayer et al ,ibid, ,5(1937) ,7416(1938) ,87,101; 
可 参考 ]. E. Mayer, M. G. Mayer, Statistical Mechanics, Wiley, New York, 19401 以 及 M. Born, K. Fuchs, 
Proc. Roy. Soc. (London) ,A116(1938) ,391. 

@ G.E,.Uhlenbeck,E. Beth,Physica,3(1936),729;4(1937),9153;B. Kahn,G. E. Uhlenbeck, Physica,S 
(1938) ,399. 

® T.D.Lee,C.N. Yang,Phys.Rev. ,113(1959),1165;116(1959),25;117(1960),12,22,897. 

加 “参考 W.T.Grandy,Jr. ,Foundations of Statistical Mechanics, Vol. 1,1987,Reidel,Dordrechtich. 7， 
A,B. 
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2= we — De trer ny 一 六 enZw， 


N=o 
z= ee = et, 


Zy= tr es = oi DIF an | Ens | hv 
一 NI Tw I wo] 
这 里 定义 量子 统计 的 W 函数 为 


Wy 只 | B90 AN | EAN | 和》 
9 gf WS hs 
三 2 PWE 2 wd 
WR 是 其 玻 尔 兹 曼 形 式 , 粒 子 互 作用 效应 全 在 其 中 . 还 需 注意 到 两 者 对 于 列 置 换 
都 是 不 变 式 . 
下 面 来 阐明 集团 化 的 概念 ,为 明确 起 见 ,采用 位 置 表象 . 考虑 短程 互 作 用 , 令 m 
为 粒子 作用 半径 . 另 一 方面 ,交换 效应 的 作用 范围 为 热 波 长 47. 现在 假定 N 个 粒子 
分 成 Ni 个 粒子 的 一 群 和 N; 个 粒子 的 另 一 群 ,分 别 以 i 和 j 标志 , 若 所 有 |r; 一 ;| 
>r,, 则 有 经 典 集 团 化 WR 二 WR ，WR ;车 同时 还 使 所 有 |r; 一 rj | >Mr, 则 有 经 典 和 
量子 集团 化 Wr 二 Wy, Ww, 


根据 以 上 的 考虑 ,可 通过 乌 渗 尔 方程 引进 量子 集团 邱 数 Di[ ] “4 ] 如 下 ， 
who 
wl -ob bl }ol 2 
wl 2 -wu + 300,, 

1 2 3 4 
w| 2 3 4 
wl 7 “NYE DU, Dm, 


为 了 方便 ,从 第 三 行 起 省 略 了 变量 ,其 每 项 前 的 系数 表示 不 同 排列 数 (例如 3U1U? 
代表 (1)(23),(2)(31),(3)(12) 三 项 ); 而 最 后 一 行 中 的 求 和 则 包括 所 有 可 能 的 集 
团 划分 及 不 同 排列 . 


, 


上 UUUU +6UUU: + 4UiU;s + 3U2U; +U,,**, 
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同时 注意 到 ,对 于 经 典 集团 化 ,同样 可 以 通过 乌 泽 尔 方程 引进 经 典 集团 函数 ， 
在 WW 和 U 上 附 以 上 标 B 即 得 . 
由 于 配 分 函数 中 对 Wx 要 求 迹 ,其 变量 是 化 变量 ;因此 对 于 某 一 划分 ,例如 ,mi 
个 ,…mi 个 Ui,…, 其 
cutm) = IT a (限制 lm =N) 
种 不 同 排列 给 出 相同 贡献 , 即 可 以 将 Ws 写成 


wi “|= Bem (0 > ) 
车 进一步 定义 集团 积分 


es 
b.(p) = zr a au “| 


注意 到 积分 是 对 一 特定 集团 区 域 进行 ,只 有 最 后 的 积分 给 出 因子 V; 它 与 Z! 中 的 
因子 V 相抵 消 ,所 以 b, 是 强度 量 . 于 是 巨 配 分 函数 可 以 写成 


CY 前 忆 IL [= eA (限制 lm 一 N) 


Ne mn 

S Zibiz)™ 
-SPU 
-站 


i nl wl 


Ng 2 十 1 忌 
二 ng = SS br! = biz', 
ek 


因为 对 于 2 显然 有 Z 一 《2 上 了 ， 其 中 * 是 粒子 自 旅 ( 见 383 页 ). 这 样 就 及 
: 
一 1. 
由 乌 泽 尔 方程 可 以 反 解 出 U, 例 如 


oh]- wh] 
= | 
> Ye EL 
of owl -wb wl 
和 沟 1 2 1 2 
A [ 了 2 
= }- [wb wl, s+] 
vl 2 s] | Wl Wl tt 
rr [ee 
:1 [ils JW:ls J 


最 后 一 式 口中 的 十 十 表示 不 同 排列 的 另外 两 项 ;于 是 可 以 求 得 集团 积分 b, 与 配 分 
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函数 Z。(m< 六 的 下 列 关系 ; 
hl, b= (2 


4)， 一 (一 和 十 雪 有) 


其 实 ,由 终 一 DarZh 和 Ing= Er (2Z161) ,利用 数学 中 的 累积 量 展 开 公 式 可 以 得 


N=0 =0 


到 ( 见 367 页 )? 


= 2 DOE" [ (Dm, -D1!II 2] 


tn) 


其 中 限制 条 件 是 Dvm, 一 人 
2. 物 态 方程 的 位 力 展 开 式 


由 lng= >)z'(216,) 容易 求 得 压强 p 和 数 密度 为 (注意 妈 一 2 二 Y 和 
了 
一 er 一 oo) 
1 8 2 
p= av- Tob = AT 2 Br, 
1 2s+1 J 
= 一 疙 韦 元 In2 = 人 人 守 De = a. 


pe 


根据 物 态 方程 的 位 力 形式 碟 二 >)Bn*, 可 得 


= 机 和 敬一 
注意 到 
d( 志 7 “= 一 v 直 "一 +md( 店 ) ， 
d( 堪 )= nz dz， 
以 及 由 于 全 微分 沿 闭 周 线 的 积分 为 零 , 于 是 
三 二 二 ~d( 卉 ) 
” 2riv kT 


四 入 的 一 般 公式 还 可 通过 下 列 ! 阶 行列 式 的 积分 

DZ 0 0 ~ 

， ZZ Ze 0 ~ 

2 = dz Zs Ze ZZ 

ZZ Za 

: 

得 到 例如: 

号 一 2 dzo251(Z 一 Zo2s) 一 2Z7 (如 一 诗 22)- 
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;= “CAs Aizt ee) mdz, 


特别 是 有 B, 一 1. 
在 多 项 式 展开 (>)Ajz’)”= >)avzr 中 ,m 为 任意 实数 , 则 借助 于 行列 式 理 


论 ,系数 a, 通过 > 阶 行 列 式 与 A; 相 联 系 . 


mA! 一 如 0 0 
2mA， (m— DA, 一 2A。 0 
ar 一 一 -|3m4， (2 一 1)A， (m—2)A! 一 34。 


dmA, (Sm DA (2m—2)A, (m—3)A, 


对 于 现在 的 情况 ,有 A; = lg + De , 令 vy 十 1, 则 m= 一 v, 于 是 
sony (b1) 0 


所 ) (a 7 2y(36:) (十 1)(262) 2(61) 
= \2s+1/ ; 
a G+! 3v(40) (2y+ D36) G+2)(26,) 
结果 求 得 
一 如/ 条 
B=1, B,= 人 (FF) 
2 
Be (m Be (wi) ， 


13.3.2 量子 第 二 位 力 系数 9 
1. 一 般 公 式 
用 一 1,b 一 cas4TV [2 一 二 ] 代 入 ,并 以 理想 气体 为 参考 ,得 到 量子 第 
二 位 力 系 数 B( 以 下 省 略 下 标 ) 为 
A 0) 


B 一 8 一 yeatmy [ee ] 


有 人 ve Ela 


@ 参考 前 引 Grandy 的 书 ,Ch.7. EE. 
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xX [rr | es 一 ea [nr) + Onr |e ts — ee [rn)]. 
采用 质心 位 置 R= 去 (ri 十 rs) 和 相对 位 置 r 二 7; 一 ri, 则 有 dridr,>dRdr, 而 二 
体 哈密 顿 量 为 
Hs=— 起 (Vit tu ln re) 


= 一 引 VW 一 入 Vi 十 wr) 一 Hame 十 于 
质心 运动 相当 于 经 典 自由 粒子 ,给 出 因子 22V/47 (出 现 2 是 由 于 其 质量 为 2m). 
Re 
1) ,因为 自 旋 平行 的 粒子 才 有 交换 作用 . 同时 注意 到 B' = 一 F575 站 二 Ts 于 是 


B= .0.2 Vr 
2522s+1 2s+1 
Xx LC2s + Dr) (erans — ent ny 7) 
十 br| (eran — eeH:" )ax |—7)] 


Se Ba 2 oak 
X[(25 十 1)(Pp| (eraas — en )ax | 也》 
十 6(P| en: — en J |— ps 
后 一 表达 式 是 通过 么 正 变换 从 位 置 表象 变换 到 动量 表象 的 . 动量 表象 适用 于 推导 
低温 区 域 的 表达 式 , 而 位 置 表 象 则 对 较 高 温度 区 域 的 分 析 较 有 用 . 
2. 低温 情况 


现在 考虑 低温 情况 ,将 B 重新 写成 
s 
B(T) 一 Bo CT) 一 一 Ve | 


和 Sr i 

其 中 wk) 和 wo 人 ke) 分 别 是 相对 运动 的 互 作用 粒子 和 自由 粒子 哈密 顿 量 的 本 征 值 . 
对 于 自 旋 无 关 球 对 称 二 体 势 ,可 采用 分 波 法 展开 . 对 于 相对 运动 磁 量 子 数 的 求 和 给 
出 (2! 十 1), 是 角 量 子 数 ( 即 轨道 角 动 量 量子 数 ). 对 于 自 旋 量 子 数 nm ,os 的 求 和 : 玻 
色 子 系统 要 求全 对 称 波 函数 ,! 为 奇 时 导致 *(2s 十 1) 反 对 称 自 旋 态 ;而 费 米 子 系统 
要 求全 反对 称 ,! 为 奇 时 导致 (* 十 1)(2s 十 1) 对 称 自 旋 态 . 所 以 ,对 自 旋 和 磁 量子 数 
的 求 和 给 出 因子 
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G2s + D +0 DI2L+D), 


于 是 


V227 


一 Be 一 一 
BCT) 一 BCT) 2 


(2 十 D)[(2s 十 1) +0— 1)JBCP), 
各 


Bi 有 = Bem +t] em mg — gh (lk, 
驴 束 铺 ) 时 


其 中 g,(k) 和 gi”(k) 是 态 密度 . 
外 边界 条 件 Ru(R。) 二 0 要 求 其 渐 近 展开 式 


Rudr) cc 二 sin( 如 一 去 x+a(o) 
满足 AR。 一 去 ix+a( = nx, 或 者 [Ro + 鸣 各] 二 x(An)， 其 中 6(k) 是 波 数 
& 的 ! 分 波 由 于 二 体 势 w(r) 所 引起 的 散射 相 移 ;于 是 


| d8(k)] 1 1 do.(k) 
gi(k) — gl (k) 1[R,+ | R= a, 


结果 得 到 


__0 1 V2 a 
B(T)= 7 DI + D2 + D+ )B(T), 


Bi(T) = BD) er 十 二 三 Da. 


来 娘 ) 
3. 硬 球 气体 
对 于 硬 球 势 ,没有 束缚 态 , 并 可 求 得 


Rar) ce 工 [ji(ir)cos8i(b 一 mi(kr)sinai(D] (7>0) 


及 Ru(r) 一 0 (r<o), 
其 中 jj(z) 和 nt(z) 是 球 贝 塞 尔 函 数 . 因而 Ru (c) 一 0 给 出 
_ 工 ( 如 ) 
tand.(k) = ms) 
可 以 求 得 
=—o， 


=—[(ko) — tan'' (ke)] 
=— L007 二) lv) 二: 
一 一 襄 ( 如 六 十 言 (如 大 一 末 ( 如 ) 十， 


8 ——| (to) 一 tam 3(ko) ] 


3 一 (如 六 
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有 
让 (w) 十 高 一 


， 
a 2 


二 二 7 十 
+ 


Co)G 一 站 (9 
=— | (如 ) 一 tan rE 
1 一 名 (Ug): + 

= Oo)’ 
于 是 ,而 球 气体 第 二 位 力 系数 的 最 后 结果 为 


B(T) = Ba#(T) + Baw (T), 
een -i+ 一 罕 作 ) + 更 <() +] 
Bxa(T) 022 一 堪 g 十 3r (过 ) + (E) + 


13.3.3 经 典 第 二 位 力 系数 的 量子 修正 


1. 格林 函数 方法 了 
现在 考虑 高 温情 况 ,重新 写 出 B 的 位 置 表象 形式 


0 Mh Var 
B(D=— zn + 半生 | 


X[(2s 十 1)(r| (em — en 和 对 |r)] 


十 br| (ee 一 ea J |—7)]s 
如 果 定 义 单 粒子 格林 函数 

GCryr'38) = (rle sian |r)， 
量子 第 二 位 力 系 数 还 可 以 写成 

B(T) = Bxg(T) + Bxa(T), 


Ba (T) = 直 arG 一 222A3GCryrip)]， 
9 a 


Bxa (T) 一 一 了 [ace 一 rp)5 


这 里 利用 了 G® (rr 38) 一 2 21 下 本 x(r 一 r)*/2X4] (注意 由 于 约 化 质量 为 


中 参考 前 引 Grandy 的 书 Ch. 7,D. 
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m/2, 使 Ar>V247). 
对 于 经 典 情况 ,由 于 
Gea (rrip) = em" GR (ror3p) = 2 MF EP, 
所 以 


Ben(T) 一 于 [ara — eH). 
格林 函数 满足 布 洛 赫 方程 
Bodied 1B) =— Huw Gryr’3B), Glrr’sB=0) = 6(r—r); 
对 它 进行 拉 普 拉 斯 变换 
G(r;E) = [esGor,r ;8) dp, 
得 到 
[Ev tu +ElG EE) 一 sr 一 上 
对 于 球 对 称 势 和 边 条 件 , 可 寻求 分 波 解 . 特别 对 于 硬 球 气体 ,可 求 得 


GOrr ED 一 本 Cr wt DP (cost) Ki Cr 


x [Ta ty) ep 人 Kirys cor)]， r>o; 
而 对 r<o 则 有 G(r,r;E)==0; 其 中 Y=! (mE)'” ,而 I(z) 和 K,(z) 则 是 变形 第 一 
类 和 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 . 

经 过 体积 积分 和 拉 普 拉 斯 道 变换 等 演算 ,最 后 得 到 第 二 位 力 系数 直接 部 分 的 
渐 近 展开 为 


au- [+ 人 人) 让 庆 他 ) 


4 
全 1 (3) 出 5 万 (2) 现款 (ea 


47 rz 
oz 十 9 
Tn (e) 本 a |]， 
而 交换 部 分 的 渐 近 展开 可 表示 为 
Bx# (T) ~ teaiCTerm， 


和 
其 中 AT 和 f(4) 的 主 项 分 别 为 六 4, ( 泪 )” 和 
交换 项 可 忽略 . 


一 至 ( 翅 ) ,因此 ,高 温 Ur<oD 时 ， 
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顺便 提 一 下 ,现在 已 知 硬 球 系统 所 有 位 力 系数 的 一 级 量子 修正 , 即 
(Boxe = (BYer [1+ 0—D 3+o0s/e) | 
2. 准 经 典 近 似 展 开 
位 力 系数 的 量子 修正 还 可 通过 配 分 函数 的 准 经 典 近似 来 求 ,对 于 第 二 位 力 系 
数 有 


Bn -vas ml -#4] 


2Z:= Dare” 位 十 bbexp| 方 » (ri—r) 


十 让 Pp 。 Cr —m) |)x {1+ Snrw,), 


而 2 = Cs 十 DY， 
AT 


zw 的 一 般 表达 式 见 374 页 ,现在 要 换 成 双 粒 子 的 形式 ,而 且 取 

9-T 的 ;对 自 旋 求 和 时 ,直接 项 为 D>) 一 (2s 十 1)?， 而 交换 项 为 2)6,。, 一 《25 十 
i py 

1)，, 因为 同 自 旋 粒 子 间 才 有 交换 效应 . 变换 到 质心 位 置 动量 (R,P) 和 相对 位 置 动量 

(r,p) 后 有 


及 = 于 (mn 十，r 一 产 一 mm， dndr = dRdr; 
下 一 严 十 本 p= 二 (ps —p), dpidp: = dPdp; 


H,= (p+ tu rn) 


-= zr + cn? ue 
aa_13a 8 3_183.3 
ar 23R ar” ar 2aR ar 
a 人 , 
了 +Pm 一 证 六 +2p 各: 
对 动量 P,p 及 位 置 R 积分 后 可 以 求 得 
BD 一 诗 [le [+2 Sy wa ln) ) 


+ +) |) 


@ ”参考 ]. 0. Hirschfelder,C. F, Curtiss, R. B. Bird, Molecular Theory of Gases and Liguids, Wiley, 
New York,1954:Ch. 6, § 1, § 5, 
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其 中 入 = 2x 让 /mkT 是 热 波长 ， 上 


wlr) = [Ye 一 遍 CYeo7]， 


~ 12rkT 过 2KT 


ar) = Lr 。Vu(r). 


kT 
高 温 Qr<n 人 ,n“' 为 粒子 平均 间距 ) 下 ,交换 效应 一 般 可 忽略 ,有心 势 u(7) 
一 ep(r/o) 下 第 二 位 力 系数 的 一 般 表 达 式 为 


aD 一 笃 它 ( 融 ) 佑 )， 


1 


其 中 和 sy 如 果 令 z 二 r/arr = kT/esA? = 
2rhe /gme 二 (hr/o2CET/e) ,以 及 2(r,A) 一 BD/ (Err), 则 


Bt,A) = PAD), 


名 
Cr 一 一 3 [er 一 Dzzdz 
5 


一 一 工 | “9'coDmdr， 
TJo 


二 -上 人 -aa ezyaa 
b(n) = Bs | Erargy(z)zzdz 


1 -wa/c[ oz 2 /2 10 73 5 0] 
bh = jc “[# 十 元 9 十 99 一 3679 ]raz. 
注意 到 ! 一 0 的 项 给 出 经 典 结果 ,而 /之 1 的 项 给 出 量子 修正 ,由 量子 力学 参量 A 表 
征 . 还 应 注意 到 ,以 上 结果 反映 了 量子 统计 力学 中 的 对 应 态 律 :对 于 具有 相同 相互 
作用 势 形 式 的 一 大 类 物质 , 若 采 用 约 化 量 表示 ,物理量 公式 具有 普 适 性 . 
对 于 伦 纳 德 。 琼 斯 势 9 
u(r) 一 4[ (二 5 (二 ) ]， 
可 以 求 得 b(7) 的 级 数 展开 式 如 下 : 


bl®) = 一 喜 ( 络 )r(9eow， 


h(n 一 Dn (3 演 ) Ee )r (te, 


Ci 二 Dn) [Es 十 4728j 十 3024]? ) (之 )re 十 1 re 


名 491520 天 12 


® J.E.Lenard-Jones,Proc. Roy. Soc. (London),A106(1924),463;A43(1931) ,461. 


398 第 13 章 量子 统计 力学 


关于 其 他 势 模型 和 高 阶 位 力 系数 的 情况 ,请 参考 所 引文 献 . 
13.4 温度 格林 函数 


13.4.1 二 次 量子 化 了 


考虑 NN 个 全 同 粒子 的 系统 . 令 完备 的 正 交 归 一 化 单 粒 子 波 函数 为 pr (a) = 
《a|X) ,其 中 以 (a) 标 志 第 a 个 粒子 的 坐标 ze 一 (ros), 而 以 下 标 ) 标志 其 量子 态 ， 
则 满足 对 称 化 要 求 的 一 个 N 粒子 波 函 数 是 ( 见 369 页 ) 

(NA) = [NDIT DT 

X DoAp, Dp, Dp CN)]， 

其 中 必 是 态 ; 上 的 占有 数 ( 即 有 x 个 4 二 让 ,LCN1D)ILCm1)] “是 归 一 化 因子 .后 
面 对 粒子 坐标 各 种 排列 求 和 ( >) ) 部 分 对 费 米子 系统 (0= 一 1) 是 行列 式 而 对 玻 色 
子 系统 (9 二 十 1) 是 积 和 式 . ee 以 此 为 基 函 数 给 出 配 分 函数 为 ( 见 371 页 ) . 


Z = trem 一 南 2 [Don ve》 J , 
这 样 就 可 以 讨论 NN 粒子 系统 的 热力 学 性 质 同 题 
1. 产生 和 温 没 算 符 


但 是 ,为 了 研究 粒子 数 可 变 系统 的 问题 ,比如 准 粒子 激发 ,更 方便 的 是 采用 占 
有 数 表象 , 即 通 过 枚 举 i 上 的 占有 数 n; 来 描述 ;系统 的 态 矢 可 表示 成 
| 一 | mm > | ni) 
这 里 假定 态 i 按 其 本 征 值 的 增 序 排列 . 一 个 N 粒子 波 函数 类 似 上 式 , 只 要 将 左边 写 
成 (1…Nmn…mi…). 
现在 先 引进 淹没 算 符 ai: 
ailn) = Vnilni—1), 
它 使 态 i 上 的 粒子 数 减 少 一 个 . 由 于 当 n; 二 0 时 态 i 上 的 粒子 数 不 能 再 减少 , 即 有 
ai|0) 一 0. 
再 来 引进 产生 算 符 or : 
at [|n) = VnTtlln+1), 
它 使 态 i 上 的 粒子 数 增加 一 个 . 由 于 


@ 参考 W.T. Grandy,Jr. ,Foundations of Statistical Mechanics, Vol 1,1987, Reidel, Dordrechts Ch. 
8,A. 
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at 10) 一 11), (at)210) = at11) = V212),.…, 
atl)" 10) = VnTlns),, 
ni 可 取 零 和 正 整数 的 任意 值 , 只 适用 于 玻 色 子 . 对 于 费 米子 , 泡 利 不 相 容 原 理 要 求 
mi 一 0 或 1, 产生 算 符 ar 应 定义 为 
at |n) = VI—ni|n+t+1), 
这 时 有 at 10)==|1) ,a+ )*10)=at 11 一 0, 但 仍 有 (oz )*10)== VniT|n,). 两 种 情 
况 合并 可 以 写成 
at |m) = VITBm n+, (ab 10) = VnTln). 
同时 可 将 系统 的 态 矢 写成 
1) = [TL CD Cat)™ 10). 


现在 可 将 潭 没 算 符 a; 和 产生 算 符 ai 重新 定义 为 
ai | men) = On}? | mn — 1)%), 
a meen) = 0 (1+ Om) | n(n 1)"), 
其 中 S,= (下 面 可 以 看 出 ,这 是 费 米子 系统 的 反对 易 关 系 所 要 求 ). 
容易 求 得 
(aat — bata) | neenme™) = {((1+ nm) (1 二 Om) 


— bn} [1 + On — 1 | mn ), 
可 以 看 出 ,{…} 总 等 于 1, 所 以 
aiat — tatai = 1. 
同时 ,对 于 i 隆 j ,容易 求 得 
aaj 一 gaiai =0, ata} —baja; 一 0， ay 一 gaja, = 0， 


或 者 引进 对 易 式 ,定义 为 [A,B] 三 AB 一 9BA, 上 述 结果 可 写 为 
[aiyai] = [af ya} ] = 0, 


[ao ] 一 2 
另 一 方面 ,由 于 
am 一 Yall+ On — D1 1m 
一 7 | m ni) 


所 以 at a, 为 态 ; 的 粒子 数 算 符 ,而 ata, 则 为 总 粒子 数 算 符 . 


2. 场 算 符 . 
有 时 引入 下 列 场 算 符 
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yz) 三 >: (Za, yr (z)= 29: (z)af ， 

它们 分 别 表示 在 z 处 淹没 或 产生 一 个 粒子 . 由 于 它们 与 任意 波 函 数 用 完备 函数 组 
展开 的 相似 性 ,现在 又 将 波 函 数量 子 化 为 场 算 符 , 故 称 为 二 次 量子 化 . 

按照 a; 和 ay 的 对 易 规 则 ,立即 得 到 场 算 符 的 下 列 对 易 关 系 : 

[yz) ,pz)] = [yz) ,yz)] = 0, 
[yD 2) = Doping; (xz) = 6(r—z) = 6(r— rd. 
同时 ,应 用 w(z) 的 正 交 归 一 条 件 ,容易 求 得 
snp = Dtar=N 
和 
A(z) 一 时 (z)%Wz)， 及 nln) = Dy yz) 

为 总 粒子 数 算 符 和 粒子 数 密度 算 符 . 

3. 哈密 顿 算 符 的 二 次 量子 化 形式 

系统 的 哈密 顿 算 符 可 写成 


H= Zr + 二 Des， 
其 中 f, 二 K。 十 V。 为 单 粒子 算 符 (包括 动能 和 外 场 作用 ) 而 gw 为 双 粒 子 相互 作用 算 
符 . 
现在 来 看 哈密 顿 算 符 了 H 作用 于 波 函 数 (1…N|n…n.…) 的 结果 . 
先 看 >)f。 的 作用 . 由 于 


fupr(a) = Dl |k) gCa), 


ilf.lk)= 人 (a)f.pr(a)d(a), 
即将 粒子 a 从 k 态 变 为 某 个 i 态 , 使 
| ee | en 1) en 一 1)…); 
这 相当 于 
at ee ar) |0) -= oo at rte at) | 0), 
要 交换 St 一 S; 次 ,得 一 因子 95 s = 657%; 归 一 化 因子 相差 Vlni 十 1)/m，, 又 由 
于 >) = > ms 出 现 因子 mn%，, 再 考虑 到 费 米 子 的 性 质 要 将 .十 1>1 十 Gni ,合并 得 到 
加 6 


Vm(1 十 后;); 结果 使 得 
| > OS Mni(l + Bn) 
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xX]nit Don Om— 1) = atar | mnen), 


T= Dailfliata. 
类 似 地 可 以 得 到 相互 作用 项 的 表达 形式 为 
去 Ze。 一 Ds |g|kl)atataiar, 


最 后 得 到 


jlg|K)= fe (oy’ (Dglasb) pa) pb) d(a)d(b) 


= (ji|lglw). 
合并 写 出 系统 哈密 顿 算 符 的 二 次 量子 化 形式 为 


H= DilfliatertE DY lel Matataa,. 
和 可 
利用 场 算 符 的 定义 ,还 可 将 互 表达 为 
H= 他 Ca) Hg(a)dCa) 


+ (Oy (Welas Yb Ya) da) db), 


它 看 上 去 与 求 H 的 期 望 值 的 形式 相同 ,而 且 可 以 作 类 似 解释 ,但 现在 y 和 不 是 
波 函 数 而 是 场 算 符 . 
下 面 考虑 具体 情况 ,例如 电子 系统 . 令 


. 
An = 天:， 


gr1972) = gl|r: —n|) = gnz)s 
它们 不 依赖 于 自 旋 ; 并 取 单 粒子 波 函 数 为 平面 波 


pr (710) = 亢 0 


容易 求 得 (相互 作用 过 程 中 粒子 自 旋 不 变 》 
(palflr)|pa)= | 全 起 v )e ar 


er 

pg 

pia pa es | grisr2) | pid paaz》 一 去 ear 一 疡 |) 
x exp (去 CCP —p) nt+(p:— ps)* rs}dndr, 


= 立 [se et nin < > 
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其 中 p 一 改 一 户 一 一 (中 一 户 ) 为 相互 作用 过 程 中 交换 的 动量 . 
于 是 ,哈密 顿 算 符 的 二 次 量子 化 形式 具体 化 为 


村 1 + 
H= 之 kan + 地 > BP) Ab po, dpstpre pas02 Op vay 。 


LE 


13.4.2 温度 格林 函数 了 ?29 


二 守 灶 
对 于 巨 正则 系 综 , 方 便 的 是 采用 
X= HpN. 
在 海 森 伯 绘 景 中 ,淹没 算 符 和 产生 算 符 可 写成 
as(r) = erake ™”, at(r) = evate™, 


其 中 + 在 0,8 之 间 变 化 . 
松原 武生 (1955)@ 引进 下 列 温度 格林 函数 (又 称 松原 函数 ) 
Gilrt st) =— (Tarlr )at (t)), 
这 里 T 表示 后 面 的 乘积 为 温 序 积 , 即 + 变量 从 右 至 左 按 增 序 排列 ,因此 
By 人 a(t)at(t)), rt>r, 
站 sr 4 


一 bai (art), rr 
而 (…) 则 表示 巨 正则 系 综 平均 
(1%) = tr (0) 
2. 性 质 
由 于 算 符 的 循环 置换 其 迹 不 变 
tr[ABC] = tr[BCA] = tr[CAB], 
容易 得 到 温度 格林 函数 的 下 列 性 质 . 
(1) G(r ,rt)=G(r —r ,0)=G (7). 
设 以 > 吕 ,注意 到 ex 了) 与 e “的 可 对 易 ， 
Gu(r' um) 一 一 tr[exomerrase zerxate sz] 
=— te er foe Mgt], r=r—t>0 
Gu(r) =—trle eae “at], 0<r<Bp. 
同 理 对 于 <, 则 有 


® T.Matsubara, Prog. Theor. Phys. ,14(1955),351. 

@ 参考 R. Abe( 阿 部 龙 茂 ) ,Statistical Mechanics ,Univ. of Tokyo Press,1975;Ch. 8, 8 § 8.1,8. 2. 

图 参考 E. M. Lifshitz,L. P. Pitaevskii Statistical Physics, Part 2(vol. 9 of Course of Theoretical Phys- 
ics by L. D. Landau and E. M. Lifshitz) ,Pergamon,Oxford,1980( 译 自 俄 文 )[ 或 中 译本 :E,. M. 票 弗 席 兹 、II. 
IT. 皮 塔 也 夫 斯 基 著 , 王 锡 统 译 :《 统 计 物 理学 I )(《 理 论 物理 学 教程 ?第 九 卷 ), 高 等 教育 出 版 社 ,2008]， 
§ §36,37. 

图 “参考 A.L. Fetter,J. D. Walecka, Quantum Theory of Many-particle System», McGraw-Hill,19713 § 23. 
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Gilr st)=— re erate "erase "”] 
=—0tr[ee eate a], r=r—r <0; 
Gilt) =— tr[e re vate"a], —B<r<o0. 


所 以 ,Gt(r ,z) 仅 是 rz 一 (一世 的 函数 ,可 写成 Gin) ,而 一 8<r<p. 
(2) Gi(rt+B)=0G, (0). 


设 一 8<r<0, 则 0 一 r 十 6<<8, 于 是 
Gu(r 十 及 一 一 tr[emerakte axai] 
一 一 tr[em Fe ™ate”a,] = 0G,(7). 
于 是 Gt(r 十 28) = 二 9G《t 十 有 ) 二 Gs《7) ,Gk(r) 是 的 周期 函数 ,以 28 为 周期 ， 
将 G(r) 在 一 Br 和 8 区间 展 开 为 傅 里 叶 级 数 


GD = Gew, «= 田 ， 1 
之 


; 
G(tO= 去 codr 


Bp 0 
= 去 | sscodr+ 千 | eGrDar 
一 二 eGrcDart 和 [ert Bdr 
= 二 (+0e) [ewG Cdr, 
2 0 
这 里 用 了 G(r<0)==9G(r 十 B) ,以 及 变量 代 换 r 十 8->rt. 因为 总 有 


y 
G8) = [ eG (Ddr, 
a 
所 以 be ==1 给 出 


21r/p， 0 = 十 1, 臻 色 子 ， 
3 (on Dx/B，9 一 一 1, 费 米子 . 

3. 运动 方程 

从 海 森 伯 运 动 方程 


Ras® = 总 [eae 人 一 ez (光一 ap320e 


开始 ,注意 到 
X= HAN = Braves + Bersatelan,, 
» hl 
其 中 二 /一 p，8s.w 二 ( 坟 |g187) 一 (j|g|) 二 gx,a ;并 利用 对 易 关 系 


十 十 + 十 十 + 
aaj = 0ajai, aia} = ajat, aia; = +Oajai, 


容易 得 到 
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Ma, — asK =— Wap 一 ¥en an, ， 
其 中 利用 了 gw,w 二 0gjs.u. 于 是 
Res = 一 par(D 一 Ben Vaal. 
以 一 4T…ar+ (r')) 作 用 于 上 式 ,结果 得 到 温度 格林 函数 G(r,r ) 的 运动 方程 为 
如 cc)= 一 Er—t)— WGCrr’) 


+ DaneTa} alors Ce)), 
所 


其 中 有 一 项 6 函数 是 考虑 到 G(r,r ) 在 r= 处 的 不 连续 性 而 引进 的 ,因为 
Go(r +0sr) —G,lr —0,r) 
=— (ap (rt )at(r) — bat lr)asr)) =—1. 

上 面 定义 的 G(r,r ) 是 单 粒子 格林 函数 ,其 运动 方程 最 后 一 项 含 双 粒子 格林 
函数 ; 若 建 立 后 者 的 方程 ,又 将 包括 三 粒子 函数 ;这 样 将 得 到 格林 函数 的 级 列 方程 . 
不 采用 截止 近似 无 法 求解 .近代 人 们 将 量子 场 论 的 微 扰 理 论 及 其 费 恩 曼 图 技术 移 
植 借用 到 统计 物理 学 中 ,已 建立 起 富有 成 果 的 格林 函数 理论 ;这 方面 的 较 详细 内 容 
可 参考 专著 D29., 这 里 只 对 上 述 方程 作 一 点 形式 上 的 讨论 ,以 后 在 下 一 小 节 将 它 应 
用 到 超 导 电 性 的 一 个 简单 模型 ;其 余 不 准备 作 进一步 讨论 . 

4. 形式 解 

形式 上 用 


Ben (Tot (Dar(Dar ate)) 
= EBDgnu Ta Ct) a Wa DarlD)) 
Ml 


= 一 | 3,6 ,ae 
来 定义 一 个 称 为 自 能 的 函数 3 (r,z) ,可 以 证 明 , 它 也 只 是 r 一 + 的 函数 ,于 是 形式 
上 有 
Gr— t)=—6(r—r) — mGsr—r) 


Bp 
— [ze— #6 —r ae. 
. 


中 A. A. 阿布 里 科 案 夫 ,JL.IL 疙 尔 可 夫 , 了 H. E. 加 洛 辛 斯 基 :《 统 计 物理 学 中 的 量子 场 论 方法 ,部 柏林 
译 , 科 学 出 版 杜 ,1963. 

@ A.L.Fetter,l.P. Walecka,Quantum Theory of Many-Particle Systems, McGraw-Hill,1971. 

轩 “ 蔡 建华 等 著 ;( 量 子 统计 的 格林 函数 理论 ), 科 学 出 版 社 ,1982. 
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为 解 此 方程 ,可 用 傅 里 时 变换 
f(D = ESA wr f(b) = 『 CnDesrdr。 


这 样 ,G,(r)>Gs(5) ,到 (D 一 2(5) ,8(c 一 1, 汉 得 因 于 一 这 ,而 由 于 最 后 一 项 的 


卷 积 性 质 , 它 变 成 一 (54,)G,(&) ,结果 求 得 
[ig — — 2)]G, 8) = 1, 
即 
GD Bs 
如 果 将 这 向 一 般 复 数 z 作 解 析 延 拓 , 因 而 G, (i&, 一 z) 的 极点 确定 准 粒 子 的 能 谱 
Es 即 由 z 一 一 2 (这 一 z) 一 0 解 出 z 后 给 出 
z= E,— py. 

在 光 是 对 角 化 的 表象 中 来 进行 演算 可 以 证 明 这 个 结果 . 

5. 巨 势 

我 们 还 可 将 巨 势 0 通过 G,(r) 来 表达 . 

设 系统 的 光 可 以 写成 

MN) = M0) 十 再 (CA)， 
其 中 4 是 表征 系统 性 质 的 某 个 参量 (例如 Hi (4X) 代表 相 互 作用 哈密 顿 量 或 其 某 部 
分 ,而 (0) 代 表 自 由 粒子 系统 的 或 菜 个 可 解 系统 的 .于 是 由 e 二 tr(e ”) 可 
给 出 
piu(e 总 ) [we x] 
H, 
-( 铀 = 

由 于 迹 内 算 符 的 可 循环 置换 性 质 ,这 样 求 导 是 可 以 的 . 对 4 积分 后 得 到 热力 学 势 
QQ 为 


其 中 Co 是 所 选 参考 系统 的 热力 学 势 . 
若 选 相 互 作用 势 为 Hi , 则 有 


《于 ) 一 至 gutaiaiaas? 
Fe 
= TBs We WaaD) 


= a ED 。 Ee». ulTat (rat (Da(rar (rt)) 
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2 tm SG ds 


其 中 第 二 步 用 了 迹 内 算 符 可 循环 置换 而 在 a 前 后 分 别 插入 e< 和 e ”得 到 ,第 三 步 
用 了 全 符号 的 + 编 序 性 ,最 后 一 步 则 用 了 z, 的 定义 . 于 是 ,热力 学 势 可 以 写成 
0 一 0 = 一 交 | 册 亿 马 lim | 5, Crt)G, ts) de 
oar 
如 果 应 用 G,(r,r ) 的 运动 方程 ， 对 


Da a dh 8 > Jm| 沪 +m]e， (r—r). 
这 里 要 注意 的 是 选择 一 et 

6. 坐标 空间 的 格林 函数 

以 上 讨论 的 格林 函数 是 在 动量 空间 定义 的 . 我 们 同样 可 以 利用 场 算 符 在 坐标 
空间 来 定义 格林 函数 

Gt rm) =— (Ty rr OY rt,r)), 

可 以 证 明 , 它 也 只 是 人 一 六 的 函数 ,同时 对 于 空间 均匀 的 系统 , 它 只 是 r 一 r==r 的 
函数 . G(r,r) 与 G,(r) 可 通过 健 里 叶 积分 相 联 系 ,或 直接 通过 yy 和 由 与 和 af" 之 
间 的 关系 相 联 系 . 对 于 空间 不 均匀 的 系统 ,需要 用 到 G(r;r ,7) 或 者 将 Gy (r) 推 广 
为 Glr;p',p ) 来 处 理 .我 们 不 准备 详细 讨论 . 


13.4.3” 超 导电 性 的 BCS 理论 ?2 


超 导 电 性 是 由 卡 末 林 ， 昂 内 斯 3 于 1911 年 发 现 的 ,他 观察 到 汞 的 电阻 在 4. 15 
K 时 突然 降 至 零 . 后 来 陆续 发 现 许多 金属 .合金 和 化 合 物 在 低温 下 具有 超 导 电 性. 
这 至 1973 年 ,转变 温度 T. 最 高 的 超导体 是 Nb:Ge(T. 一 23. 2K)@. 

超导体 除 呈 现 零 电阻 现象 以 外 ,还 具有 临界 磁场 9, 完 全 抗 磁性 ( 迈 斯 纳 效 
应 )@, 热 容 既 变 (存在 能 阶 )2, 同 位 素 效应 (T.ccM- :“ )9 等 性 质 . 

尽管 1911 年 就 发 现 了 超 导 电 现象 ,但 正确 的 低温 超 导 微观 理论 直到 近 半 个 世 
纪 后 的 1957 年 才 由 巴 丁 \ 库 珀 , 施 里 弗 建立 起 来 ,现在 通称 BCS 理论 . 


参考 前 引 L. D. 朗 道 ,E. M. 栗 弗 席 北 (( 理 论 物理 教程 ) 第 九 卷 ) ,第 五 章 , § § 39 一 42. 
参考 前 引 Fetter 和 Walecka 的 书 § 51. 
H. Kamerlingh-Onnes,Commun. Phys. Lab. Univ. Leiden, No. 120b,122b( 191D. 
LR. Gavaler,J. Appl. Phys. Lett. ,23(1973) ,480. 
H. Kamerlingh-Onnes, Commun. Phys. Lab. Univ. Leiden, No. 34b(1913), No. 139f(1914). 
W. Meissner, R. Ochsenfeld, Naturwiss. ,21(1933) ,787. 
W. J. Keesom,]. A. Kok,Commun. Phys. Lab. Univ. Leiden, No. 221e(1932). 
E. Maxwell. Phys. Rev. ,78(1950) ,477. C. A. Reynolds, B. Serin, W. H. Wright, L. B. Nesbitt, Phys. 
FRev. ,78(1950) ,487. 
® J.Bardeen,L.N.Cooper,J.R.Schrieffer, Phys. Rev. ,108(1957),1175. 
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顺便 提 一 下 ,自从 贝 德 诺尔 兹 和 米 勒 ?1986 年 宣布 发 现 可 能 达到 T. 一 35 K 的 
钢 饥 铜 氧化 物 超导体 以 来 ,高 T. 超导体 的 实验 和 理论 研究 开始 蓬勃 发 展 . 据 报 道 
目前 已 发 现 T. 高 达 135 K( 加 压 可 达 164 K) 的 超导体 2 ,但 高 温 超 导 理 论 则 仍 在 
探索 之 中 . 

1.， BCS 理论 的 模型 哈密 顿 量 

弗 罗 利 希 (1950)9 首先 提出 ,金属 中 电子 之 间 通 过 交换 声 子 会 产生 吸引 作用 ， 
超 导 电 性 可 归 因 于 这 种 作用 . 同年 发 现 的 同位 素 效 应 给 予 此 一 观点 重要 支持 ,因为 
声 子 与 晶 格 振动 有 关 , 其 特征 频率 woccM-:@ .后 来 库 珀 (1956)8 证 明了 费 米 面 附 
近 的 两 个 电子 ,只 要 存在 净 吸引 作用 ,不 管 多 么 微弱 ,总 能 形成 电子 对 束缚 态 ;通称 
为 库 珀 对 . 

巴 丁 、 库 珀 和 施 里 弗 (1957) 正 是 根据 上 述 电 子 声 子 相互 作用 机 理 和 库 珀 对 概 
念 ,经 过 深入 分 析 和 研究 ,建立 起 正确 的 微观 (BCS) 理 论 . 其 简单 模型 可 表述 为 : 费 
米面 附近 Aes“*fiwb 这 层 内 动量 相反 、 自 旋 也 相反 的 电子 (p 人 ,一 py ) 可 能 通过 声 
子 的 虚 发 射 和 再 吸收 变 为 (p’ 和 ,一 pv ) 而 使 能 量 降低 ,产生 吸引 作用 ,形成 束缚 
对 ;这 导致 费 米面 附近 正常 态 分 布 的 不 稳定 性 ( 库 珀 不 稳定 性 ) ,出 现 系 统 状态 的 重 
新 改组 ,使 这 些 电 子 两 两 束缚 成 库 珀 对 ,发 生 凝 聚 而 形成 超 导 态 . 

模型 哈密 顿 量 可 写成 (参考 402 页 


= Daian — 和 Der wy Aap apts 
加 ?7 
其 中 (注意 ws 好 /2m, 后 一 项 对 自 旋 求 和 给 出 因子 2) 
2 
7p 一 pi 
RR Ri Iw |< how, | ny | hwos 
lo 其 他 情况 . 
(因为 和 p 都 在 费 米面 附近 ,p 一 p 很 小 , 故 将 吸引 势 gCp 一 p ) 取 为 常量 , 令 其 绝 
对 值 为 g. ) 
对 于 相互 作用 项 , 若 将 配对 算 符 写成 
at at = abratys)+ (ayraiyy — art aiyr)), 


Qaptapy = (aptaps) + (apt apy — Aap+t a-p4 )), 


J.G. Bednorz,K. A. Miller, Z. Physik,B,64(1986) ,189. 
L. Gao,Y. Y. Xue,F. Chen,Q. Xiong,R. L. Meng,D. Ramirez,C. W. Chu, Phys. Rev. ,B50(1994), 4260. 
H. Frohlich, Phys. Rev. ,79(1950) ,845. 


a 
因为 ioo = iu cc (去 + 癌 ) ,而 uvu ec 6 二 ce Mo ( 见 本 书 177 页 和 178 页 ). 


四 eeee 


L. N. Cooper, Phys. Rev. ,104(1956) ,1189. 
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忽略 常量 项 以 及 涨 落 的 二 次 项 , 则 得 模型 哈密 顿 量 的 平均 场 近似 为 
光一 Zeon — Ds +A’a-y, ast ), 
其 中 4,4" ( 互 为 厄 米 共 锯 ) 是 能 了 函数 ,定义 为 
ke “= $2 0. 
2. 格林 函数 和 反常 格林 函数 
电子 淹没 算 符 和 产生 算 符 的 运动 方程 现在 是 


He, (r) =— mapt (D+ hat,y Cr， 


i (D) =— pany (一 At CD), 


不 


ty (r) = matss (r) 十 A" an (7). 


现在 定义 格林 函数 G, (和 反常 格林 函数 F,(r) 
Gt (r) 一 一 (Tan+ (r)aty (0)), 
Fu(r) =— (Tayr (taps (0))， 
Ft(r) =— (Tat,, (rat (0)). 
于 是 容易 求 得 


pe (r) =— 6(7) — mGpt (r) + AF; (7), 


Br; (D = Fi Cr) +A’ Gt (DD). 
3. 准 粒子 能 谱 
为 解 此 组 方程 ,进行 傅 里 叶 变 换 
f(D = A es, fk) = feverar. 
这 样 一 来 ,Gs (D-=G， (61) ,Ft CD ET (5)16( 中 一 1, 生 得 因子 一 认 ; 结 果 得 到 
下 列 代数 方程 组 
Gib — mp)Gp (6) + AFS(&) =1, 
— b+ mF — A GK) = 0 
最 后 解 得 


x (Git) 十 
CT 
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Fb) = 下 
de 
极点 给 出 准 粒子 能 谱 | 
e(p) = VA 二), 
它 表明 ,激发 态 与 基态 之 间 存 在 能 阶 . 
4. 能 隙 方程 


下 面 从 自治 条 件 
A*= 2 a0) 一 多 ZIFTCGc= of) 


=$> Dre 


=- 加 (p) 
来 确定 能 阶 函 数 A, 即 由 


ET 总 1 dp 
B J[2a Te ] (2xh)’ 
确定 . 注意 到 对 于 电子 有 只 一 (2! 十 1)x/B( 见 403 页 ) 而 


2x2 十 02 了] 一 于 
[Ci+Die+oe] -a [am TD +2mTD] 
EN 
[e [Le +e Jdz, 


2a 
通过 先 对 等 比 数列 求 和 然后 再 积分 可 得 
Etat Dw 十 ee] 一 可耻 名， 
导致 确定 能 隙 函数 的 自治 方程 为 
= 总 [ 工 -dp 
和 | 全 h(t 


5. 热力 学 性 质 
现在 通过 能 隙 方程 来 研究 超导体 的 热力 学 性 质 . 
首先 将 方程 化 为 无 量 岗 形式 . 令 
=24，z 一 ,一角 一 jy， 
y=Be=BR+A)® = (zr’ ee 
ae， — Epsdp ~ Tprdz = ddr, 


C2nh)s 2rAs 2niAs 
这 里 加 一 全 镶 是 费 米面 上 粒子 的 能 态 密度 ( 费 米 面 附近 pp 之 pr). 于 是 有 ( 令 zp 二 


hs 


410 第 13 章 量子 统计 力学 


Bhwo) 


1 [% 
1 To) 3 th 关 dr 一 廊 ee[3 由 学 dz 


LL Dl 
Fo: (| 3 [1 中学]dz) )， 
这 里 利用 了 二 由 学 是 偶 函 数 的 性 质 ,以 及 最 后 一 个 积分 的 迅速 收敛 性 而 将 其 上 限 
扩展 至 co. 
(1) 能 隙 ( 零 温 及 其 附近 》 
第 一 个 积分 容易 积 出 ， 
y= 


+ 


2 ~ In We, 


和 ln 


因为 一 般 有 xzp. 我 们 注意 到 T 一 0 K 时 第 二 个 积分 严格 为 零 于 是 


即 
Au = 2jiupexp( 一 2/gvr)， 
这 里 A 一 ACT 一 0 K) 是 零 温 能 隙 . 
现在 可 将 能 阶 方 程 改 写 为 


2hw, [1 > 
hh = 忆 yt 2 dz 
或 者 


Ls [Su 亏 ]az. 


低温 时 (wu = 二 B84。 二 Ao/kT>1), 有 y=( 如 十 ww) Wu 十 大, 因 而 


Ve 


n= 和 5~ [和] (全 ) 
A= al 一 [Ee 
(2) 转变 温度 
当 温 度 升 高 时 ,A 降低 ,在 转变 温度 T. 时 A 为 零 , 确 定 Te 的 方程 是 ( 令 ze 一 


hwo /kT.) 
六 二 由 于 dz= [anz(u #)] #[ er 


让 We 
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= lnz.— In( 务 )， 
一 积分 收敛 很 快 , 故 令 上 限 扩展 至 co. 结果 中 lny 一 C 一 0. 5772… 是 欧 拉 常数 . 于 
是 转变 温度 为 
kT. = )Ao/r = 0.5669Ao, 
它 远 小 于 简 并 温度 Toer. 由 于 Aocciiwo ,所 以 ATocjionccM- ,与 同位 素 效 应 
的 实验 一 致 . 
(3) 能 阶 (T. 附近 ) 
邻近 转变 点 ,A 很 小 ,可 将 积分 写成 
pnt 1 i 
3- a 
， 和 1 
+ [Eh 有 Vr TF dz 


第 一 个 积分 可 仿照 上 面 确 定 T. 方程 中 的 类 似 作法 , 求 得 积分 值 为 n(x/7w). 第 二 
个 积分 在 w 展开 式 的 一 次 项 中 利用 


了 h 子 =4zDJ[r 24+? 十 z 本 
名 


《前 面 求 能 阶 方 程 时 推导 过 ), 可 求 得 积分 值 为 下 cv ,其 中 5(3) 一 1. 202 06 是 多 


曼 函数 . 所 以 ,消去 对 数 中 的 A 并 用 T. 表示 Au 后 得 到 


TIT nT 753)1AT 上 
元 一 唱和 一 (条 ) +…， 


或 者 ,在 T. 附近 (T. 一 T<T.) 展 开 得 


秦 ~* [es (1) ~3.063 (1 一下). 


(4) 热 容量 路 变 . 
对 于 低温 区 (AT<A) , 准 粒子 分 布 函数 n 二 (er 十 1) "1xe“ ,而 其 能 量 。 二 
(六 十 A?)Y2Ao 十 用 /2Ao 1 所 以 


aE _y3 "9 
c= 吕 =-v 沪 ?Zem Ve] edy 


-人 Ce rma 


m A 可 


其 中 求 和 号 之 前 的 因子 2 来 自 对 自 旋 求 和 ,而 * 一 瑟 全 . 热 容量 指数 式 减 小 ,这 是 
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能 谱 中 存在 能 隙 的 直接 结果 . 
对 于 邻近 转变 点 (T~~T.) 的 情况 ,我 们 从 


9.—0. = [ (Bt) =—v | sae 
出 发 , 选 正常 态 (4 二 0) 为 参考 , 选 g 为 特征 参量 ;因为 
(又 )=- 却 忆 ( 坟 [oo 人 +Aene ]) 
= A, 
与 408 页 光 中 相互 作用 项 的 平均 值 比较 ,这 里 引进 了 因子 去 . 同时 由 这 种 情况 下 的 
能 院 公 式 得 


以 此 代入 上 趟 进行 积分 并 以 4 在 工 . 附近 的 展开 式 代入 得 (可 当 作 自 由 能 之 差 )， 
PF-o—Vv aa 


2 4 开导 到 
__ v2amprk T_TY 
ME 人 云 ) 
而 在 T=0 时 有 基态 能 量 之 差 为 
E,—E, =-V 委 让 Aodhs ——V EA: =—V PEA. 


因为 C= 了 (9)= 一 了 2 下 ,所 以 求 得 热 容 路 变 为 


dmprek’ T. 
要 : 


因为 正常 态 热 容 ( 见 386 页 ) 为 (注意 到 er 一 组 和 一 


C.-C.=V 
名 
和 
-=v 和 全-， 
所 以 在 转变 点 的 热 容 之 比 为 

CTO: 2 


[ox yy ze i 3 


= Vmprk’ T/3i, 


这 与 实验 相当 符合 . 
(5) 临界 磁场 


可 以 证 明 ,超导体 在 磁场 昌 中 的 自由 能 为 F,(T, HH) 二 F,(T,0)+V 去 oH (TD). 
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在 一 定 温 度 下 增加 磁场 ,就 发 生 从 超 导 态 到 正常 态 的 转变 . 临界 磁场 的 值 等 于 
F(T,0) 一 FT,0) =—V 到 wm 下 CT. 


于 是 由 二 下 (0) 一 二 mA 决定 零 温 临界 磁场 为 


二 运 
H.(0) = Ez /了 AT. 


2 
由 雪 本 (一 拓 入 (1 条 决定 温度 下 的 临界 磁场 为 


H.(T)= ss 主 T.(1 一 芭 ) 


=1.737 H.(0) (1 一 天 ): 


13.5 密度 泛 函 理论 


13.5.1 引言 


第 11 章 中 对 于 一 般 多 电子 系统 ,主要 介绍 了 以 单 电子 轨 函 为 基础 的 自治 场 哈 
特 里 - 福 克 方 法 ;还 介绍 了 斯 莱特 的 Xa 方法 ,将 HF 的 交换 势 项 经 统计 平均 变 为 普 
通 势 形状 ,并 引入 因子 a 进行 调节 ,使 具体 计算 大 为 简化 ( 见 11. 4 节 ). 

还 有 另 一 条 途径 是 托马斯 和 费 米 2 提出 的 统计 模型 ,将 局 域 电子 密度 分 布 与 
电子 感受 到 的 有 效 势 场 联系 起 来 ,并 由 经 典 的 泊 松 方程 自治 确定 . 由 于 它 的 原理 简 
单 .直观 ,计算 量 小 ,有 实用 价值 ,得 到 很 快 的 发 展 ,并 提出 各 种 修正 、 改 进 和 推广 . 

1964 年 , 霍 恩 伯 格 和 科恩 9 证 明了 多 体系 统 的 基态 能 量 是 局 域 密度 的 唯一 泛 
函 ,而 真 基态 密度 的 能 量 为 最 小 ;接着 ,科恩 和 沈 昌 九 @ 推 导出 一 组 自 洽 单 粒子 方 
程 ;这 三 篇 重要 文章 莫 定 了 密度 泛 函 理论 (DFT) 的 基础 . 同时 , 梅 明 9 将 之 推广 到 
非 零 温情 况 ; 后 来 , 拉 贾 戈 帕 尔 @8 则 将 之 推广 到 相对 论 情况 ;以 及 其 他 一 些 推广 和 
发 展 . 以 后 还 发 展 出 多 种 实用 方案 ,并 将 之 应 用 于 处 理 原子 和 分 子 物理 ,固体 大 块 
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性 质 和 表面 性 质 , 液 体 性 质 以 及 核 物质 等 各 种 各 样 问题 . 应 注意 到 ,TF 模型 可 认为 
是 此 理论 的 一 种 近似 ,Xa 方法 也 属于 此 理论 的 范畴. 


13.5.2 非 零 温 密度 泛 函 理论 的 基本 定理 29 


1. 吉 布 斯 变 分 原理 
对 于 在 温度 为 T, 化 学 势 为 上 下 处 于 平衡 的 多 粒子 系统 , 巨 势 
ALp] = tr{pLH —pN 十 ATlno]》 
作为 统计 算 符 p 的 泛 函 为 最 小 , 即 对 迹 为 1 的 所 有 正定 p， 
NLp] > NLp], pA pp, 
其 中 p。 是 巨 正则 统计 算 符 
m = 二 
这 里 2 是 巨 配 分 函数 ,而 相应 巨 势 为 
fp] =— kTInZ, 

吉 布 斯 变 分 原理 与 炉 最 大 原理 等 价 , 因为 Q[p] 右 边 的 表达 式 可 改写 

Te ME 
为 (6 研一- 其) 

ALp] = 一 T. [一 ktr(p(lno 一 8H —aN)}], 
它 与 约 东 条 件 下 求 炉 最 大 的 表达 式 除 常量 外 多 了 因子 一 T, 即 QLo] 应 为 最 小 ;这 里 
不 再 另行 证 明 . 
，2. 霍 恩 贝 格 -科恩 - 梅 明 (HKM) 定 理 

在 给 定 温度 T 的 巨 正 则 系 综 中 ,外 势 v(r) 与 化 学 势 y 之 差 v(r) 一 py 由 密度 

mryT) 唯 一 决定 . 对 于 给 定 的 v(r) 和 jy, 存 在 一 个 wn(r,T) 的 泛 函 
OQ, sn Cr,T)] = [co 一 /DOmw(r,T)dr 十 FLx(r,T)]， 
使 得 对 于 与 v(r) 和 jy 相 联系 的 正确 密度 >(r,T) ,上述 泛 函 为 最 小 ,其 最 小 值 等 于 
巨 势 ;其 中 下 是 密度 的 泛 函 ,对 所 有 v(r) 一 y 具有 普 适 形式 . 
” ”对 于 外 势 u(r) 中 粒子 系统 的 巨 正则 系 综 , 太 一 uN 的 二 次 量子 化 形式 为 ( 令 
z=(r,0)， |dz = 如]ar, 用 以 包括 可 能 的 自 施 ) 
X= H—pN = K+V+U~pN 


CH-pN)/AT 


e aE Y=tre 了 


四 “参考 U. Gupta,A. K. Rajagopal, Phys. Rep. ,87(1982) ,259. 

@ 参考 R. G. Parr, W. T. Yang, Density Functional Theory of Atoms and Molecules, Oxford Univ. 
Press, New York,1989. 

加 ”参考 N. D. Mermin, Phys. Rev. ,137(1965), Al441. 
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= fe (- 起 Vv )yCz)dz + Jn) — pr) dz 
+ [Bur Dy Wz gn drdz’. 
平衡 粒子 密度 
za(r) = tipg' Cz) YCz) 
显然 是 u(r) 一 pz 的 泛 函 ,还 需 证 明 v(7) 一 wx 由 n(r) 唯 一 决定 . 为 此 ,采用 归 雇 法 . 假 
设 有 另外 的 v(r) 一 yy/ 导致 同一 n(r). 与 v(r) 一 yy/ 相 联系 的 巨 险 密 顿 量 , 巨 统计 算 
符 和 巨 势 用 ,ps 和 0Q' 表 示 . 因为 w(r) 一 风头 w(r) 一 由 天 ,根据 吉 布 斯 变 分 原 
理 有 
0'= trp (X +kTInp) < trp (NX +kTInpo) 
=Q+ttm{(V 一 wN) 一 (V 一 PN)}， 

所 以 

0 <at far np on 一 Dr 
根据 同样 理由 ,交换 带 撤 和 不 带 撤 的 量 后 前 式 仍然 成 立 , 给 出 

Qa<o tarten) 一 内 一 CD 一 ADjnkn， 


两 式 相 加 导致 矛盾 4 十 0' 二 0 十 Q'. 因此 ,只 有 唯一 的 v(r) 一 py 能 导致 给 定 的 nC7). 
因为 n(r) 唯 一 决定 v(7) 一 ,而 它 又 决定 po ,所 以 ,整个 平衡 统计 算 符 是 nCr) 
的 泛 函 .尤其 是 ,可 以 认为 
F[n(r)]= trm(K 十 U 十 ATlnm) 
= K[n(r)] 十 U[n(r)] 一 TS[n(r)] 
仅 是 密度 的 泛 函 ,对 所 有 v(r) 有 普 适 形 式 . 对 于 给 定 vw(r) 一 六 定义 


0, ,Ln(r)] = em — nlr)dr+t Fin(r)]. 


当 nlr) 是 对 应 于 v(7) 一 y 的 正确 平衡 密度 时 , 则 0O.-,[ 站 等 于 巨 势 0. 若 n(r) 是 与 
任何 其 他 vw (r) 一 py 相 联 系 的 平衡 密度 , 则 根据 吉 布 斯 变 分 原理 ， 
Qs Ln (r)] > QLnlr)], 
因为 右边 是 巨 势 QLpoJ], 而 左边 是 QLpo ]. 所 以 ,在 能 与 某 一 "Cr) 一 w 相 联 系 的 所 有 
密度 函数 中 ,正确 的 密度 使 上 面 所 定义 的 QLn(r)] 为 最 小 . 
3. 科恩 - 沈 (KS) 方 程 组 
下 列 自治 单 粒 子 方程 组 提供 变 分 原理 的 解 : 


一 臣 vt vlr) |p(r) = epiln) 
[ Dn ua |p = epi(7), 


6F [nl(r)] 


_ ed 
vlr) 一 wn) + ukrsr nr dr + ey 
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nr) = Dfilg nL, 
fi=fle p= [eco 一 有 站- 
其 中 6 一 1( 玻 色 子 系统 ) 或 6 一 一 1( 费 米子 系统 ). 
下 面 来 推导 这 组 方程 . 
首先 ,将 自由 能 泛 函 改写 为 
F[n(r)]= K[nCr)]+UCn(r)]— TSCn(r)] 
= 下.[n(r)] 十 Us[z(r)] 十 Fe[nzCr)]， 
其 中 F,[n(r)] 是 无 互 作 用 参考 系统 的 自由 能 ,Us[n(r)] 为 直接 相互 作用 (如 库仑 
项 ) ,而 Fxe[z(r)] 为 对 自由 能 的 交换 关联 贡献 , 即 
F,[n(r)] = K,[Ln(r)]— TS,Ln(r)], 
Us[n(r)] = 也 到 [eerir nrnlr drdr’, 


Fe[n(r)] 一 (K[z(r] 一 TS[Ln(r)]) — (KLn(r)] 
一 TS,[n(r)]) 十 U[n(r) 和 一 Us[n(r)]; 
这 里 K,[n(r)] 和 S,[n(r)] 则 分 别 是 参考 系统 的 动能 和 炉 泛 函 . 于 是 , 巨 势 变 为 


Aan(n)]= 已 [nr 十 | (or — prydr 


十 Us[n(r)] 十 Fe[n(r)]; 
巨 势 0[n(r)] 对 密度 n(r) 的 变 分 给 出 


FLn(r) pA [nCr)] 
eet 十 uCr) 一 六 十 Jucrsr )nCr Ydr' 十 Ep =。 

如 果 定 义 局 域 有 效 势 we(r) 为 
Vea lr) = vCr) 十 Jucrsr dncr Yar + pee rs Lnlr)]), 


plrs [n(n)]) = es 20, 


则 上 述 方程 与 在 此 势 下 运动 的 无 互 作用 粒子 系统 的 方程 形式 相同 . 因为 无 互 作用 
问题 的 解 可 以 利用 单 粒子 哈密 顿 量 的 本 征 函数 构造 ,所 以 上 述 方程 的 解 可 由 前 述 
科恩 - 沈 自 治 单 粒子 方程 组 提供 . 
这 里 对 无 互 作用 粒子 系统 的 结果 作 点 补充 . 
将 场 算 符 用 淹没 和 产生 算 符 表示 
yz) = >)gi(z)a， Wz) 一 Pp: Dats 
巨 哈密 顿 量 光 可 以 写成 


= |daarcn 人 (所 + yc) + amp Cn) yn on — 2 
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过 Deja, arp; Cy 全 起 Vi+ (vn) —p) jc 
= 忆 人 一 maia = >yaia,， 
这 里 用 了 单 粒子 薛 定 谓 方 程 
全 起 V+vr) jc = ap， 


以 及 pi《zx) 的 正 交 归 一 性 质 . (注意 ,考虑 到 v(r) 不 依赖 于 自 旋 , 可 认为 对 自 旋 求 和 
包括 在 对 i 求 和 中 . ) 
巨 正则 统计 算 符 一 ee 入 ,于 是 


nn)= DDT = DP); Cz) px) atai) 
7 7 
= Dfi pn) ls 
最 后 一 步 用 了 (aja,) 一 35, 证 明 如 下 :对 于 ai( 忆 一 om ae 可 ,有 站 (有 一 
一 mai(B)( 见 404 页 ) ,容易 解 得 
ai(8) =eMma, 即 ae™ =eMmema,, 
因而 有 
(atai)= tr(e Pata,) 
= tr(ae 名 of) 
= me Mtr(e waat) 
= eMemtrle (gatai + 60s)}, 


这 里 利用 了 迹 内 算 符 的 循环 置换 和 算 符 a; 和 af 的 对 易 关系 ,由 此 得 出 
(1 一 ge Mm)(ajtai)=6se 名， 即 


《ajai) = Rs 一 jf0u， 
fi= Fe 一 站 = [ew — 0 
这 样 又 推导 出 了 量子 统计 分 布 . 


对 于 炉 S, 可 由 
TS, = 一 AT(lno.) =—0,+ (%) 一 一 0,. 十 Dnfs 


来 求 ,因为 0. = 一 ATln& 一 舱 T > ln(1 一 be)( 见 376 页 ), 若 将 有 ,用 上 太 表示 ， 
容易 得 到 
S, = WE +OF n+ 0) — 0filnf). 
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对 于 动能 K., 直 接 由 薛 定 谓 方程 求 得 为 
K, = Deifle—p) — [urar. 
现在 回 到 有 互 作用 的 一 般 情况 ,只 要 将 v(7) 换 为 va(r) ,其 他 完全 相同 . 困难 
问题 是 FLn(r)] 是 未 知 泛 函 ,为 了 方便 ,人 们 常 采 用 局 域 密度 近似 (LDA)， 
Fe[n(rD] = Jam (rflnkn)), 
其 中 f: 则 通常 取 密 度 ” 和 温度 工 的 均匀 气体 每 粒子 对 自由 能 的 交换 关联 贡献 . 顺 
便 说 一 名 ,车 取 太一 一 和 ce (三 ) ma”, 则 得 到 斯 某 特 Xe 方法 的 结果 . 


4.。 赫 尔 受 - 费 思 受 定理 CQ 

关于 零 温情 况 下 的 赫 尔 曼 - 费 恩 曼 定理 已 在 第 11 章 中 介绍 ( 见 303 页 ), 现 在 
来 介绍 非 零 温 密 度 泛 函 理论 中 的 相应 定理 . 

为 了 具体 起 见 ,考虑 凝聚 体 中 的 电子 系统 , 玻 恩 - 奥 本 海 默 近 似 下 ,密度 泛 函 理 
论 的 巨 势 为 


et e2 n(r) 
OOD] 一 之 2 Cre Jar TR 


1 
2 a 


/ "ey ) 


1 ee 2 
十 也 23 tare) TR, —R,T 


+F,[n(r)]+ Fe[Ln(r)]— [amow 


上 式 右边 前 三 项 之 和 是 库仑 势能 ,它们 分 别 是 电子 与 核 间 (作为 外 势 )、 电 子 相互 
间 ( 哈 特 里 项 ) 与 核 相 互 间 (常量 项 ) 的 库仑 互 作用 贡献 . 其 余 项 意义 和 形式 ,以 及 
KS 自治 方程 组 均 见 前 一 小 节 ( 现 在 用 9 二 一 1). 

如 果 可 以 忽略 n(r) 对 R。 的 隐 含 关系 , 则 上 式 对 R。 求 导 导致 


7 2 
一 Vag = Jamcnvs, (Ze Ame) 3 Va (2Z.200 /4neo) 
5 


ey 海 ] |R.—R,| 
右边 的 项 代表 按 经 典 静电 学 所 计算 的 由 电子 总 电荷 分 布 和 由 除 a 核 外 所 有 核 施加 
于 a 核 的 力 . 因而 左边 项 应 为 整个 系统 施加 于 a 核 的 总 力 . 赫 尔 曼 - 费 恩 曼 定理 肯 
定 上 面 的 陈述 是 正确 的 ,而 将 nCr) 对 R。 的 隐 含 关系 的 忽略 置 之 不 顾 . 
然而 实际 上 大 (通过 ep 和 9 多 训 估 村 于 多 相信 汪 全 全 放 和 人 


四 XU Xi-shen( 徐 锡 申 ) ,Zhang Wan-xiang( 张 万 箱 ),J. de Physigue ,45(1984),C8 一 23. 
@® J.C.Slater,Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 4,McGraw-Hill,New York,1974, App. 
2. 
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成 立 , 应 该 证 明 由 这 种 依存 性 引起 的 附加 项 严格 抵消 . 的 确 , 根 据 基本 方程 组 容易 
证 明 由 w 和 yp; 引起 的 项 可 化 为 


一 > [arcver: )eipi + pei(Va, gi)] 


=— Dfie: Va, [arre 一 0; 
由 于 g 的 归 一 化 而 变 为 零 . 另 一 方面 ,可 以 证 明 由 Vaf; 引起 的 附加 项 是 
一 四 fi 
Dv le D+4Tn(TEF)]= 0; 

由 于 费 米 - 狄 拉克 分 布 而 变 为 零 . 这 并 不 奇怪 ,因为 这 些 结果 正 是 变 分 原理 所 要 
求 的 . 

5. 位 力 定理 0@ 

重新 写 出 KS 单 粒子 方程 


仁 大 十 va }9; = eigi. 
仿效 斯 莱特 ,以 fip;(r，V) 作 用 于 上 述 方程 并 对 空间 坐标 积分 及 对 量子 态 求 和 ; 
用 共 赤 方程 将 p” (ven 一 ei) (r*V gi) 重新 表达 , 求 得 
Ly fi]arCe: (ro VV gi— (Vg ) rey pi)] 


了 rar: PiCr。V ud). 
现在 将 下 列 恒等式 
8" (r。V)Vzp 一 (Vi9 )(reV 9) 
i .TU ssaufreYe 
=—29Vip+tv: [ov 人 2 )] 
代入 上 式 并 注意 到 散 度 项 积分 为 零 , 得 到 
2K = am yn. 


将 前 一 小 节 vu 的 表达 式 代入 上 式 , 经 过 一 些 演算 并 应 用 上 一 小 节 的 赫 尔 曼 - 费 恩 
曼 定理 ,得 到 


— BR, Va )9[n(r)] = 2K+B— am nr .V pe). 
对 于 处 于 流体 静 压 下 占有 体积 V 的 凝聚 体 , 还 必须 考虑 外 力 来 抵消 作用 于 核 的 内 
® XU Xirshen,Zhang Wan-xiang,J. de Physique ,45(1984) ,C8 一 23. 


@® J.C. Slater,Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 4,McGraw-Hill, New York,1974; App. 
2. 
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力 以 保持 平衡 . 这 些 外 力 产生 贡献 一 3pV, 它 会 使 一 >)(R。* Va,)0 与 之 一 起 变 为 
零 . 因此 
3pV = 2K+@— dm Cr Vp) 
这 就 是 非 零 温 密度 泛 函 理论 的 位 力 定理 . 
在 局 域 密度 泛 函 近似 下 ， 
FLn(r)] = am Cn) fan)), 
位 力 定理 可 变换 成 
3pV = 2K + ®—3 Jam Ef ean) 一 Antr))]， 
注意 到 ,无 论 是 哈 特 里 - 福 克 非 局 域 形式 ,或 者 是 斯 莱特 Xa 法 的 局 域 形式 ,交换 势 
对 位 力 的 贡献 都 正好 是 总 交换 能 B、… 
还 注意 到 , 当 只 忽略 关联 效应 或 完全 忽略 交换 关联 效应 时 , 则 分 别 获得 哈 特 
里 - 福 克 近 似 下 或 哈 特 里 近似 下 库仑 互 作 用 系统 的 位 力 定理 , 即 
汉人 个 业 玉 计 2 
pV 二 了 2K 二 二 B 十 计 D。 或 pV 一 了 K 十 半 @ 
最 后 提 一 下 ,后 两 小 节 的 结果 与 了 =0 情况 的 极 相似 ,唯一 差别 在 于 这 里 的 电 
子 密度 应 理解 为 xn(r,T) , 即 
mn(r) = nar,T) = > ,fig Cr) gilr), 
而 单 电 子 波 函 数 p; 和 9p” 以 及 费 米 分 布 函数 f; 则 要 由 求解 非 零 温 自治 单 粒子 方 
程 组 提供 . 
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1. 基本 模型 和 方程 

托马斯 - 费 米 统计 模型 (简称 TF 模型 ) 应 用 统计 方法 来 研究 原子 中 的 电子 行 
为 .简单 的 TF 理论 不 考虑 原子 中 电子 的 壳 层 结构 以 及 电子 间 的 交换 关联 效应 , 认 
为 电子 像 云 一 样 连续 分 布 在 核 周围 ,并 且 遵守 费 米 统 计 法 . 一 个 电子 是 在 核 及 所 有 
其 他 电子 所 产生 的 平均 场 中 运动 ,处 于 动态 平衡 之 中 . 这 种 势 场 , 除 核 中 心 附近 外 ， 
势 的 变化 缓慢 ,可 认为 在 原子 中 体积 元 dr 内 的 势 是 常量 . 原子 的 总 能 量 就 是 体积 
元 内 电子 气 能 量 的 积分 . 电子 密度 分 布 xn(r) 与 原子 内 势 场 U(r) 的 关系 ,由 经 典 的 


@ 参考 R. P. Feynman,N. Metropolis,E. Teller, Phys. Rev. ,75(1949) ,1561. 
@ 参考 R. Latter, Phys. Rev. ,99(1955) ,1854,J. Chem. Phys. ,24(1956) ,280. 
@ 参考 徐 锡 申 , 张 万 箱 等 :《 实 用 物 态 方程 理论 导 引 》, 科 学 出 版 社 ,1986, 第 三 章 
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静电 泊 松 方程 来 描述 . 由 于 系统 中 高 密度 电子 的 屏蔽 作用 ,完全 可 以 忽略 原子 间 的 
相互 作用 . 这 样 一 来 ,自然 也 就 忽略 了 材料 的 晶体 结构 ,把 整个 材料 看 成 是 这 种 原 
子 的 简单 集合 . 一 个 原子 的 状态 就 代表 了 材料 的 状态 (当然 是 指 就 某 些 性 质 而 言 
例如 物 态 方程 ). 这 样 ,就 只 需 研究 一 个 原子 的 情况 . 

假设 原子 核 静 止 ,中 心 是 带 有 正 电 荷 Ze 的 核 ,周围 Z 个 电子 各 带电 荷 为 一 e， 
作 一 个 半径 为 R 的 等 效 原子 球 胞 , 则 原子 体积 v 为 

"= 年 R: = 尼 ， 

其 中 NA 是 阿 伏 伽 德 罗 常量 ,V 是 摩尔 体积 . 

在 离 中 心 "处 一 个 电子 的 能 量 为 


= 万 +Ur)， 
2m 


式 中 U(r) 是 r 处 的 势能 
U(r)= U,(r)+U.(r) 
— A /mee) + nlr’) 
+ 到 lr 
其 中 前 一部分 是 核对 电 于 产生 的 库 侣 势 朋 ,为 外 势 , 击 后 一 i 
能 ;积分 遍及 整个 原子 体积 . 
电子 遵守 费 米 分 布 , 于 是 


nr) =2 (+ee[( 和 大 +ueo -小 /pr ， 


积分 号 前 的 因子 2 来 自 自 旋 简 并 性 ;原子 内 势 场 U(r) 与 电子 密度 n(r) 的 关系 满足 
泊 松 方程 


[dr ， 


ViU(r) =— —n(7); 
[3 


以 上 两 式 合 在 一 起 就 是 TF 方程 . 
TF 方程 的 解 应 满足 两 个 边界 条 件 : 
dUCr) =0, 


rU(r) | ~-。 王 一 Z(ez/4reo) 和 5 
其 物理 意义 很 明显 . 因为 当 ~-*0 时 ,原子 中 心 附近 的 势 场 将 完全 为 由 核电 荷 所 提 
供 ,此 处 DCr)| -一 0. 在 原子 边界 处 ,势能 DCR) 和 场 强 Si | ， 应当 在 原子 球 


胞 间 连 续 变 化 ,这 是 因为 所 有 的 原子 都 是 等 价 的 ,边界 处 的 势 和 电场 自然 也 应 一 
样 ,可 选择 UCR) 一 0. 

另外 ,由 假设 可 知 , 原 子 内 的 电子 不 分 自由 电子 和 束缚 电子 ,所 有 电子 不 能 出 
现在 7 之 R 的 区 域 . 所 以 ,化 学 势 y 由 电子 数 守恒 条 件 决定 ， 
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z= | nr)dr. 


2. TF 模型 是 密度 泛 函 理论 的 一 种 近似 
在 进一步 讨论 之 前 先 来 证 明 TF 模型 是 密度 泛 函 理 论 的 一 种 近似 0. 忽略 交换 
关联 效应 并 采取 局 域 自 让 下 [nz(r)], 则 


Qfn(r)]= [uc JoOnkr) 十 Jarar OL 


drdp (Cp? /2mpAn) /AT Cr) 
+2[ 如 2nhi)s 河 加 人 ) 十 RAT 二 了 


二 ) 


注意 到 Uu。(r) 是 外 势 ,第 二 项 为 电子 间 直 接 库仑 作用 ,最 后 一 个 积分 部 分 为 
FF,[n(r)]. 对 于 这 一 部 分 ,由 于 下 =G 一 pV 二 Ny 十 0, 自 由 电子 的 表达 式 相 应 为 ( 见 
376 页 ) 


F.[n(r] = 一 AT Dn te ) + Df, 
再 将 5D 一 2 | EW:, 廊 = (es 人 十 Divprp(r) ,wr/2m 一 u(r) 即 得 .这 里 
Ar) 是 密度 的 泛 函 , 由 


mr) 一 2 | esse Amoo/t + 1 


隐 式 定义 . 在 这 些 假设 下 ,对 ER(r)] 的 灾 分 碌 涅 要求 
60[n(D]= [dardn(n) [Us 一 w+ EM ET +en] 


| 
= 0, 
即 
Ar) =p—U,(r)—U.(r) = py—U(r); 
代入 nCr) 的 公式 后 正好 得 到 TF 模型 中 赁 直观 写 下 的 结果 . 由 此 可 见 ,TF 模型 是 
在 密度 泛 函 理论 中 忽略 交换 关联 效应 并 用 经 典 静电 学 泊 松 方程 代替 量子 力学 KS 
自治 方程 组 进行 求解 的 一 种 近似 . 
3. TF 方程 
引进 下 列 无 量 纲 变量 
责 ， 
由 边界 条 件 U(CR)=0 容易 看 出 ， 电子 化 学 扫 和 势能 UCz) 可 分 别 表示 为 
p= ETE(1) = kT$(1), 


ES £2) < sy, 


工 一 


四 N. D. Mermin, Phys. Rev. ,137(1965) ,Al441. 
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Un = AT[eaD 一 ea] = AT[%D 一 a]. 
于 是 电子 密度 n 变 为 (参考 377 页 ) 


n(xz)= 


4 Js), 


NAT 


其 中 X47 二 (2xh*/mkT)' 是 电子 热 波长 ,而 IC) 是 费 米 函 数 
L(8 = i 7 


En 
1 十 exp(y 一 旨 ” 
考虑 到 U(r) 是 球 对 称 的 , 故 有 
和 1 过 
一 了 有 
于 是 TF 方程 变 为 


多 (z) 一 a (EE), 
2 


TE) 


相应 边界 条 件 变 为 


Z 


$00) = re RAT 岁 (1) = $(1), 


其 中 风 (1) 表 示 旺 2 | ，. 这 是 TF 方程 的 无 量 纲 化 形式 , 它 是 非 线性 微分 积分 


方程 . 
4，TF 模型 的 热力 学 量 
对 于 自由 电子 气体 (这 里 用 下 标 “0” 表 示 ), 有 ( 见 377 页 ) 


m 


a 
ne 一 次 (器 ) UD hal), go = mp 一 mhT6， 


容器 ) TD) hn) po = Ze,, 
0 (ar BE 
Ti = el 号 Pa) 一 nz(6)] = 一 户 . 
现在 取消 下 标 “0”, 作 下 列 变换 
名 一 你 一 &z) = 全 避 人 ， 


Q =ov~ 上 Q= [edr= 4z| prdr = 3o| wz)zzdzr， 
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就 可 得 到 相应 物理 量 Q 的 表达 式 (q(r) 是 相应 密度 ) 


an 
n=) Ty hal®), 


E= 3 (Es) Te [Face ]+E,, 


器 ) De dz cz[enece 一 Sh ]+E,, 
器 ) sen dz z [1c® -état®], 


3/2 
= 2 (Bs) Ty hae) 


这 里 要 说 明 的 是 : 压强 是 强度 量 , 在 原子 边界 处 显现 , 故 取 如 上 ;另外 ,能 量 互 和 自 
由 能 F 均 应 包含 势能 项 下 ,. E。 可 求 出 如 下 : 


1 
E,= pe dz 。za[U(z) 十 Us(z)]n(z) 
= 3 | a 人 ArCeD —é#(0)]—AT ED ) (nn) 
_ 3/my 
= wat vkT) 


x fa .z[gCz) —#D) + 860)JLa (Ee). 
这 样 ,只 要 解 出 TF 方程 ,就 可 求 得 热力 学 量 . 
5，TF 积分 方程 
上 述 方 程 无 法 解析 求解 ,可 化 为 积分 方程 在 电子 计算 机 上 作 数 值 求解 . 将 方程 
积分 一 次 有 
#2) #0) =—a | rl (2) 
再 积分 一 次 ,利用 边界 条 件 (1) 二 $(1) 并 进行 分 部 积分 ,可 得 到 
g(z) = $(Dz+a [ G— Din (2 )ae. 
是 一 种 从 原子 边界 向 中 心 求 解 的 积分 方程 ,外 边界 条 件 已 自动 满足 . 经 过 对 TF 


方程 解析 性 质 的 分 析 , 确 定 a 和 #$(1) 的 合理 范围 . 选 定 一 组 a 和 #$(1) ,数值 积分 至 
中 心 , 得 出 一 个 8(0) ;由 a 和 #《0) 可 决定 这 数值 解 所 对 应 的 一 组 v 和 芽 


_ /dreh:\’ , 
= ) #0), 


T= -3 ($00)) 


2 ( em) 
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并 可 求 得 相应 的 热力 学 量 . 换 一 组 a 和 #$(1) ,又 可 求 得 对 应 不 同 v 和 下 的 热力 
学 量 . 

6. 普 适 性 

对 于 简单 的 TF 模型 ,在 任何 物理 量 的 关系 式 中 ,原子 序数 Z 仅 以 下 列 组 合 形 
式 出 现 ; 

TZ-w ， vZ ,PZ ， EZ-'’, FZ-', SZ7. 

实际 上 在 求解 TF 方程 时 ,最 方便 的 是 求 出 以 上 形式 的 普 适 变量 数据 . 拉 特 
(1955)@ 将 他 对 于 约 1000 组 和 %(1) 的 计算 数据 以 图 示 的 形式 发 表 , 后 来 麦卡锡 
《1965)@ 又 将 计算 数据 (包括 量子 交换 修正 数据 ) 列 成 详 表 发 表 . 


13.5.4 量子 统计 模型 9@ 


简单 的 TF 方程 只 考虑 了 直接 库仑 势 , 相 应 于 哈 特 里 方程 的 准 经 典 极限 , TFD 
方程 在 TF 模型 中 引进 了 交换 势 9@8 ,相应 于 HF 方程 的 准 经 典 极限 . 两 者 均 未 计 及 
量子 效应 . 基 尔 日 尼 效 2@ 提 出 将 电子 分 布 函数 作 展 开 ,在 TF 模型 中 同时 相称 地 引 
进 量子 修正 和 交换 修正 (至 大 量 级 ) ,简称 TFK 方法 . 后 来 , 卡 利 特 金 和 库 齐 米 纳 9 
提出 量子 统计 模型 (QSM) 理 论 ,显著 特点 是 在 邻近 核 处 给 出 有 限 的 电子 密度 ; 它 
是 TF 类 型 理论 中 最 准确 的 和 自治 的 一 种 

1. QSM 的 巨 势 表达 式 

量子 统计 模型 是 密度 泛 函 理论 框架 内 的 一 种 理论 . 采用 与 TF 模型 同样 的 球 
胞 模型 ,其 巨 势 可 写 为 


qlncn)] = |artUsD — nr) + FEnCn)], 
F[n(r)] 二 Jarv. nen eR 


其 中 U(r) 和 U(r) 与 以 前 一 样 分 别 是 核对 电子 和 电子 间 的 直接 库仑 势能 ,F、 是 
交换 作用 对 自由 能 的 贡献 ,而 Ksx 和 Ksx 则 是 与 电子 动能 (及 电子 炉 ) 有 关 的 局 域 
和 梯度 贡献 . 

在 局 域 密度 近似 下 ,FLn(r)] 可 写成 


R. Latter, Phys. Rev. ,99(1955) ,1854. 

S.L. McCarthy, Lawrence Livermore Laboratory Report, UCR1L-14364(1965). 

参考 R. M. More, Phys, Rev. ,19(1979) ,1234. 

H. H. Kanmarxaay 可 . B. Kysapmana, DTT,13(1971) ,2314; Dusuxa IImasMht,2(1976)，858. 
P. A. M. Dirac, Proc. Camb. Phil. Soc. ,26(1930) ,376( 零 温 ). 

R. D. Cowan,J. Ashkin, Phys. Rev. ,105(1957) ,144( 非 零 温 ). 

区 A. KupxHuu, RIT®,32(1957) ,115;35(1958) ,1545. 

H. H. Kanarxun. RIT®,38(1960) ,1534. 

见 同 页 所 引文 献 @。 
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F.[n(r)] = [pr ,Tar 
其 中 f.[n(r) ,TJ 是 具有 密度 nCr) 和 温度 T 的 均匀 电子 气 的 交换 能 , 柯 万 和 阿 什 
金 @ 的 计算 给 出 
f=— i ( 零 温 ); 


s 
f.= 十 [er ee (高 温 )， 


零 温 结果 与 334 页 的 结果 一 致 (注意 到 令 n+ =n， 一 去 m) ,而 高 温 结果 在 mil 下 
适用 . 
关于 局 域 部 分 , 取 局 域 均匀 自由 电子 气 的 结果 . 零 温 时 为 
Kn 一 | 售 把 Carn nCrdr 


注意 到 一 8F/3n(7) ,此 式 给 出 jn 一 起 [3xen]*%( 一 er, 见 385 页 ); 而 在 有 限 温度 
下 则 有 ( 见 423 页 ) 


Knx = haT |(s 一 地 入 多 )awar. 


对 自由 能 的 梯度 贡献 部 分 Kam 是 量子 修正 项 , 它 近似 计 及 费 米 波长 尺度 上 密 
度 nC7) 的 梯度 引起 的 能 量 增加 . 它 具 有 阻止 电子 密度 出 现 大 梯度 的 效果 ,因而 防止 
了 邻近 核 处 的 电子 密度 发 散 . 梯度 项 可 以 写成 


Kag 一 [4 [生丝 (¥) Jerar. 


莫 尔 8 给 出 对 短波 [k 污 kr 二 (3x*n)'”] 扰 动 的 响应 取 ( 魏 芯 泽 克 限 ) 梯 度 参 量 "一 1， 
不 依赖 于 温度 ;而 对 长 波 (t< Ar) 取 


Cs EE 3 


其 中 二 (1/2xw) (2m/ 拓 )**(kT)2Tya(8). 对 于 p>ksT( 简 并 性 电子 气 ) 后 者 化 至 
o 一 1/9; 而 对 pw< 一 如 T( 非 简 并 性 电子 气 ) 变 为 oc 一 1/3. 
零 温 动能 密度 泛 函 天 一 [epar 可 简单 推导 如 下 : 将 密度 矩阵 p(r, ,7) 写 成 


plrisrs) = [nr)] [nr)) 2gCrnyra)， 
n(r) = prsr), g(r,r) = 1; 


® R.D.Cowan,]. Ashkin, Phys. Rev. ,105(1957),144;R.D.Cowan, University of California Report, 
LA-2053( 未 发 表 ). 
©® R. M. More, Phys. Rev. ,19(1979) ,1234. 
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在 统计 处 理 下 ,对 关联 函数 gr; ,r:) 可 表达 为 ( 见 334 页 》 


sinx — xcosz 
g(|lri—r:|)=3 zi ， 工 三 rr 


其 中 心 ==(3ven(r))05 是 费 米 波 矢 ,一 |m 一 岂 | 是 相对 距离. 采用 质心 位 置 R 一 
评 (m 十 rs) 和 相对 位 置 "一 rs 一 rn,, 有 Vi，V: 一 于 8 一 Yi, 于 是 


天 
ex(r)= gz Vi" Vaplri vr) na-n 


一 下 (Vi[n(rn)]aj 一 起 akrn)[Vag(n]1 
Pe i 省 2m 1 rg \r. r=0 


he [VinCr)] , 3h? (2)2/s s/3 
Bm nCri) tiom3™ ) Cr] 


正好 是 魏 茨 泽 克 梯度 项 和 自由 电子 气动 能 项 . [运算 中 应 用 了 Vig()|-。 一 


Vig(mD| -=0,g(Cr)|-o=1 以 及 Wg(r 一 一 下层.] 


2.， 零 温 QSM 方程 
变 分 原理 60[n(r)]/6n(r) 二 0 给 出 零 温 情况 下 的 QSM 方程 为 (这 里 "是 与 核 
之 间 的 距离 ) 


UD= RD 3 
人 2m x(4neo) 
o 天 [Ya 2 vi 
+ 和 所 [人 n ) n v 中， 
Un =— Ze /hne)) | ee: | nr’) dr'; 
4reo 」|r 一 r | 


其 中 U=U, 十 U. 与 前 面 简单 TF 理论 相同 . TF 理论 仅 取 方 程 右边 第 一 项 ,忽略 最 
后 一 项 则 得 TFD 理论 ;车 在 后 两 项 中 用 TF 密度 ne 求 得 近似 交换 和 量子 修正 则 
得 TFK 理论 . 

QSM 方程 在 球 胞 模型 下 相当 于 n(7) 的 四 阶 常 微分 方程 ,需要 四 个 边界 条 件 进 
行 数值 求解 . 除 TF 方程 的 两 个 边界 条 件 


et dUC) 
Vn si dr |- 一 
外 (这 里 尺 是 球 胞 半径 ) ,根据 对 称 性 考虑 , 另 一 外 边界 条 件 可 取 为 
dn(r) Ey 
dr |r 


同时 ,假定 QSM 的 电子 密度 邻近 核 处 为 有 限 ,可 展开 为 
nr) 二 (0) 十 mm'(0) 十 二 zt(0) 十 …， 
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代入 微分 方程 得 到 第 四 个 边界 条 件 
n'(0) =— (22/cao)n(0), 
其 中 ao 一 (4reo) 让 /mnaez 是 玻 尔 半径 ,o 为 梯度 参量 . 
另外 ,化 学 势 y 则 仍 由 电 中 性 条 件 


[npdr= 4 
确定 . 
3, 压强 表达 式 
压强 可 通过 p= 二 一 (30/3V)+t., 求 得 为 
i 二: sn 下 
pp 二 忆 Dm 3 n) 3n RA 3 nn TamV 


右边 三 项 分 别 代表 TF 动 压 与 交换 修正 和 量子 修正 ( 均 取 r= 二 R 处 的 值 ). 
在 极 高 密度 下 通过 线性 化 QSM 方程 并 求解 可 得 压强 的 展开 式 
p = 2.337n? — (0.568+1.1162)n +*, 


其 中 m 是 平均 电子 密度 (电子 数 /A ,1A=10-*m) ,压强 以 TPa 为 单位 . 右边 三 项 
分 别 为 均匀 简 并 性 费 米 气体 的 动 压 , 马 德 隆 (库仑 ) 修 正和 交换 修正 ;它们 与 高 密度 
适用 的 电子 气 微 扰 理 论 一 致 . 这 与 TFK 理论 不 同 ,后 者 给 出 依赖 于 o 的 附加 量子 
修正 , 它 等 于 交换 修正 的 2/9(o 二 1/9) ;说 明 TFK 理论 在 这 点 上 是 不 正确 的 . 

尽管 如 此 , 卡 利 特 金 的 计算 表明 0,QSM 与 TFK 之 间 仅 在 压强 低 至 两 者 都 显 
然 不 正确 的 情况 下 才 会 出 现 显著 差别 . 例如 , 零 温 下 仅 在 压强 p<0. 1TPa 时 ,两 者 
给 出 的 压缩 率 差 异 才 显著 ,而 两 个 模型 要 在 30TPa 时 才 适 用 . 另外 ,TFK 模型 还 
有 一 个 突出 优点 是 其 对 材料 的 普 适 性 . 这 是 QSM 以 及 TFD 等 其 他 模型 所 不 具备 
的 .所 以 在 实际 应 用 中 常 采 用 考虑 量子 和 交换 修正 至 让 项 的 TFK 模型 ,现在 已 有 
表 列 普 适 数据 可 供 使 用 2@@. 另外 , 徐 锡 申 等 编著 的 《实用 物 态 方程 理论 导 引 )@， 
将 文献 @@ 的 有 关 数 据 表 转 引 于 附录 中 ;并 在 第 3 章 专门 介绍 托马斯 - 费 米 物 态 方 
程 理论 ,包括 简单 TF 方法 及 低温 微 扰 ,TFD 方程 ,TFK 方法 ,以 及 壳 层 效应 修正 
等 , 较 详细 和 实用 ,可 参考 . 


® 见 H.H. Kanarxmt, JI. B. Kyspwnua, Puanxa IImaaat,2(1976),858. 

@® S.L.McCarthy,Lawrence Livermore Laboratory Report, UCRL—14364(1965). 

@ H.H.Kamras,KITO,38(60),1534( 零 温 ). 

® HH. Kanarkan, 全 B. Kyapmnna, TaGunn TepMonmiaMmuyeckux yaKial BetiecrBa pH BEICOKo 放 
konenTpauas auepran, M. ,ITM, 1975. 

回 ” 徐 锡 申 , 张 万 箱 等 :《 实 用 物 态 方程 理论 导 引 ,科学 出 版 社 ,1986. 
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下 面 提 出 的 方案 ?可 以 认为 是 自治 场 哈 特 里 - 福 克 近 似 的 一 种 推广 ,原则 上 可 
推进 到 任何 级 近似 . 
电子 系统 哈密 顿 量 的 二 次 量子 化 形式 可 写成 ( 见 13.4. 1 节 , 符 号 略 有 不 同 ) 
H= BalKliater te |G|&)atataan, 
其 中 
GIKIA = [gp WK sde, 


YIGIk) = 人 fr (Tp; (x IG(zsz pilz) gz dzdz = (ji|G|k) 
表示 单 电子 算 符 K(xz) 和 双 电 子 算 符 G(x,z) 二 G(x ,z) 在 单 电子 波 函 数 任意 基 
{gi(z)} 中 的 矩阵 元 ,变量 zx 包括 电子 的 自 旋 坐 标 和 空间 坐标 . 相应 淹没 算 符 {a} 
或 产生 算 符 {ar } 满 足 反对 易 关 系 

ata; +ajat =0, aaj;+aai = 0, 
ataj +aat 一 5 
我 们 将 哈密 顿 量 写成 下 列 标准 形式 ( 见 403 页 ) 
H= DK aias + Getetae, 
具有 
Ki = (i| KIk), 
Gow = (1GIK)— (i |G|k) = Gray 
后 者 对 于 kl 以 及 对 于 地 为 反 称 的 . 
我 们 注意 到 所 有 占有 数 算 符 
{mn}, n= ata: 
相互 可 对 易 , 因 而 可 使 之 同时 对 角 化 . 考虑 到 这 一 点 ,我 们 将 四 因子 项 az ay aiat 分 
成 三 种 类 型 nsngsai ngaysal ap 407; 其 中 天 基站 征用 于 末 示 个 四 下 析 : 哈密 顿 量 
中 第 二 个 和 变 为 


G= 去 2cv uaiajata 


四 Huan-Wu Peng( 彭 西武 ),A General Theory of Self-Consistent Field Beyond Hartree Fock, Com- 
mun. Theor. Phys. ,20(1993) ,239. 
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一 了 六 Genaiof asay 十 > )Gepyadimaay 十 去 Guruns， 
Er ep 路 
具有 
Gapr = Gap， Go = Ce.o 一 Gasp,e 一 Gpop. 
更 方便 的 是 将 类 型 a: ns a, 用 类 型 ay na ak 来 代替 ,后 者 对 i 一 8 或 上 一 B 恒 为 
零 但 包括 i 二 k 的 项 . 因为 ;一 的 项 属于 类 型 "mp，, 其 系数 必须 作 相应 改变 . 
例如 ,我 们 有 


Dwain 十 二 去 忆 com。 ng 一 2 nagar 坟 1 SFsnns, 
Ey 


具有 
Fg = Geo 十 Ge 一 Go 一 Cn. 
哈密 顿 量 变 成 
H=F+G, 
具有 


G= 4 BGsnaia aaay， 
op7d 


F= Dat (Kis + DJGigans)ar — DGunons. 
EF 站 op 
如 果 忽 略 G, 若 选择 基 函 数 {9:(z)} 使 
Kis+ Dea 一 ea， 
则 在 占有 数 表象 中 下 将 是 对 角 的 . 这 里 zi 表示 对 占有 数 表象 中 的 本 征 态 , 算 符 np 
的 本 征 值 , 即 ng| {mn }))=n |{n )), 和 
Fl{n)) = F | {a)), 
具有 本 征 值 
P= Few -Do 
容易 看 出 ,使 前 述 方程 成 立 的 基 函 数 {w(z)} 正 是 由 HF 近似 所 决定 的 , 即 
Kw) p(n) + 5 ceow Cz [gal pz) 一 mi(zgp(z)]dz' = api(z)， 
Bp 
求 和 覆盖 n= 二 1 的 占有 态 . 
上 述 讨论 表明 ,G 的 存在 使 互 的 对 角 化 变 得 困难 . 我 们 引进 么 正 变换 
Ur HU =W, 
并 要 求 经 变换 算 符 W 具有 下 列 特殊 形式 : 
W=F+C, 


C= Be! (DCenm tH EC mm + )e 
四 8 - 
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一 ( 址 Com 十 Cn 二 jk 
和 I 
若 适当 选择 基 函 数 {9i(z)} 使 得 
Ks + DGipms + DCipans 十 让 DCemnpny 十 … 
8 B “A 


一 对 角 化 = XA6a， 
则 在 占有 数 表象 中 W 是 对 角 化 的 . 不 失 一 般 性 , 取 
U=1i+tA, 
1—A 
具有 
A+=—A, 
因而 
Ur= U， 


并 注意 到 当 忽略 G 时 有 A 一 0， 


1 1 
A= natay asay 十 4 A wnaaiainaas 
Dad bo 


由 亩 Awaata? afarauas 十 …， 
ap 


这 里 ,与 ! 个 因子 e+ ,wv 个 因子 n 和 个 因子 a 有关 的 项 ,我 们 总 用 一 分 母 (11)?v!. 
这 种 项 的 阶 将 是 2! 十 2x. 由 Ur HU=W 和 U 二 ] 汪 会 消去 分 母 得 到 
W—H+A(W+H)—W+H)A—A(W— H)A =0, 

或 者 ,由 于 万 =F+G 和 W=F 十 C, 化 为 

C—G+A(2F+C+6)— (2F+C+O)A—A(C—0)A=0. 
利用 反对 易 关 系 ,2p 阶 和 29 阶 两 项 之 积 可 表达 为 p 十 g 十 |p 一 9| 阶 至 2C4p 十 9) 阶 
相应 各 项 之 和 . 2m 阶 的 项 可 分 类 具有 v 对 相同 指标 (vy 二 mm 一 1,…,1,0) 的 m 十 1 
种 类 型 .上 述 算 符 方程 分 解 为 不 同 阶 和 各 种 类 型 的 系数 方程 . 例如 ,对 于 六 阶 项 的 
四 种 类 型 ( 即 nngnysaf ngnyarsal ap nyacasralap ay aracas), 四 个 系数 方程 足以 确 
定 四 个 系数 Cu ;Ciupy.4，Aog.x.e ，Aspr.93. 最 低级 近似 是 忽略 上 述 方程 六 阶 及 以 上 各 
阶 ,四 阶 项 的 三 种 类 型 足以 确定 三 个 系数 As ,Cipr 和 Cp. 上述 方程 对 A 是 二 次 
的 ,但 对 C 是 线性 的 ,而 A,s.w 的 引进 是 为 了 补偿 用 Cipt 和 Co 修改 Gips 和 Gos 引 起 
的 那 部 分 G,s.w. HF 近似 中 ,四 阶 类 型 予以 不 同 对 待 ,忽略 Gp.wad ai asay， 但 保留 
Gipual nsas 和 Gsnsnp. 如 果 愿 意 , 也 可 在 高 一 级 HF 近似 中 同样 处 理 , 忽 略 六 阶 项 
中 类 型 ataj masas 和 adaz a;aracas, 但 保留 类 型 ai ngnyat 和 nonpn,， 因 而 须 包括 
确定 另外 两 个 系数 Cuws ,Cur 的 另外 两 个 方程 . 这 个 可 能 是 对 最 低 近似 的 一 种 改 
进 . 前 述 方程 的 四 阶 部 分 可 以 写成 


432 第 13 章 量子 统计 力学 


十 3 
DCignain CQ 一 万 Cnenp 一 二 Gos. alia asa 
> po TCs 4 Dna a aooy 

水 守 二 总 Po ajaia: 一 0， 


最 后 的 和 代表 来 自 方程 所 有 乘积 项 的 责 献 Psw 的 具体 形式 比较 元 长 ,不 予 写 出 ， 
可 参考 所 引文 献 . 它 对 于 kl 以 及 对 于 地 为 反 称 的 .将 它 同样 分 成 三 种 类 型 ,得 到 上 
述 方程 的 三 个 系数 方程 ; 

Pg — Gop.n 一 0， 

Ciss + Pig = 0, 

Cet+ Pe = 0. 
这 些 方程 要 与 恰当 选择 基 范 数 {g;(z)} 的 方程 
Ka Bown, 十 Scams 十 让 Cemmin 十 … 一 Na 

一 起 迭代 求解 . 基 函 数 的 变化 将 影响 矩阵 元 K;, 和 Gs.w 的 值 ,要 再 次 求解 代数 方程 
直至 达到 自治 为 止 . 

高 级 近似 的 可 行 性 如 何 及 和 迭代 收敛 有 多 快 全 依赖 于 具体 电子 系统 和 所 考虑 的 
能 级 . 这 个 方案 不 限于 研究 基态 ,但 实际 上 良好 开始 很 重要 ,例如 ,以 HF 近似 或 其 
某 一 变型 开始 . 

最 后 ,提出 两 点 备注 . 

(1) 当 有 运动 常量 I 时 ,HI 一 IH=0, 我 们 取 A 一 IA==0, 所 以 WI 一 IW=0. 
对 于 N 电子 系统 ,电子 总 数 N = Dn 是 运动 常量 I 的 例子 ,a 和 a* 相同 数目 的 项 


与 N 可 对 易 . 瓦 ,W,A 具有 这 个 形式 . 对 于 原子 库仑 势 , 总 自 旋 和 角 动 量 的 平方 及 
其 < 分 量 是 了 的 另外 一 些 例 子 (例如 ,S?,S.,L?,L.). 

(2) 对 于 有 限 电 子 系统 ,N 三 有 限 ,W 级 数 将 自动 终止 在 2N 阶 ,因为 更 高 阶 项 
作用 于 波 函 数 | {nm )) 时 结果 为 零 . 因而 ,对 于 氨 原 子 或 其 他 二 电子 系统 ,超过 HF 
的 最 低级 近似 应 当 给 出 严格 能 量 值 . 
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14.1 历史 简 引 


在 研究 运动 物体 的 电磁 现象 中 首先 发 现 麦克 斯 韦 方程 组 具有 洛 伦 兹 协 变性 ， 
进而 认识 到 狭义 相对 论 时 空 与 惯性 参考 系 间 的 运动 学 关系 . 不 同 惯性 系 的 物理 量 
由 洛 伦 兹 变换 相 联系 ,而 物理 规律 则 为 相同 形式 ,这 即 是 狭义 相对 性 原理 ( 见 第 4 
章 ). 这 要 求 其 他 物理 方程 都 必须 具有 洛 伦 兹 协 变性 . 不 久 , 牛 顿 力学 运动 方程 组 成 
功 地 推广 改造 为 狭义 相对 论 性 力学 方程 组 ,并 与 电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 组 结合 为 
狭义 相对 论 的 电动 力学 . 它 能 很 好 地 描述 带电 粒子 的 高 速 运动 ,在 高 能 加 速 器 的 设 
计 和 建造 中 屡 被 证 实 , 而 狭义 相对 论 所 给 的 质量 与 能 量 的 关系 亦 在 核 物理 和 原子 
能 中 屡 被 应 用 和 证 实 , 狭义 相对 论 和 量子 理论 同 为 20 世纪 物理 学 的 伟大 理论 集 
成 ,和 谐 相处 ,互通 语言 ,并 在 狭义 相对 论 性 量子 场 论 中 相 结 合 发 展 . 

但 是 ,推广 改造 牛顿 引力 场 方程 使 其 具有 洛 伦 效 协 变性 的 早期 企图 均 遭 失败 . 
直到 1916 年 , 爱 因 斯 坦 提出 广义 相对 论 9 ,引力 势 和 引力 源 都 从 一 个 量 推广 到 十 个 
量 ,更 确切 的 说 是 四 维 时 空 的 一 个 二 阶 对 称 张 量 的 十 个 分 量 . 爱 因 斯 坦 引入 他 称 之 
为 广义 协 变 原理 而 得 到 十 个 方程 的 引力 场 方程 组 ,作为 牛顿 的 一 个 引力 场 方程 的 
推广 改造 , 但 从 数学 上 讲 , 这 十 个 方程 并 不 是 独立 的 ,它们 之 间 有 四 个 恒等式 相 联 
系 , 因 而 是 不 定 方程 组 ,其 解 包含 着 不 定性 . 这 点 恰 是 广义 协 变 原理 的 必然 后 果 . 爱 
因 斯 坦 乃 引入 物理 几何 化 的 解释 ,将 引力 势 张 量 作为 黎 曼 几何 的 度 规 张 量 ,物理 的 
时 空 几何 为 黎 曼 几何 . 引力 势 的 不 定性 是 由 于 黎 曼 几 何 中 坐标 的 不 定性 , 即 坐 标 可 
以 作 广 义 变换 ( 比 狭义 相对 论 中 的 线性 变换 即 洛 伦 兹 变换 更 广泛 ) ,引力 现象 归结 
为 时 空 的 弯曲 ,与 坐标 的 如 何 选 取 无 关 . 这 样 ,广义 相对 论 常 称 为 时 间 空 间 和 引力 
的 理论 .但 在 处 理 具体 引力 问题 时 ,比如 分 析 引 力 波 或 研究 两 物体 受 引 力作 用 而 运 
动 时 , 爱 因 斯 坦 等 为 避免 不 定性 则 又 引入 附加 的 四 个 方程 , 称 为 谐 和 条 件 , 这 样 就 
选 定 坐标 ( 谐 和 坐标 ) ,而 使 引力 势 或 度 规 张 量 在 适当 的 边界 和 初始 条 件 下 定 解 . 这 
点 在 近似 求解 时 更 是 非常 重要 . 但 广义 相对 论 的 几何 语言 ,因为 其 坐标 无 明确 物理 


人 @E。A. Einstein,Ann. Physik,49(1916),769. 
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意义 ,与 实际 联系 时 欠 直 观 . 苏联 福 克 9(B. A. Bok,1898 一 1974) 院 士 承 认 歼 曼 时 
空 ,但 他 赋 于 谐 和 坐标 特殊 地 位 ,认为 ,如 选用 其 他 坐标 时 都 必须 通过 谐 和 坐标 来 
明确 其 物理 意义 ,形成 了 坐标 有 关 论 的 少数 派 . 

我 国 周 培 源 (1902 一 1993)@ 先 生 则 说 谐 和 条 件 为 物理 条 件 , 而 运动 学 的 背景 
时 空 仍 是 狭义 相对 论 的 时 空 即 闵 可 夫 斯 基 时 空 . 谐 和 条 件 补充 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 
程 而 使 引力 势 在 适当 定 解 条 件 下 定 解 . 注意 到 谐 和 条 件 只 满足 洛 伦 兹 协 变性 而 不 
满足 广义 协 变性 ,所 以 周 培 源 对 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 这 样 补充 和 解释 ,恰好 实现 
了 早年 的 推广 改造 牛顿 引力 理论 使 其 具有 洛 伦 兹 协 变性 的 企图 . 除 谐 和 条 件 外 , 爱 
因 斯 坦 引 力 场 方程 和 考虑 了 引力 作用 的 其 他 场 的 运动 方程 都 仍 满足 广义 协 变性 ， 
即 仍 是 广义 相对 论 中 的 方程 . 正 是 这 样 , 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 才 有 解 而 不 定 , 才 能 
容纳 附加 的 谐 和 条 件 . 这 个 闵可夫 斯 基 时 空中 的 引力 理论 ,其 坐标 即 指 物理 时 空 的 
位 置 与 时 间 ,与 实际 联系 比较 直观 ,与 理论 物理 其 他 部 分 有 共同 语言 . 在 本 章 中 ,我 
们 将 采用 这 个 观点 来 处 理 一 些 引力 问题 . 用 物理 几何 化 的 观点 处 理 同样 问题 , 则 请 
看 参考 书 @. 应 该 指出 ,尽管 方程 大 体 相 同 ,但 物理 解释 不 同 , 仍 应 作为 不 同 理论 来 
对 待 ,只 能 在 其 与 物理 实际 联系 中 考察 得 失 , 以 定 取 会 或 等 效 . 初步 看 来 ,如 有 差别 
也 是 小 量 , 两 种 理论 可 以 并 存 讨论 , 作 决 定 则 尚 有 待 于 来 日 . 


14.2 广义 相对 论 综合 作用 量 原理 一 一 引力 场 作用 量 


在 这 节 和 下 节 中 ,我 们 参考 狄 拉克 的 《广义 相对 论 》9 一 书 ,以 满足 爱 因 斯 坦 提 
出 的 广义 协 变性 要 求 的 综合 作用 量 原理 为 出 发 点 ,同时 导出 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 
和 其 他 场 的 计 及 引力 作用 的 运动 方程 . 综合 作用 量 为 引力 场 作用 量 和 其 他 场 作用 
量 之 和 . 前 者 只 是 引力 势 的 泛 函 ,将 在 本 节 给 出 . 后 者 主要 为 其 他 场 变量 的 泛 函 ,但 
因 考 虑 到 引力 作用 ,所 以 也 包含 引力 势 但 不 含 引力 势 的 偏 导数 ,将 在 下 节 和 第 


@ B.A. 福 克 , 周 培 源 等 译 :《 空 间 时 间 和 引力 的 理论 ), 科 学 出 版 社 , 1965. V. Fock, The Theory of 
Space, Time, and Gravitation ,2nd Revised Edition, Translated by N. Kemmer, Pergamon,1964. 
多 《a) Zhou(Chou)Peiyuan,Scientia Sinica (Series A),25(1982) ,628; 或 周 培 源 ,《 中 国 科学 A 辑 ,4 
(1982) ,334. 
(b) Zhou(Chou) Peiyuan, Proceedings of the Third Marcel Grassmann Meetings on General Rela- 
tivity ,Science Press, Beijing and North-Holland Publishing Company,(1983) 1 一 20, 以 上 两 文 收入 于 《 周 培 
a dnt 中 国 科学 技术 出 版 社 ,1992) 85 一 100 页 ,125 一 137 页 ,后 文中 译 见 107 一 117 


 ® S.Weinberg,GRAVITATION and COSMOLOGY, Principles and Applications of the General The- 
ory of Relativity，Wiley,1972. (中 译本 : S. 温 伯 格 著 , 邹 振 隆 等 译 :人 引力 论 和 宇宙 论 ( 广 义 相 对 论 的 原理 和 
应 用 )》, 科 学 出 版 福 ,1980. ) 

@ PP. A. M. Dirac,General Theory of Relativity, Wiley,1975.( 中 译本 :P. A. M. 狄 拉克 著 ，, 朱 培 珠 译 : 
《广义 相对 论 》, 科 学 出 版 社 ,1979. ) 
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14.7 节 举 例 说 明 . 本 章 将 主要 采用 光速 c 二 1 的 自然 单位 制 . 
从 作用 量 出 发 ,很 容易 满足 广义 协 变性 的 要 求 , 即 作用 量 必须 是 标量 对 标量 积 
分 元 的 积分 .关于 张 量 的 定义 和 性 质 ,标量 和 标量 积分 元 ,请 参看 习题 14. 1 和 
14. 2. 我 们 用 二 阶 对 称 张 量 表示 引力 势 ,其 用 下 指标 的 协 变 分 量 ge 和 用 上 指标 的 
反 变 分 量 互 为 其 矩阵 的 逆 
Bm 8” = 6 
用 逗号 后 带 指标 表示 普通 偏 导数 ,引入 克 里 斯 托 费 尔 (E. B. Christoffel) 符 号 
Te 去 gr Cg 十 gm 一 BEmv)， 
和 二 阶 协 变 对 称 张 量 (里 奇 (G. Ricci-Curbastro) 张 量 ,参看 习题 14.7) 和 标量 
Re = Ts Tot TaD Tel,, 
R= Rag”, 
则 爱 因 斯 坦 的 引力 场 作用 量 为 
i mV 一 gd 
二 Tee) ye 6 [Rs V=gd'z, 
上 式 分 母 中 G 为 牛顿 引力 常量 ,数值 系数 则 由 与 牛顿 引力 理论 比较 得 定 , 见 后 文 
自明 ， 
在 求 变 分 时 ,我们 分 两 项 求 


3|R /adz = [RiCer =D dzt er SEBR zs 
注意 到 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变 分 是 张 量 ,里 奇 张 量 的 变 分 可 以 简单 地 用 协 变 导数 


表达 ,上 式 第 二 项 可 化 为 面积 分 因而 对 变 分 方程 无 贡献 .具体 步骤 如 下 (参考 习题 
14.3 至 14.5); 


MV— gg” Rm = V— gg” (OT) — (OT ),,} 
= Vg{g"dT, 一 ge8I2) 
= {VTg(g"6T, — gr ))},. 
在 上 式 第 一 项 中 ,利用 ( 仿 习题 14. 6 与 14. 7 求 导数 的 作法 ) 
bm 一 一 grgr6gw，8 V 一 区 一 VC 区 于 gr8gn， 
得 


Radlg” VB)— Rs V 一 5( 一 ergr 十 于 srer jg 
= 一 (2” > 到 Re ) V— gbgn» 
所 以 有 引力 场 作用 量 的 变 分 公式 
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ls =— 66 |(R" — Re" ) Beedz 
其 他 场 作用 量 也 满足 广义 协 变性 ,也 是 标量 对 标量 积分 元 的 积分 ,一 般 在 其 满足 洛 
伦 效 协 变性 的 作用 量 中 引入 引 力 势 适 当 改造 便 得 , 例 见 下 节 和 后 面 第 14. 7 节 . 其 
对 引力 势 的 变 分 部 分 我 们 规范 化 写 为 (这 样 定义 其 他 场 的 广义 能 量 动量 密度 张 量 
Tw) 
axa 一 一 去 | TR 二 Bg,.d'z 十 对 其 他 场 变量 变 分 的 部 分 . 


将 引力 场 作用 量 和 其 他 场 作用 量 相 加 而 变 分 ,可 见 综合 作用 量 原理 同时 给 出 其 他 
场 计 及 引力 作用 的 运动 方程 (从 对 其 他 场 变 量变 分 得 来 ,具体 例 见 下 节 和 后 面 第 
14.7 节 ) 和 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 (其 他 场 以 其 各 自 的 T* 表现 为 引力 场 的 可 玖 加 的 
源 ). 


Re — 直 Rg” 一 一 8rGT”. 


这 样 得 到 的 引力 场 方程 组 是 不 独立 的 ,引力 势 有 解 但 不 定 ,证 明 如 下 ( 见 狄 拉 
克 书 ). 设 满足 广义 协 变性 的 作用 量 和 其 变 分 为 
I= fz V=&gd'z, ol = [x /= Bgwd'z, 
其 中 了 为 标量 而 N“ 为 由 上 面 变 分 公式 定义 的 二 阶 反 变 对 称 张 量 . 考虑 下 列 不 改 
变 积分 边界 的 坐标 变换 如 
Xz? 二 十 刀 ， 以 二 0 在 边界 处 ， 
这 样 ,作用 量 的 积分 区 域 不 变 , 而 从 广义 协 变 性 得 
L=1L' 和 Vgd'z = V=g dz ,所 以 工 一 了 
现在 取 bt 为 一 级 无 穷 小 ,从 二 阶 协 变 对 称 张 量 的 坐标 变换 得 
gir) 一 gw 2 = gm 一 8npb4 — gab',’s 
这 相当 于 在 原 坐 标 系 中 作 如 下 变 分 (注意 变 分 时 坐标 不 变 7 
bg = BCz) 一 go 一 一 Be 一 Bab 一 ob 
我 们 可 以 利用 上 面 的 变 分 公式 来 计算 这 已 知 恒 等 于 零 的 量 到 一 级 无 穷 小 . 经 过 分 
部 积分 并 注意 无 穷 小 的 坐标 变换 的 任意 性 ,我 们 得 ,参考 习题 14. 6， 


0=61= [zazrovr TD, BN" v 二 名 wd， 


故 Nr vV 王 区 ,一 于 Ne 二 5 一 VEN 一 0 或 N 一 0， 


即 有 普遍 定理 “由 广义 协 变 作用 量 对 引力 势 变 分 导出 的 二 阶 反 变 对 称 张 量 的 协 变 
散 度 恒 等 于 零 ” 如 将 上 述 定理 用 到 引力 场 作用 量 上 , 则 得 出 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 
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组 左 侧 满足 熟知 的 比 安 基 (L. Bianchi-Lucat) 微 分 恒等式 ,表明 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 
程 组 不 独立 ,其 有 解 条 件 为 方程 组 右 侧 须 同样 不 独立 . 这 条 件 恰好 因为 其 他 场 的 作 
用 量 也 满足 广义 协 变性 ,所 以 上 述 定理 同样 适用 而 满足 . 这 保证 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 
程 组 不 矛盾 ,有 解 但 不 定 . 这 都 是 广义 协 变性 的 必然 后 果 , 解 的 不 定 的 根源 ,归根 到 
底 , 来 自 坐 标 可 以 作 广义 变换 . 


14.3 电磁场 作用 量 与 物质 场 作 用 量 举例 


在 这 节 中 我 们 将 给 出 引力 场 而 外 的 其 他 一 些 场 的 作用 量 ,考虑 了 引力 作用 , 它 
们 都 满足 广义 协 变性 的 要 求 , 与 狭义 相对 论 中 的 相应 的 作用 量 比较 , 除 积分 元 增加 
引力 势 行列 式 的 平方 根 外 ,有 关 的 洛 伦 兹 标量 也 要 改造 为 广义 协 变 的 标量 ,这 常 由 
用 引力 势 张 量 蔡 换 闵可夫 斯 基 度 规 张 量 而 完成 . 本 章 关 于 电磁 量 将 采用 高 斯 单 
位 制 . 


14.3.1 电磁 场 作用 量 


电磁 场 的 独立 场 变量 为 电磁 势 协 变 矢 量 , 其 四 维 协 变 旋 度 (关于 协 变 导 数 请 参 
考 习 题 14.4) 与 四 维普 通 旋 度 相等 ,为 二 阶 协 变 反 对 称 电磁 场 张 量 ( 见 第 4 章 ) 
F, = A — A,, = A — Ma 
电磁 场 张 量 的 协 变 循环 散 度 等 于 其 普通 循环 散 度 ,而 恒 等 于 零 
Foa Fast Pn, = Fra Fon Fs = 0. 
引入 V 一 5 因子 并 改 用 引力 势 张 量 代替 闵可夫 斯 基 度 规 张 量 提升 指标 , 则 得 推广 改 
造 为 广义 协 变性 的 电磁 场 作用 量 如 下 : 


Ep gd 
i= 去 JF VCgdtz 


3 二 | 已 Fegrgr v 一 gd'zi 
其 变 分 为 


ae 一 一 当 4 Vv 本 gwd'z 十 让 [A BA,d'z, 
其 中 


i x 
Te = ar" 十 TAFE E 


为 电磁 场 对 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 右 侧 中 Tr 的 贡献 .综合 作用 量 原理 同时 还 给 出 无 
源 的 电磁 场 运动 方程 (参考 习题 14. 6) 
(Fr V—g), = V 一 SF 一 0. 
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从 电磁 场 的 定义 和 运动 方程 容易 验证 协 变 散 度 为 零 的 恒等式 
Tene, ——EFo Fs + EF” (Fs + Fest Fs) = 0 


又 显然 有 缩 并 为 零 的 恒等式 
Toews = 0. 


14.3.2 物质 连续 分 布 作用 量 


描写 连续 物质 运动 时 ,我 们 用 基本 变量 如 ,其 物理 意义 如 下 . p"dz'dz*dz? 为 
某 时 刻 体 积 元 dz:dz?*dzs* 内 的 物质 量 , 而 加 dz*dz*dz: 为 时 间 间 隔 dz" 内 流 过 面 
元 dz?dz3 的 物质 量 . 假定 物质 守恒 ,所 以 有 连续 方程 pr*,, 二 0. 作 变 分 时 , 设 每 一 物 
质 元 作 无 穷 小 虚 位 移 忆 (br 是 矢量 ) ,我 们 来 求 基本 变量 的 相应 的 变 分 6p*. 首先 考 
虚名 二 0 的 特殊 情况 , 即 在 三 维 空间 中 作 同 时 的 虚 位 移 . 在 某 很 小 的 三 维 体积 V 内 
物质 量 的 变化 等 于 由 于 虚 位 移 而 通过 其 界面 移出 的 物质 量 的 负 值 

8 | jedrdrzdrm = 一 [artrds.， 
此 处 dS, 代表 VV 的 界面 元 ,而 ~ 只 对 一 1,2,3 求 和 . 利用 高 斯 定理 将 上 式 右 侧 化 
为 三 维 体积 分 并 缩小 Y 到 极限 ,得 
6p" =— (pb)., (b= 0). 
其 次 考虑 ix 正比 于 pr 的 特殊 情况 , 即 每 一 物质 元 沿 其 运动 的 轨迹 作 虚 位 移 , 从 而 
1 不 变 , 即 有 6 太一 0. 综合 上 述 两 种 特殊 情况 ,我们 得 普遍 公式 
6p" 一 〈 记 0 一 加 0 ) 

注意 在 变 分 中 物质 元 的 虚 位 移 是 独立 的 . (我 们 这 儿 推 导 依照 狄 拉克 ,而 福 克 的 推 
导 用 拉 格 朗 日 坐标 和 欧 拉 坐标 间 的 变量 变换 则 较 繁 . ) 在 综合 作用 量 原理 中 利用 上 
面 公式 ,经 过 分 部 积分 后 ,再 令 每 个 br 的 系数 为 零 , 则 得 物质 的 运动 方程 . 下 面 举 
例 说 明 . 

1. 忽略 物质 内 部 应 力 时 的 简单 物质 的 作用 量 

引入 简写 

= 2 
VEmp'p” 


mV = Vs 


所 以 有 恒等式 
Bmv'V" = wz = 1. 
又 令 
EPP pV, 
此 处 o 为 标量 ,前面 物质 守恒 的 连续 方程 即 化 为 协 变形 式 ”， 
Ps = (pv V—8),, = V— gpv),, = 0; 
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比 张 量 多 一 个 一 8 因子 的 量 又 常 称 为 张 量 密度 ,如 pr 和 6p* 都 是 反 变 矢量 密度 . 
简单 物质 作用 量 


I =—|e pt =-| VBP pr dz 
满足 广义 协 变 性 要 求 . 其 变 分 为 

—_1 [ppdgp. 4 gab'Op” 1 
8T。 一 d dx， 
2 I VE ] VBA 
这 里 第 一 项 给 出 对 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 右 侧 中 的 贡献 
Te = ER 
Vgmp'p” V—g8 

而 其 第 二 项 ,在 代入 变 分 8z* 的 表达 式 后 经 过 如 下 变化 
-| prd'z=— Jo Cpbr — pb'),d'zr 


= purv’s 


= J — vn) pord'r 


= IK — vw)pv V8"dtz, 
而 给 出 简单 物质 的 运动 方程 (注意 有 vv, 二 0) 


po 一 和 
从 连续 方程 和 运动 方程 容易 验证 协 变 散 度 为 零 的 恒等式 
Twp 三 wov)。 十 pv"uov 一 0. 
2. 物质 带电 时 的 作用 量 
如 物质 带电 而 电荷 守恒 , 仿 上 面 物质 守恒 的 描述 ,我 们 引入 
P00 Fm Bh VE 
式 中 为 决定 电荷 密度 的 一 个 标量 . 这 时 综合 作用 量 中 , 除 引力 场 作用 量 , 电 磁场 
作用 量 , 物 质 作用 量 外 尚 须 加 上 如 下 的 带电 作用 项 ， 
交 =— [4.7* VCgdtz = 一 [Adzi 
而 在 变 分 时 须 利 用 类 似 的 表达 式 ( 式 中 虚 位 移 六 同 前 》 
dF = (For 一 Fo。 
在 综合 作用 量 原理 中 
oIg = 3 十 3 十 ar 十 ,= 0. 
对 引力 势 的 变 分 给 出 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 , 右 侧 中 源 项 包括 电磁 场 的 贡献 与 连续 
物质 分 布 的 贡献 ,二 者 的 公式 形式 同 前 ， 


Re 一 去 Rer —— 8xG( Te, + TE), 
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对 电磁 势 的 变 分 则 给 出 有 源 的 电磁 场 运动 方程 ( 源 来 自 带电 项 ) 
有 一 xj 
对 物质 元 作 虚 位 移 则 给 出 受 洛 伦 兹 力 的 带电 物质 的 运动 方程 
pov + FJ* = 0. 
容易 验证 
Ta 一 有 
所 以 电磁 场 的 和 物质 的 T* 加 在 一 起 才 满足 协 变 散 度 为 零 . 
3. 理想 流体 的 物质 作用 量 
在 理想 流体 的 近似 下 ,单位 质量 物质 的 炉 ( 即 比 炉 ) 不 变 , 运 动 中 的 压缩 是 绝热 
的 ,压强 p 和 单位 质量 的 内 能 ( 即 比 内 能 )e 只 随 物质 的 密度 p 变化 . 其 物质 作用 
量 为 
In =— J(p+pe) V—gd'zr =- JF VM—gd'zr; 
式 中 比 内 能 与 比 体积 的 变化 间 有 绝热 关系 
de+pd( 广 )= 0， 即 ds=0. 
计算 其 变 分 时 ,我 们 得 
an 一 | 和 gE /gapd'z— [FG /= dz 


= | 让 so /Dt | (oF) Va 
= 至 人 oa 让 ow V— gg . 2 


+|(e 生 一 F) 二 全 eragedt 
对 引力 势 变 分 部 分 给 出 对 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 右 侧 的 贡献 


Te 一 到 一 (e 蔚 一 Pjer， 


对 物质 元 虚 位 移 部 分 ,经 过 如 下 变化 ， 
| opr d's | EA prb") dz 
= |»[ (We).— (Fr"), ds 
=J{z 先 (2 w :4 z[ (SP)» ($$) J) 
给 出 理想 流体 的 运动 方程 
po + CAA o( 坚 ) 一 0. 
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代入 


dp 
后 ,运动 方程 明显 表明 压强 的 梯度 力 
(p+pet pvv,, = ps — Veo pss 
而 TY 也 明显 表达 为 常用 的 公式 
Tr = (p+pet+ pv — pe”. 

注意 上 式 右 侧 含 p 的 两 项 有 时 合并 写成 一 项 , 即 单 位 体积 中 的 能 量 ,不 区 分 守恒 的 
物质 的 静 能 和 依赖 于 压缩 的 内 能 . 和 以 前 一 样 ,从 连续 方程 和 运动 方程 容易 验证 
Tw 协 变 散 度 为 零 的 恒等式 ,这 在 原来 的 用 下 的 表达 时 更 清楚 


Too = (pv'),, Po, +ov (Gr). (Gen F) 一 0. 


14.4 有限 物 质 分 布 的 弱 引 力 非 相对 论 近似 


对 于 有 限 的 物质 分 布 , 我 们 将 证 明和 牛 顿 引力 理论 是 爱 因 斯 坦 引力 理论 的 非 相 
对 论 近 似 , 并 验证 爱 因 斯 坦 引 力 场 作用 量 中 的 数值 系数 的 选 定 是 合适 的 . 

不 像 在 其 他 节 中 取 真 空中 光速 为 1, 在 这 节 中 我 们 将 保留 时 间 和 空间 的 不 同 
量 纲 ,用 表示 真空 中 光速 .下 列 近 似 值 ,更 明显 地 显示 有 关 量 的 量 纲 . 

GCm6.7X10 ma。kg:。s2，c 和 3X10m。s 1， 
Gye 之 7.4X10-2 me kg!, G/c 8.2X10 mT 

为 恢复 已 取 真 空中 光速 为 1 的 方程 ,只 须 检查 每 项 中 各 因子 的 量 纲 ,补充 c 的 适当 
的 窒 , 以 求 各 项 的 量 纲 一 致 便 得 . 

我 们 用 UU 表示 有 限 物 质 的 牛顿 引力 势 ( 一 U 为 单位 质量 的 引力 势能 ,所 以 其 
量 纲 为 速度 的 平方 ) ,在 大 多 数 情 况 下 ,牛顿 引力 势 的 值 远 比 真空 中 光速 的 平方 为 
小 ,我 们 称 之 为 弱 引力 情形 . 由 于 牛顿 引力 势 与 牛顿 引力 常量 成 正比 ,所 以 数学 上 
可 用 G 很 小 表示 弱 引 力 . 取 协 变 张 量 引力 势 ( 无 量 纲 量 ) 为 

gm = Mn + OO), 

其 中 加 为 阅 可 夫 斯 基 时 空 的 度 规 张 量 . 经 过 分 部 积分 , 爱 因 斯 坦 的 引力 场 作用 量 
中 的 分 子 化 为 含 引力 势 一 阶 偏 导 的 二 次 式 的 积分 ,所 以 含 因 子 G 的 二 次 方 . 除 以 分 
母后 , 爱 因 斯 坦 的 引力 场 作用 量 仍 含 因子 G 的 一 次 方 . 当 令 G 趋 于 零 时 , 爱 因 斯 坦 
的 引力 场 作用 量 也 趋 于 零 , 而 其 他 场 的 作用 量 则 趋 于 相应 场 的 狭义 相对 论 的 作用 
量 . 这 个 极限 情形 可 以 称 为 零 引力 情形 . 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 右 侧 来 自 其 他 场 的 源 
项 所 满足 的 协 变 散 度 为 零 的 恒等式 ,在 零 引 力 情形 下 , 即 退化 为 狭义 相对 论 的 普通 
散 度 为 零 的 能 量 动 量 守恒 的 恒等式 ,所 以 习惯 地 又 常 称 此 源 为 其 他 相应 场 的 ( 广 
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义 ) 能 量 动量 密度 张 量 . 以 上 讨论 表明 ,在 弱 引 力 情 形 ,引力 势 有 G 的 等 级 数 形式 的 
解 . 同时 也 附带 说 明了 ,引入 引力 而 后 使 之 趋 于 零 也 是 求 其 他 场 在 狭义 相对 论 情形 
下 的 能 量 动量 密度 张 量 的 一 个 做 法 ( 例 见习 题 14. 8). 

现在 考虑 非 相对 论 近 似 , 数 学 上 取 c 趋 于 无 穷 大 . 为 此 ,我 们 必须 先 恢复 上 两 
节 作用 量 中 由 于 令 一 1 而 丧失 的 因子 ,这 可 由 检查 量 纲 而 补 出 . 注意 到 引力 势 gm 
为 无 量 纲 量 ,所 以 R 的 量 纲 为 长 度 的 负 二 次 方 .我 们 取 定 作用 量 的 量 纲 为 能 量 乘 时 
间 的 量 纲 ,作用 量 应 为 能 量 密度 对 三 维 空间 和 一 维 时 间 的 积分 . 这 样 ,四 维 空间 的 
积分 元 应 除 以 ,而 爱 因 斯 坦 的 引力 场 作用 量 中 的 R/G 应 补充 c 的 四 次 方 因子 , 简 
单 物质 作用 量 中 的 量 纲 为 质量 密度 的 p 或 p* 应 补充 c 的 二 次 方 因子 . 以 使 被 积分 
量 达到 能 量 密度 的 量 纲 . 恢复 了 这 些 因子 后 的 综合 作用 量 ,以 简单 物质 连续 分 布 为 
例 为 


有 = 证 RE 上 一 Verprp Sz. 
对 引力 势 变 分 得 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 组 
R” 一 二 Re 一 一 8r Gporw’. 
利用 缩 并 和 uw 的 定义 ,上 式 经 过 移 项 和 降低 指标 可 改写 为 
Rn 一 一 B60 (v0, 一 去 ge) 
注意 ,由 于 p 具 有 质量 密度 的 量 纲 ,这 里 牛顿 引力 常量 出 现时 总 带 有 < 的 负 二 次 方 
因子 ;这 表明 有 限 物质 分 布 的 引力 ,在 非 相 对 论 近 似 下 ,总 是 弱 引 力 情形 ,所 以 有 
gn 一 加 十 0(G) = 加 十 0 (对 )= 加 十 0( 诗 ). 
在 非 相 对 论 近 似 下 又 有 
pipr=w :wy = :c=0(+), n= 1,2,3. 
为 与 牛顿 质点 力学 相 比较 ,我 们 注意 , 当 将 连续 质量 分 布 抽象 为 质点 时 , 须 取 
p" 一 3(zl 一 Zi(t)8(z 一 (ti)8(z — x(t)), 


其 中 z(t) ,zz(D ,zi (2) 为 质点 在 t 时刻 的 位 置 ,而 m 为 守恒 的 质量 . 这 样 ,简单 物 
质 的 作用 量化 为 质点 的 作用 量 


LL = 一 mc [Ya go C2"/c) + gu CE"2'/c) dt, 


其 中 衬 " 一 dz"/dt 为 质点 在 t 时 刻 的 三 维 速度 . 利用 上 述 近似 估计 ,上 式 根 号 项 准 
到 c 的 负 二 次 方 级 时 ,我 们 得 


=|J[ me 十 辐 (四 六 十 时 (2 十 轨 (2)? 一 me ge dr. 
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将 这 与 牛顿 力学 中 质点 在 牛顿 引力 势 下 的 作用 量 比 较 , 注 意 拉 格 朗 日 量 差 个 常量 
不 影响 运动 方程 ,又 注意 质点 的 势能 等 于 其 质量 乘 以 负 牛 顿 引力 势 ,所 以 ,我 们 只 
需 检查 下 式 是 否 成 立 

-1 加 
为 此 ,我 们 考察 改写 后 的 py 二 v= 二 0 的 引力 方程 . 利用 上 述 近 似 估 计 , 只 要 求 准 到 
的 负 二 次 方 级 时 ,这 方程 简化 为 


Ro =—1 Ve =— ee. 


《在 计算 其 左 侧 时 ,注意 到 引力 势 的 一 阶 偏 导 为 c 的 负 二 次 方 级 的 量 , 故 其 二 次 项 
均 可 不 计 . 而 在 引力 势 的 二 阶 偏 导 诸 项 中 ,对 时 间 偏 导 的 项 又 再 增加 的 负 方 次 ， 
也 可 不 计 . 在 所 剩 下 对 空间 坐标 的 二 阶 偏 导 诸 项 中 ,其 系数 也 只 需 代 人 其 零 级 近似 
的 值 . 在 计算 其 右 侧 时 ,由 于 已 有 < 的 负 二 次 方 因子 ,其 余 各 项 只 需 代入 其 零 级 近 
似 量 . ) 将 这 式 与 牛顿 引力 势 的 泊 松 方程 VzU 一 一 4rGp 比较 ,并 注意 到 前 面 关 于 弱 
引力 情形 的 讨论 , 便 看 出 ,我 们 要 检查 的 方程 的 确 成 立 , 并 且 引 力 场 作用 量 中 的 数 
值 系 数 也 选用 得 合适 . 上 面 非 相 对 论 近似 的 讨论 ,也 明确 了 坐标 在 非 相 对 论 近 似 下 
的 近似 的 物理 意义 . 
如 只 作 质 点 的 抽象 而 不 作 非 相对 论 的 近似 , 则 质点 的 作用 量 为 


Je 一 = mc Vgmdzr’dr’). 
这 时 ,质点 运动 的 轨迹 可 用 黎 曼 几何 中 的 短程 线 表示 
olas =0, di = gudrdr. 


这 里 弧 长 元 是 广义 坐标 变换 的 不 变量 ,而 引力 势 张 量 表现 为 黎 曼 几 何 的 度 规 张 量 . 
以 短程 线 的 弧 长 为 独立 变量 ,短程 线 方程 取 如 下 形式 


dr dr de 
dr tls ds ds™ 
如 取 四 维 速度 
_ dz 
v= dds" 
则 有 归 一 化 恒等式 


Bov'v’" = 1. 
这 恒等式 也 是 短程 线 微分 方程 的 第 一 积分 . 无 疑 , 对 质点 运动 的 上 述 几何 表示 给 爱 
因 斯 坦 以 引力 理论 的 物理 几何 化 的 启迪 . 又 对 连续 分 布 的 简单 物质 ,几何 化 的 表示 
也 很 简单 , 即 一 束 短程 线 互 不 干扰 .对 连续 分 布 的 四 维 速度 场 ,有 
dr _ dv dz 


dr de po 
EE 
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所 以 ,一 束 短程 线 的 微分 方程 

Ps + Tv') = vt = 0, 
即 是 前 面 从 简单 物质 作用 量 经 变 分 得 到 的 运动 方程 . 在 后 面 ,我 们 还 将 证 明 , 对 电 
磁 波 的 传播 ,如 作 几 何 光 学 近似 时 ,短程 线 ( 弧 长 为 零 ) 的 几何 描述 也 成 立 .但 考虑 
到 物质 内 部 的 压强 或 物质 带电 时 , 非 引 力 的 其 他 作用 出 现 , 物 理 几 何 化 便 不 那么 简 
单 .在 本 书 中 ,我 们 将 不 特别 强调 物理 几何 化 这 个 观点 . 


14.5 谐 和 条 件 为 物理 条 件 


在 本 书 中 ,我 们 将 采用 周 培 源 的 观点 ,对 广义 相对 论 增加 四 个 只 满足 洛 伦 兹 协 
变性 的 谐 和 条 件 为 物理 条 件 以 抵消 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 求解 的 不 定性 ， 
一 er 长 = 疡 ce VB), = 0i 
而 运动 学 的 背景 时 空 则 认为 仍 是 狭义 相对 论 的 闵可夫 斯 基 时 空 . 这 样 ,与 实际 的 联 
系 至 少 在 物理 思维 上 是 直接 的 . 这 与 以 前 爱 因 斯 坦 等 在 物理 几何 化 的 观点 下 ,在 黎 
曼 时 空中 为 方便 而 引入 谐 和 坐标 在 物理 解释 上 有 所 不 同 .我们 不 强调 广义 相对 论 
为 时 间 空 间 和 引力 的 理论 ,而 认为 广义 相对 论 为 描述 引力 效应 的 更 精确 的 引力 理 
论 , 其 运动 学 的 背景 时 空 仍 是 狭义 相对 论 的 闵可夫 斯 基 时 空 ,与 电动 力学 或 相对 论 
性 量子 力学 中 的 时 空 一 至 
谐 和 坐标 满足 谐 和 算 符 作用 在 标量 上 的 谐 和 方程 
0= Dp= ge" (po.), = 8"{(9..),— I (pg)} 
一 (gp 。 疡 ce (=D.. 
令 标量 为 谐 和 坐标 p 一 z*,p.。 =X 便 得 到 上 面 同样 的 谐 和 条 件 为 坐标 条 件 . 周 培 源 
强调 谐 和 条 件 为 物理 条 件 即 是 强调 物理 解释 上 的 不 同 ,而 这 在 处 理 物理 问题 时 才 
明显 ( 见 后 面 几 节 ). 
谐 和 条 件 的 数学 作用 则 是 把 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 组 分 离 , 使 每 个 方程 的 二 阶 
偏 导 项 简化 为 引力 势 的 一 个 分 量 被 相同 的 谐 和 算 符 所 作用 . 如 用 省 略 号 代表 一 阶 
偏 导 的 二 次 式 , 则 有 
R,= sy 一 yA 十 … 


1 
= 8 (8e 一 Bo 一 Bo 十 ge) 二 


Se 
此 处 ,最 后 一 步 用 了 谐 和 条 件 . 因为 缩 乘 后 的 谐 和 条 件 为 
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—g" 去 (gr 十 gs 一 ge) 一 0 
再 取 其 偏 导 , 得 
一 gm + 六 erg = 


可 见 Re 中 前 三 项 恰好 可 并 和 人 省 略 号 . 这 样 , 在 有 限 物 质 分 布 的 弱 引 力 情形 下 , 准 到 
G 的 一 次 方 , 在 远离 物质 处 , 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 化 为 常见 的 波动 方程 . 爱 因 斯 坦 
如 此 预见 了 引力 波 的 存在 ,虽然 实验 室 观 测 至 今 尚 难 确定 . 增加 了 谐 和 条 件 , 上 面 
的 数学 讨论 表示 弱 引 力 情形 下 用 G 的 震级 数 展开 逐步 近似 求解 是 可 行 的 . 爱 因 斯 
坦 等 曾 这 样 计算 过 两 体 问题 . 非 线 性 项 使 得 计算 复杂 ,可 参考 福 克 的 书 , 但 如 只 要 
求 准 到 G 的 一 次 方 , 增 加 了 谐 和 条 件 使 上 节 中 改写 的 引力 场 方程 左 侧 的 近似 
Re ~ 到 gr 

普遍 成 立 ,而 右 侧 括号 中 量 ( 准 到 G 的 零 次 方 ) 是 显然 的 . 所 以 对 静止 的 有 限 物 质 分 
布 ,引力 势 有 普遍 而 简单 的 解 如 下 : 

gw =1—2U, gn = (—1—2U)6,, go =0, 
其 中 口 为 相应 的 牛顿 引力 势 ( 非 静止 情况 见 福 克 书 ). 

请 特别 注意 , 谐 和 条 件 不 是 广义 协 变性 的 方程 ,只 满足 洛 伦 效 协 变性 . 如 作为 
坐标 条 件 , 用 标量 的 谐 和 方程 形式 来 表达 时 , 谐 和 算 符 倒是 广义 协 变性 的 ,但 标量 
只 能 用 直角 坐标 ,因为 它们 才 是 谐 和 坐标 . 我 们 这 里 用 具有 球 对 称 的 静止 的 引力 场 
为 例 来 加 以 说 明 . 用 指标 0 和 区别 时 间 和 三 维 空间 ,并 设 引 力 势 不 依 赖 于 时 间 ， 
容易 验证 引力 势 张 量 和 克 里 斯 托 费 尔 符号 及 里 奇 张 量 的 带 奇数 个 指标 0 的 分 量 皆 
为 零 . 由 于 球 对 称 , 引 力 势 的 直角 坐标 分 量 ( 对 三 维 空间 总 用 上 指标 ,用 拉丁 字母 ， 
拉丁 指标 重复 包括 对 1,2,3 求 和 ) 一 定 有 如 下 形式 : 

BEo = gm 一 7 Bon 一 0 
其 中 无 量 纲 量 Z,Y,X 只 是 二 (zx'z')” 的 函数 . 利用 矩阵 用 本 征 矢 和 本 征 值 的 表 
达 的 数学 定理 ,从 上 式 得 其 逆 矩 阵 的 类 似 表达 (本 征 值 取 倒数 ) ; 


o0 一 和 一 sa FE ph i 
g Zs a 7 XxX (® 六 )， Bo 一 0 


而 行列 式 为 本 征 值 (注意 到 简 并 度 ) 的 乘积 , V 一 5 一 ZYX?( 这 两 个 结果 也 可 直接 计 
算得 到 ). 将 它们 代入 谐 和 条 件 , 指 标 为 0 的 方程 恒 等 满 足 ,指标 为 /的 方程 给 出 一 


个 共同 的 方程 ,其 中 算 符 D 为 是 的 缩写 


(a YE)» = 到 [一 27Z 十 (2 十 D)CX2Y 1Z)] 一 0. 
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这 方程 除 以 V 一 g 的 两 倍 后 又 可 写 为 
1.:1+:1/DX_1lDY,1DZ\_, 
Re + 元 ( < ) 


计算 其 他 广义 协 变性 的 方程 时 ,用 球 坐标 较 直角 坐标 方便 . 这 是 因为 ,在 球 坐标 中 ， 
引力 势 只 有 对 角 的 分 量 不 为 零 ,如 

gmdr’dr’ = Zrdt* — Ydr’ — Xr (dy + sin’0dg’). 
里 奇 张 量 也 只 有 对 角 的 分 量 不 为 零 . 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 以 混 变 张 量 形式 写 来 最 
简单 , 计 三 个 方程 (两 个 角 向 的 方程 等 同 , 详 见 习题 14. 8) ,其 间 有 一 个 微分 恒等式 
联系 . 流体 的 运动 方程 ,由 于 球 对 称 和 维持 静止 ,只 在 径 向 给 出 平衡 方程 


42 dp, 
C++ 十 人 587 一 二 


这 也 是 理想 流体 的 T" 的 协 变 散 度 为 零 的 径 向 方程 ， 
0 一 Ti = (p+pet pv —p.,. 
守恒 的 物质 量 则 为 (注意 对 静止 系 有 邮 Vgo 一 1)， 
[ov=zamdrdn = [erxedrrdr 
从 物理 几何 化 的 观点 出 发 ,可 选用 标准 径 向 坐标 
r= Xr, 
godzrdr” = B(r)dt — Alr)dr? —r’? (do 十 sinzgdgz)3 
即 有 变量 变换 (i ,9 ,yg 则 与 1,0,9 相同 ) 
rX =r, Ydr= VATIdr, Z= VB), 
而 守恒 的 物质 量 不 变 (注意 o 一 5 为 标量 ) 
[me vBarardz = |e Vat Sarr ar’. 
将 前 面 谐 和 条 件 给 出 的 共同 方程 乘 以 -并 进行 算 符 运算 


r(23 十 D) = 2 十 产业 = dy 
dr dr 


再 利用 上 面 变量 变换 关系 , 便 得 
pr” (Bm 中 2 VB IAT Yr = 0 
这 方程 也 可 从 要 求 直角 坐标 rcosg,rsingcosy,rsingsing 作为 标量 而 满足 在 标准 坐 
标 系 中 的 谐 和 条 件 直 接 得 到 , 即 从 
3 J» /3 pe 
5 人 V =0 (zi =7) 
直接 得 到 . 在 流体 外 部 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 ( 详 见习 题 14. 8) 在 标准 坐标 系 中 容易 
求解 (Gm 为 积分 常量 ,通常 省 写 G, 质 量 用 长 度 的 量 纲 ) 
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pa Gm Pp 豆 
Blr)=1 人 ， AGr ) = B75: 


从 上 面 的 二 阶 线性 常 微分 方程 得 通 解 


r= Cr Gm +0 (En ps 1), 
其 中 常数 C; 由 无 穷 远 边界 条 件 定 为 1, 而 常数 C: , 则 需 由 与 流体 外 界面 连续 条 件 
来 定 ( 详 见习 题 14. 8). 从 量 纲 看 ,C: 应 含 界面 半径 为 其 一 因子 ,在 弱 引 力 情况 下 ， 
凡是 要 求 准 到 G 的 二 次 方 项 时 ,含有 C: 的 这 项 便 不 能 忽略 ,因为 有 


r 一 地 一 Gm 十 Cx 了 (7 ) ， S( 到 ) 


r =r+Gm 


r—Gm 3\r 
周 培 源 先生 曾 建 议 在 地 面 上 做 实验 , 测 径 向 光速 与 切 向 光速 之 差 , 以 检验 谐 和 
条 件 为 物理 条 件 的 观点 是 否 正确 . 根据 这 个 观点 的 物理 解释 , 受 地 球 引 力 影响 , 径 
向 光速 与 切 向 光速 , 准 到 G 的 二 次 方 项 时 ,应 有 差别 


径 向 光速 一 切 向 光速 一季 一 芝 ， 
这 是 个 G 的 二 级 效应 ,是 个 小 量 , 比 现在 测量 精度 还 小 好 几 个 量 级 , 但 待 到 测量 精 
度 提高 时 , 须 注意 计 及 Cs 项 ,否则 可 能 误 算 大 几 借 . 又 须 注意 ,用 相同 的 原子 尺 来 
标定 径 向 距离 与 切 向 距离 时 , 则 参考 后 面 14.7 节 关于 原子 半径 的 引力 效应 ,很 可 
能 这 样 标定 的 径 向 距 训 与 切 向 距离 有 同样 的 差别 ,恰好 抵消 径 向 光速 与 切 向 光速 
间 的 差别 . 

关于 水 星 近 日 点 的 进 动 问题 ,通常 用 标准 坐标 处 理 , 近日 点 的 概念 不 因 径 向 华 
标 作 变量 变换 而 有 变动 . 近日 点 在 多 长 时 间 进 动 多 少 角度 也 不 因 径 向 坐标 作 变 量 
变换 (时 间 坐标 和 角 坐 标 都 不 变 ) 而 有 变动 . 所 以 我 们 不 多 讨论 这 问题 . 请 看 参 
考 书 . 
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在 这 节 中 ,我 们 将 考虑 电磁 波 在 给 定 的 引力 场 中 的 传播 ,我 们 特别 考虑 的 情形 
是 一 小 束 光 或 微波 在 一 大 块 物质 如 地 球 或 星体 产生 的 引力 场 中 的 传播 . 在 爱 因 斯 
坦 引 力 场 方程 右 侧 , 这 一 小 束 所 提供 的 源 项 可 忽略 ,引力 势 由 那 一 大 块 物质 所 提供 
的 源 项 决定 . 因此 ,在 研究 这 一 小 束 电磁 波 的 传播 时 ,引力 势 可 认为 给 定 . 后 者 在 时 
间 上 或 空间 上 的 变化 , 比 前 者 的 要 缓慢 得 多 ,所 以 几何 光学 近似 在 这 里 很 适用 . 我 
们 从 包含 引力 势 的 电磁 场 作用 量 出 发 ,得 到 在 引力 场 中 的 电磁 运动 方程 . 这 些 广义 
协 变 的 方程 都 可 用 普通 导数 写 出 ,对 电磁 场 而 言 它们 是 线性 方程 ， 

下 十 Fu 十 Fo 一 0， (Fe V-g),=0. 
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对 振动 的 电磁 场 我 们 采用 实数 的 振幅 和 相位 而 令 

Fw = facosS, Fe V 一 8 一 f" vV 一 gcosS. 
我 们 注意 区 别 空间 或 时 间 不 同 尺度 的 变化 ,相位 的 变化 尺度 最 小 ,是 波长 量 级 ,是 
快 变量 . 振幅 的 变化 尺度 是 传播 距离 ,而 引力 势 的 变化 尺度 是 引力 源 的 尺度 ,这 两 
个 尺度 比 波长 要 大 很 多 量 级 . 振幅 和 引力 势 暂 统称 作 慢 变量 . 区 别 相 位 的 快 变 与 振 
幅 的 慢 变 是 几何 光学 近似 的 核心 0. 在 零 级 近似 下 在 电磁 运动 方程 中 计算 电磁 场 
的 偏 导数 时 ,只 考虑 快 变量 相位 的 变化 而 计 其 偏 导数 ,对 慢 变 量 则 认为 近似 不 变 而 
不 计 其 偏 导数 . 我 们 这 样 得 (注意 提 掉 共同 相位 因子 ) 

Sufm 二 Sn 十 Sofuw 一 0， 
Sr Vg=0, BW Serge’*fo vV 一 5 一 0 
后 面 这 式 可 改写 为 
gfa=0, $=ghs,, $= 5,. 
这 样 ,电磁 运动 方程 给 出 对 电磁 场 振幅 的 线性 齐 次 代数 方程 组 , 八 个 方程 中 只 有 六 
个 是 独立 的 ,而 电磁 场 振幅 共计 为 六 个 变量 ,其 具有 非 平凡 解 ( 即 电磁 场 振幅 不 全 
为 零 ) 的 条 件 为 (将 前 面 那 式 与 * 缩 乘 再 利用 刚才 改写 的 后 式 便 容易 看 出 
ss 一 0， 即 gsisr 一 0， 
这 个 条 件 在 电磁 波 传播 所 到 之 处 必须 处 处 成 立 ,因而 导出 光线 的 运动 方程 . 我 们 将 
证 明 这 与 爱 因 斯 坦 根 据 物 理 几 何 化 的 观点 提出 的 光线 沿 黎 曼 时 空 的 零 短程 线 运动 
是 一 致 的 . 
为 此 ,在 黎 曼 时 空中 令 38x' 代表 在 等 相位 面 上 的 虚 位 移 , 有 
0=65 = Sr = sor’. 
又 令 dz* 代表 沿 光线 方向 的 位 移 , 这 两 个 位 移 互相 垂直 ,有 
&mdz'iz" = 0. 
从 上 两 式 明 显 看 出 有 如 下 的 比例 关系 ， 
gmdz"oc5， 即 dr ccgrsy 一 六， 

因而 电磁 场 振 幅 不 全 为 零 的 有 非 平凡 解 的 条 件 也 可 等 价 地 用 黎 曼 几何 中 的 弧 长 为 
零 来 表达 ， 

0= gss, cc g* gudr'gpdr? 一 goadr’ dxe. 
再 注意 沿 光线 所 到 之 处 有 非 平凡 解 的 条 件 需 继续 满足 , 即 要 求 沿 光 线 上 有 (我 们 用 
d 表 示 沿 光线 上 的 变化 7 

0= d(g*ssp) 一 g%, dx’sass + 2g* sads,. 


参考 玻 恩 与 活 尔 夫 合 着 :《 光 学 原理 ) 第 三 章 ,M. Born and E. Wolf, Principlesof Optics ,Chapter 看 ， 
Pergamon, 1959. 
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考虑 到 前 面 的 比例 关系 和 这 要 求 ,我 们 可 以 沿 光 线 上 选取 适当 参数 p 使 标准 形式 
的 下 两 式 同时 成 立 
= gs,, 
ds, 
bon es, Sp 
这 两 组 一 阶 微分 方程 可 以 称 为 光线 的 运动 方程 . 不 难 验 证 它们 与 下 面 这 组 二 阶 微 
分 方程 等 价 ( 这 与 哈密 顿 方 程 和 拉 格 朗 日 方程 类 似 )， 
dz dze dz 
dp mdpdp 

而 后 者 正 是 黎 曼 几 何 中 短程 线 方程 的 标准 形式 . 零 弧 长 短程 线 只 描述 了 有 非 平 凡 
解 的 条 件 , 描 述 了 光线 的 运动 方程 , 即 描述 光线 的 四 维 位 置 和 四 维 波 矢 . 关于 电磁 
场 极 化 的 信息 则 保存 在 零 级 近似 的 代数 方程 中 . 

几何 光学 近似 还 可 推进 一 步 ( 我 们 称 之 为 一 级 近似 ) 以 考虑 电磁 波 振幅 (因而 
例如 光 强 ) 沿 光线 传播 中 的 变化 . 本 来 在 电磁 场 运 动 方程 中 求 偏 导数 时 , 原 应 对 快 
变量 和 慢 变 量 都 求 偏 导数 ,得 到 的 方程 包含 快 变化 和 慢 变 化 两 部 分 ,分 别 乘 以 相位 
的 正弦 和 余弦 ,但 在 零 级 近似 中 快 变 化 的 方程 已 单独 成 立 . 所 以 ,到 一 级 近似 ,又 得 
慢 变 化 的 方程 (相位 的 余弦 公共 因子 可 提 掉 ) 

frmatfant fw =0, (fr V—8),=0. 

这 些 振幅 的 方程 ,其 形式 与 原来 的 电磁 场 的 运动 方程 完全 相似 , 因此 如 类 似 地 定义 
对 称 张 量 


一 0; 


Tr bd 1 pop 
五 = 一 去 于)P.f"+ 二 (去 ) 广 Prer， 
容易 验证 下 面 的 类 似 的 协 变 散 度 为 零 的 恒等式 
T= i Tg 0. 

这 恒等式 也 可 看 作 是 将 电 六 场 的 Tt 所 满足 的 类 似 的 恒等式 对 快 变化 的 相位 作 
了 平均 而 得 到 的 (所 以 我 们 用 了 带 模 的 符号 并 引入 因子 1/2, 后 者 代表 相位 因子 
平方 的 平均 值 . ) 当 然 ,电磁 波 的 振幅 , 除 满足 这 些 一 级 近似 的 微分 方程 外 ,还 须 清 
足 零 级 近似 中 的 代数 方程 

注意 上 面 关于 几何 光学 近似 的 做 法 并 未 用 到 谐 和 条 件 . 其 零 级 近似 给 出 的 光 
线 在 引力 场 中 的 途径 ,可 以 用 零 短程 线 描述 和 处 理 ,结果 与 坐标 变换 无 关 . 例如 关 
于 太阳 引起 的 光线 偏 折 , 已 在 标准 坐标 系 中 详细 讨论 过 ,请 看 参考 书 . 我 们 这 里 
从 略 . 

现在 我 们 引入 谐 和 条 件 为 物理 条 件 , 亦 即 赋予 谐 和 坐标 以 时 间 和 位 置 ( 合 称 为 
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四 维 位 置 ) 的 物理 意义 , 则 相位 对 时 空 的 偏 导数 亦 有 明确 的 物理 意义 , 即 是 角 频 率 
和 波 矢 ( 合 称 为 四 维 波 矢 ). 这 可 从 零 引 力 即 狭义 相对 论 情况 下 明显 看 出 ， 
S=p+wot—khr= gt —hkr — kr — hz = y+ Srr. 

这 时 ,相位 对 时 空 的 偏 导数 是 常量 . 而 在 有 引力 的 情况 下 ,这 些 量 , 在 几何 光学 近似 
中 , 则 是 慢 变 量 .上面 零 级 近似 的 光线 运动 方程 即 描述 四 维 波 矢 和 四 维 位 置 沿 光线 
上 的 变化 的 方程 组 . 

对 于 静止 的 引力 场 ,所 有 引力 势 分 量 都 不 依赖 于 时 间 , 所 以 从 光线 运动 方程 明 
显 看 出 频率 在 传播 中 是 不 变 的 . 其实, 不 作 几 何 光 学 近似 ,直接 从 电磁 场 运动 方 
程 , 也 可 看 出 这 时 电磁 场 有 频率 为 常量 的 解 ). 引力 势 对 空间 坐标 的 依赖 则 使 波 矢 
发 生变 化 因而 导致 光线 的 偏 折 . 当然 ,对 依赖 时 间 而 变化 的 非 静 止 引力 场 ,频率 在 
传播 中 将 发 生变 化 , 见 再 下 节 . 又 ,即使 对 于 静止 的 引力 场 ,一 原子 在 不 同 大 小 的 引 
力 势 作用 下 发 射 光波 ,其 频率 也 有 变化 ,因为 原子 的 能 级 已 发 生变 化 ,这 与 有 电磁 
势 时 的 斯 塔 克 (J. Stark) 效 应 或 塞 曼 (P. Zeeman) 效 应 一 样 , 是 个 需 用 量子 力学 处 理 
的 引力 效应 , 见 下 节 . 


14.7 引力 场 中 原子 能 级 和 原子 半径 的 变化 


14.7.1 推广 的 狄 拉 克 方程 和 电子 场 作用 量 


首先 我 们 需要 考虑 在 引力 场 存在 时 狄 拉克 方程 应 如 何 推广 . 这 是 因为 ,如 在 本 

章 14.2 节 所 做 过 的 ,从 满足 狭义 相对 论 要 求 的 作用 量 出 发 ,推广 和 改造 使 之 满足 
广义 协 变性 比较 容易 . 并 且 这 个 问题 早已 为 多 人 研究 ,理论 比较 成 熟 . 其 要 点 我 理 
解 为 ,根据 数学 家 嘉 当 所 著 ( 旋 量 理论 )0, 狄 拉克 所 引入 的 四 分 量 的 旋 量 ,即使 在 
黎 曙 几何 中 , 仍 是 一 个 局 部 的 洛 伦 兹 群 的 表示 ,在 一 点 的 局 部 附近 ,的 确 存在 这 样 
的 洛 伦 兹 群 可 供 利 用 . 比如 可 以 利用 一 次 微分 式 (不 一 定 可 积 ) 将 黎 曼 几何 的 基本 
式 写 为 如 下 形式 的 洛 伦 兹 群 的 不 变 式 ， 

gmdr’dr’” = fiwawas wa = omdze. 
更 明显 地 说 ,这 可 先 把 引力 势 对 称 和 矩阵 用 正 交 变换 化 为 对 角 矩 阵 . 再 依 对 角 矩 阵 元 
的 正 负 把 这 对 角 矩 阵 化 为 矩阵 元 为 士 1 的 对 角 符 阵 六 以 实现 ; 

So 一 Oa (Man Aa)Os 一 wm Twa. 
这 里 10 个 g;, 决 定 不 了 16 个 wa ,后 者 有 6 个 自由 度 , 如 熟知 的 无 穷 小 洛 伦 效 变 换 
所 蕴含 ,而 这 与 参考 系 的 变换 有 关 . 在 特殊 情况 gw 为 对 角 和 矩阵 时 ,我 们 约定 wn 也 
为 对 角 矩 阵 ,这 样 避免 变 参 考 系 , 我 们 将 遇 到 这 种 情况 . 这 里 引入 了 大 写 拉丁 字母 


@ E.Cartan,Lesons sur la Theorie des Spinneurs, I et [| , Hermann,Paris,1938, 
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作 洛 伦 兹 群 表示 的 附 标 , 对 这 种 附 标的 升降 ,用 相应 的 度 规 六 处 理 , 如 同 在 狭义 相 
对 论 中 一 样 . 对 原来 的 小 写 希腊 字母 的 广义 变换 附 标的 升降 , 则 仍 用 引力 势 张 量 ， 
如 同 在 广义 相对 论 中 一 样 . 例如 
oa = gwAs 8 = fay wp. 
我 们 注意 这 两 种 附 标 分 别 与 独立 的 两 种 变换 相 联 系 ,比如 ,在 广义 坐标 变换 和 无 穷 
小 洛 伦 兹 变换 联合 作用 时 ,得 
Ax 


wa > wh = EE 十 easu"s). 


只 是 在 零 引 力 即 狭义 相对 论 的 情况 并 限于 线性 的 坐标 变换 时 , 才 可 要 求 wh 一 8 
不 变 ,而 把 上 述 两 种 变换 连锁 起 来 . 
现在 引入 电子 场 ,并 采用 熟 见 的 矩阵 方程 形式 来 缩写 方程 组 . 这 样 便 出 现 数值 
矩阵 7^ 满 足 标准 的 反对 易 关 系 
r7’ + = 2 
在 作 无 穷 小 洛 伦 兹 变换 时 ,这 些 数值 矩阵 不 变 , 而 对 一 列 四 行 和 四 列 一 行 的 旋 量 则 
有 部 知 的 变换 


4 一 多 一 (1 十 Fewr’y jy， 
4 一 乡 一 由 1 一 二 say); 
因而 得 
(gY40) — (#78') 一 《〈%Y4A0) + es $y), 
所 以 有 
ca) > BY) 一 OEY) 
上 面 的 讨论 分 清 了 两 种 变换 的 独立 使 用 和 联合 使 用 . 但 实用 时 只 需 引 和 广义 伽 马 
拢 阵 ( 我 们 这 里 用 大 写 的 G* 表 示 ) 便 可 ;它们 满足 下 列 反对 易 关 系 0. 
G’G’ +G'G* = 2g”.- 
容易 验证 这 广义 人 马 矩 阵 就 是 
G" = fr, 
而 如 上 所 证 ($G*y) 为 广义 协 变 矢量 . 


利用 这 广义 伽 马 矩 阵 , 推 广 并 改造 后 的 电子 场 作用 量 ( 包 括 带 电 作 用 量 在 
内 ) 为 


@ 这 早 由 薛 定 诅 提 出 , 见 E. Schadinger,S. B. preuss. Akad. Wiss. ,105,1932. 
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ee 
十 


二 aaz. 
对 多 和 少 变 分 便 得 到 推广 的 狄 拉 克 方 程 和 其 伴随 方程 


器 -二 ae 人才 + 


1 
十 于 (这 5 十 cv)CV BG) — VEmy=0, 


名 一 去 (一 大和 十 of](V 二 58G") 


上 去 | (站 5 十 oj Vs Vatm = 0. 
从 上 两 方程 分 别 左 乘 以 $ 和 右 乘 以 y 而 相 减 ,得 

T D 

$ 名 一 各 b= {(6%) VE}= 0 
这 表明 概率 守恒 ;概率 密度 归 一 化 方程 为 
[$6°p v=sardrdm = 1. 

因为 电子 场 作用 量 中 已 包含 了 带电 部 分 

| vdzteavGGD) = 一 [Ada 
上 式 也 表示 电荷 守恒 ， 

fF =—e($Gy) VY—g, F,=0. 

与 上 述 概率 密度 的 归 一 化 一 致 ,电子 带电 的 电荷 总 量 为 一 <. 伴随 方程 实 即 为 原来 
方程 组 的 复数 共 亏 方程 组 的 线性 重组 . 如 所 熟知 , 当 取 数 值 甜 阵 满足 如 下 关系 时 ， 


MA = fey, 
即 
P= Vor n=1,2,3), 
则 有 
rr = P= FG =0"7, 
所 以 可 取 


$= 7. 
带 十 字 架 矩阵 的 i 行 j 列 矩 阵 元 为 原 和 矩阵 的 7 行 i 列 矩 阵 元 的 复数 共 思 . 
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14.7.2 类 氢 原 子 半径 和 能 级 及 发 光 频 率 的 引力 效应 


现在 考虑 一 个 电子 在 静止 的 引力 场 和 静电 场 作用 下 的 运动 . 为 简单 起 见 , 取 引 
力 势 如 下 
go = (ho)’ ,gu =— (M1)’, go —=— (A2)’, 
gss 二 一 (X43)*， 其 他 gm = 0. 
在 狄 拉克 方程 中 我 们 只 注意 原子 尺度 的 快 变化 而 忽略 引力 势 的 慢 变 化 即 忽略 引力 
势 的 偏 导 数 , 这 样 , 狄 拉克 方程 简化 为 


{7 人 (大汉 9 steAo)+tr i 52 
此 处 静电 势 来 源 于 设 为 静止 的 原子 核 ， 带 点 电荷 十 Ze, 由 于 原子 核 也 处 于 引力 声 
中 ,在 计算 其 静电 势 时 需 用 广义 相对 论 的 电磁 方程 (原子 核 位置 取 作 原 点 ) 
(Fo v 一 5),。 一 4r(Ze)6(zl)6(Czz)8Cz3)， 
我 们 只 需要 在 原子 尺度 内 求解 静电 势 . 这 时 上 式 左 侧 可 简化 (忽略 引力 势 的 偏 导 
数 , 即 近似 认为 引力 势 为 常量 为 
Bg” 8™ AoAiAsAs Ao.nmn 


再 引入 新 变量 也 一 hz ,… 并 注意 到 Cr) 一 2 ， …, 可 得 


一 ml =0; 


a\, 1av 1B 加 
{(aar) + (327) + (Ber) ja VA 
=— odn(Ze) dz )O(z: BF); 
所 以 A 一 为 魏 ， 7 = (zt 1). 
sh ai 
ee] 3 
人 人 这 可 + 开 + ri ml)y = 0. 
将 这 方程 与 夫 引 力 时 的 多 拉克 方程 比较 可 见 (如 改写 为 哈密 顿 量 形式 ,更 容易 外 
出 ), 类 和 氢 原 子 的 各 个 能 级 都 乘 同 一 因子 ,其 发 光 的 谱 线 频率 因此 也 乘 同 一 因子 (我 
们 用 括号 中 (G=0) 表 示 零 引力 时 的 量 )， 
下 = hoE(G=0) = VBE(G=0), w= Vww(G = 0). 
这 与 用 物理 几何 化 观点 的 本 征 时 间 得 出 的 引力 频 移 是 一 致 的 . 同样 ,从 电子 的 波 函 
数 可 知 电子 云 的 分 布 . 注意 概率 归 一 化 公式 形状 不 变 


[ge°p V 王 gdzldzzdaa Grahamardm 


= |g £2) Dam， 
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形象 地 说 ,原子 半径 沿 三 个 方向 分 别 各 除 一 个 因子 hs ,aa ,Xs. 当 引 力 势 非 各 向 同性 
时 ,一 定数 目的 原子 做 成 的 原子 尺 ,其 长 度 也 随 不 同方 向 而 不 同 . 在 上 面 的 推导 中 ， 
引力 势 的 时 空 分 量 为 零 是 必要 的 ,这 规定 了 静止 的 参考 系 ,而 空间 三 个 正 交 方 向 在 
原子 尺度 总 可 以 选 得 使 引力 势 只 有 对 角 分 量 . 又 从 上 面 的 推导 可 以 看 出 ,如 引力 势 
随 宏观 尺度 时 间 变 化 ,而 对 微观 (原子 ) 尺 度 时 间 求 偏 导数 时 如 同 常量 , 则 上 述 结果 
仍 成 立 . 总 之 ,对 于 发 光 的 谱 线 频率 或 原子 的 半径 所 用 的 相应 因子 ,其 中 的 引力 势 
应 采用 当时 当地 的 值 ,只 要 这 是 慢 变 量 便 可 . 


14.8 一 个 简单 宇宙 模型 的 哈 勃 红 移 


广义 相对 论 提供 了 处 理 很 大 很 大 (甚至 于 无 穷 大 ) 尺 度 的 物质 的 引力 效应 的 可 
能 ,因而 对 宇宙 尺度 的 引力 问题 可 以 进行 一 些 讨论 . 在 本 节 中 我 们 只 将 根据 周 培 源 
的 观点 来 处 理 一 个 简单 宇宙 模型 的 哈 勃 红 移 问 题 , 作 为 上 两 节 关 于 光 的 发 射 和 
传播 中 引力 效应 的 应 用 的 一 个 例子 . 

为 构造 一 个 简单 的 宇宙 模型 ,我 们 作 如 下 的 基本 简化 假设 , 即 所 谓 的 宇宙 学 原 
理 . 我 们 从 地 球 看 天 空 , 星 的 物质 分 布 近似 是 各 向 同性 的 . 再 假设 从 别 的 星球 看 天 
空 也 是 这 样 .那么 大 尺度 平均 的 物质 分 布 一 定 是 均匀 的 . 因为 ,如 果 某 处 物质 较 多 ， 
在 其 附近 便 应 看 出 朝 该 处 方向 比 朝 其 他 方向 有 所 不 同 . 对 各 向 同性 又 均匀 的 物质 
分 布 ,我们 朴素 地 取 如 下 的 简单 的 引力 势 

go = D(t), gu = gu = gs = 一 A(t),， 其 他 gw 一 0 

相应 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 为 


=— 8xGT! = 一 8xGT3 = 一 8rGT3 ， 
0 一 Re = 一 8xGT (y#). 
为 简单 起 见 , 作 为 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 右 侧 的 引力 源 我 们 这 里 只 采用 简单 物质 连 
续 分 布 的 广义 能 量 动量 张 量 Te 一 ov"( 参 见 14. 3. 2 小 节 之 1 段 ). 为 满足 非 对 
角 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 ,流体 必须 是 静止 的 .我 们 还 可 以 包括 各 向 同性 的 益 加 


@® E.P.Hubble,Proc. Nat. Acad. Sci.US. ,15(1929),169;Red-shift in the spectra of nebulae (Halley 
Lecture) ,Clarendon, Oxford, 1934. 
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的 电磁 波 作 引力 源 ,如 黑体 辐射 ,请 见习 题 14. 10, 这 里 暂 不 考虑 . ) 

爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 组 是 不 独立 的 ,其 有 解 条 件 为 

5 罕 二 一 TD) 乞 =0. 
我 们 忽略 了 内 能 e 和 压强 少 一 一 全 一 一 民 一 一 下 ,这 时 有 于 一 0, 而 上 式 即 给 
一 PA 

这 常量 加 即 是 守恒 的 均匀 的 物质 密度 (参见 第 14. 3 节 中 定义 和 物质 守恒 的 连续 
方程 ,注意 对 静止 的 物质 分 布 有 wgo 一 1). 对 于 这 个 简单 的 宇宙 模型 ,我 们 只 有 
一 个 独立 的 引力 场 方程 ,但 有 两 个 变量 ,D 和 A ,所 以 可 容纳 一 个 谐 和 条 件 . 

为 讨论 哈 勃 红 移 ,我 们 将 考虑 从 发 射 处 S( 坐 标 为 azsza) 在 双 一 ts 时刻 发 出 
的 某 特定 (比如 氢 ) 原 子 唉 迁 的 光 , 在 芭 =to 时 刻 到 达 接 收 处 O( 坐 标 为 zzbzb)， 
其 波长 与 接收 处 在 那 时 刻 的 比较 光 的 波长 长 了 多 少 . 用 (G=0) 标 识 不 计 引力 效应 
的 量 , 则 计 及 引力 效应 ,在 ts 时 刻 发 射 的 光 的 频率 为 (根据 14. 7 节 ) 


一 VD(ts)w(G = 0); 
而 发 射 时 的 波长 为 (根据 14.6 节 ， a 
二 到 A 6- = 0). 


Ree 又 各 向 同性 , 根据 14.6 节 ， 
光 在 传播 时 ,三 维 的 波 矢 不 变 , 波 长 也 不 变 . 所 以 ,在 To 时 刻 到 达 O 处 由 S 处 发 来 
的 光 , 其 波长 仍 保持 原来 发 射 时 的 数值 即 仍 为 As, 而 这 时 接收 处 发 出 的 比较 波长 
则 为 (注意 时 间 晚 了 一 些 ,to 二 ts) 


1 
jo 一 (G=0). 
”VA 


定义 红 移 参量 为 


则 


如 果 光 行距 离 或 时 间 不 大 ,容易 见 有 线性 关系 


_ VCo ~ VAG -CVD (do 一 二 - CVD) ，， 
VACs) va v 万 


这 里 7 为 光 发 射 处 与 接收 处 位 置 (注意 在 这 模型 中 发 射 处 和 接收 处 的 物质 都 是 静 
止 的 ) 间 的 几何 距离 . 上 述 线性 关系 对 于 不 同 距离 不 同时 间 发 射 来 的 但 被 近似 同时 
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接收 的 光波 成 立 , 天 文 观测 的 确 发 现 这 样 的 红 移 距离 比例 关系 . 根据 上 面 的 简单 字 
宙 模 型 ,这 比例 系数 应 是 下 列 函 数 在 现在 时 间 的 值 

F= (VA)° /VD = A/(2 VAD). 
利用 这 函数 可 以 将 引力 场 方程 写 为 

F* = A?/(4AD) = (8xG/3)p°A™?. 
开平 方 取 正 号 (不 取 负 号 这 点 是 根据 天 文 观测 是 红 移 , 红 移 参量 为 正 值 ) ,我 们 得 这 
个 简单 模型 中 的 哈 勃 常数 的 理论 值 公式 


Fdto) = /ep A 


只 要 上 面 这 简单 模型 能 用 ( 即 物 质 为 主 且 压 强 可 忽略 ) ,并 且 假 定 牛顿 引力 常量 不 
变 . (对 于 字 宙 论 , 这 是 个 假设 ,比如 狄 拉克 就 提出 过 另外 的 大 数 假设 ,其 中 牛顿 引 
力 常 量 随 时 间 缓 变 . ) 我 们 还 能 导出 适用 范围 更 大 些 的 红 移 距 离 关 系 式 ,在 光 行 距 
离 的 积分 式 中 ,我 们 利用 引力 场 方 程 作 变量 变换 


VA | a 
下 = F(a la= ，F= VA(m) 二 
9 | Ro 0 /5 


Fo)r= Fdto) Pa = 上 上 又 
本 


=2(1—ay:) = 2(1 一 用 所 )} 


这 式 表明 用 线性 关系 从 红 移 参量 推算 距离 可 以 失 之 偏 高 . 

通常 从 物理 几何 化 的 观点 讨论 宇宙 论 时 ,采用 罗 伯 撑 -沃克 度 规 29, 而 我 们 讨 
论 的 简单 宇宙 模型 就 是 罗 伯 逊 -沃克 度 规 中 二 0 的 那 种 (参考 温 伯 格 书 ) ,不 过 换 
了 个 时 间 坐 标 . 

对 k=0 这 种 度 规 , 通 过 视差 测量 的 距离 与 那 时 的 固有 距离 dm# 一 VACto)r 相 
等 ,所 以 上 式 左 侧 又 可 用 固有 距离 表示 为 F(tio)r 一 H(zo)dm# ,这 里 的 系数 称 为 哈 
勃 常数 : 


Hdo) = Fdo)/ VCo7 = eA” = /Soto0). 


上 面 的 大 尺度 平均 的 简单 模型 的 确 给 哈 勃 红 移 一 种 引力 解释 ,但 这 与 物质 分 
布 集中 在 远 距离 分 立 的 星系 的 实际 情况 还 是 有 差别 的 ,这 差别 对 红 移 的 细致 影响 


@® H.P.Robertson, Phil. Mag. ,5(1928),835;Rev. Mod. Phys. ,5(1933) ,62. 
@® A.G.Walker,Quart. J. Math. Orford，ser.6(1935),81; Proc. London Math. Soc. »42(1936) ,169, 


则 尚 有 待 研究 . 

我 们 提醒 ,虽然 采用 谐 和 条 件 为 物理 条 件 ,运动 学 的 背景 时 空 为 闵可夫 斯 基 时 
空 ,但 观测 量 仍 须 按 广义 相对 论 的 方程 来 定义 或 计算 . 比如 ,守恒 的 物质 连续 分 布 
的 密度 ,严格 说 来 ,是 加 而 不 是 p. 就 这 点 讲 , 与 物理 几何 化 是 一 样 的 . 不 同 之 处 是 ， 
采用 周 培 源 的 观点 ,对 一 些 过 程 的 物理 意义 可 作 更 细致 的 分 析 , 比 如 引力 红 移 可 分 
解 为 发 射 时 的 效应 和 传播 中 的 效应 . 分 别 可 用 相应 的 理论 物理 方法 (如 量子 力学 和 
几何 光学 ) 处 理 . 广义 协 变 原理 在 这 里 起 重要 作用 ,决定 了 引力 场 与 其 他 场 ,比如 电 
磁场 或 电子 场 的 耦合 . 在 本 书 中 ,我 们 强调 了 理论 物理 的 统一 性 而 采用 了 周 培 源 的 
观点 ,避免 了 在 黎 曼 时 空中 引入 一 些 独立 的 假设 . 反 过 来 看 也 可 以 说 ,我 们 给 这 些 
假设 补充 了 一 些 证 明 , 但 这 些 证 明 是 近似 的 ,忽略 了 引力 势 在 微观 尺度 中 的 变化 . 
就 本 章 中 所 讨论 的 几 个 问题 而 言 ,两 种 观点 都 能 解释 迄今 的 观察 或 实验 结果 . 至 于 
这 两 种 观点 究竟 有 无 实质 性 差别 , 则 有 待 于 更 多 的 讨论 和 更 精确 的 观察 或 实验 . 由 
于 引力 作用 非常 的 弱 , 引 力 效应 很 小 ,观察 或 实验 结果 不 多 ,所 以 这 章 的 可 靠 程度 
比 本 书 其 他 各 章 要 差 些 . 特别 关于 宇宙 论 , 牵 涉 到 物理 规律 和 常数 有 否 演化 问题 ， 
由 于 科学 实践 所 限 , 其 可 靠 程度 当然 更 差 . 
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14.1 张 量 代数 . 张 量 的 定义 为 在 同一 场 点 处 ,考虑 广义 坐标 变换 ,其 新 旧 坐 
标 系 中 的 分 量 间 满足 齐 次 线性 关系 ( 见 下 示范 例 ). 注意 求 和 约定 , 即 对 两 次 出 现 的 
指标 隐 含 对 该 指标 的 所 有 取 值 求 和 . 这 样 的 化 标 可 以 换 字母 ,但 要 避免 引致 混淆 . 
又 注意 新 分 量 是 该 场 点 新 坐标 的 函数 ,而 旧 分 量 是 该 同一 场 点 旧 坐 标的 函数 ,这 点 
不 明显 标明 . 坐标 变换 在 该 场 点 是 非 奇异 变换 ,因而 可 逆 . 
协 变 一 阶 张 量 ( 简 称 协 变 矢量 ) 


Cd 
A. = A, 327， 
反 变 一 阶 张 量 (简称 反 变 矢量 》 
/2 一 ve 
协 变 二 阶 张 量 
7 DA 

Be 一 Be3z7 zB’ 

反 变 二 阶 张 量 


Pe 
i dx Ox"* 
T DT gz ar 
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协 变 一 阶 反 变 一 阶 的 混 变 二 阶 张 量 
协 变 三 阶 反 变 一 阶 的 混 变 四 阶 张 量 
R's = Re az dx: az Ax’ 


Wr Br Br DLP LT 


dr“odr?oar 


零 阶 张 量 (简称 标量 ) 
L'=L 
等 . 张 量 指标 排列 有 序 , 可 以 有 对 称 性 . 张 量 可 以 相 乘 ,乘积 张 量 的 协 变 ( 反 变 ) 阶 数 
为 因子 张 量 的 协 变 ( 反 变 ) 阶 数 之 和 . 对 混 变 张 量 有 相同 上 下 指标 时 可 缩 乘 . 相 乘 后 
缩 并 简称 缩 乘 . 缩 并 一 次 , 张 量 的 协 变 阶 数 和 反 变 阶 数 各 减少 一 阶 . 零 阶 张 量 又 简 
称 为 标量 . 张 量 相 加 减 则 只 能 在 相等 的 反 变 阶 数 并 相等 的 协 变 阶 数 的 张 量 中 进行 ， 
得 到 的 张 量 阶 数 不 变 , 各 阶 都 有 所 有 分 量 为 零 的 零 张 量 . 举例 如 下 : 
gy Fett. =Or 


Te =pvv, gmv’v’ = 1, 
4rTeow" —— FF™ + PFnS,, 


Two =0, Tr* =p. 
14.2 由 如 下 关系 定义 
1 (y=0), 
0 (yA 0); 
先 证 明 上 式 右 侧 为 张 量 ,再 证 左 侧 两 因子 中 ,如 一 因子 为 对 称 张 量 , 则 另 一 因子 也 
为 对 称 张 量 . 又 令 g 为 g,, 的 行列 式 ,并 缩写 四 维 的 普通 积分 元 为 
dz"dz'dz’dz’ = dz 


gog" =6" = 


则 有 
Thadz = /Ed 
这 在 广义 坐标 变换 时 不 变 ,我 们 称 之 为 标量 积分 元 . 
14.3 ”从 对 称 张 量 8 可 定义 其 克 里 斯 托 费 尔 符号 如 下 : 
I, = gg + Bs — Bt)» 


其 中 gm 如 上 面 习题 14. 2 所 定义 ,而 逗号 后 带 指标 表示 普通 偏 导数 .求证 , 当 对 gm 
变 分 时 , 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 变 分 是 张 量 . 提示 : 将 gs 与 ge 的 线性 关系 式 求 导数 
并 适当 组 合 , 得 下 式 
jy Dr Bz az Or 
THBy7 Ira" az 一 53277771 
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14.4 协 变 导 数 .求证 ,用 分 号 后 带 指标 表示 的 协 变 导 数 (定义 见 下 示范 例 ) 为 
张 量 ,其 协 变 阶 数 增加 一 阶 . 并 验证 对 乘积 的 逐个 因子 求 导数 的 公式 ,在 协 变 导 数 
中 同样 适用 . 标量 的 普通 导数 与 其 协 变 导 数 相同 . 提示 : 对 新 旧 分 量 间 的 关系 式 求 
导数 并 利用 习题 14. 3 中 公式 . 

一 达 十 区 岂 ， 
A = A — ThA 
To = Tr, + DT* 十 IT>， 
Fu 一 Fo 一 IF 一 [Fw， 
(AD 一 Am 十 Ac 


w= R.,. 
14.5 验证: 如 g, 为 克 里 斯 托 费 尔 符号 所 根据 的 对 称 张 量 , 则 有 
gm =0, ge =0, 


因此 gi 或 ga” 可 任意 拉 进 或 拉 出 表示 协 变 导 数 的 分 号 . 
14.6 协 变 散 度 . 验证 下 列 常见 公式 
反 变 矢量 的 协 变 散 度 : 


1 
A*,, = (Ar V—8),. 
Fi 
提示 : 克 里 斯 托 费 尔 符号 的 缩 并 为 


= erg = (ln MV— g),. 


反 变 反 对 称 张 量 的 协 变 散 度 : 
1 
Fe = 一 一 (Pr V—8),. 
SE “ 
混 变 二 阶 张 量 的 协 变 散 度 : 
1 
Ni’, = 一 一 CN v 一 8 一 IN 
"FE a 


最 后 一 式 常用 于 g*N。 二 N* 为 对 称 张 量 情况 ,这 时 上 式 化 为 
N= 记性 VB Ng, 
14.7 缩写 二 次 导数 如 下 , 即 对 普通 导数 或 对 协 变 导 数 分 别 用 撤 号 或 用 分 号 
后 带 两 个 有 序 的 附 标 ,如 
Au = Aue) Ar = (Mrn)... 
验证 ,对 于 任意 协 变 矢量 A, ,普通 导数 的 A 一 A 一 0 与 下 式 等 价 
Ai 一 Am 一 AR A 
其 中 


460 第 14 章 广义 相对 论 引力 理论 


Row= Th Ts tt TTS — TTS 
为 张 量 , 这 张 量 的 缩 并 则 为 对 称 张 量 (注意 习题 14. 6 中 提示 ) 
Ru = Re 一 To 一 区 十 TI — TY, Thy 
再 与 a* 缩 乘 得 标量 


R= g*R,,. 
在 这 些 量 中 出 现 的 各 项 ,或 含 g,, 的 二 阶 导数 一 次 ,或 含 其 一 阶 导 数 二 次 ,还 有 8” 
出 现在 系数 中 . 提示 : 从 
Bng” = 0,” 
求 导数 得 
eds 
14.8 采用 谐 和 条 件 求解 地 球 表 面 处 径 向 光速 与 切 向 光速 之 差 ,假设 地 球 的 
物质 分 布 是 静止 的 球 对 称 的 . 提示 : 需要 算 到 G 的 二 次 方 级 . 引力 势 和 谐 和 条 件 已 
见 14.5 节 . 这 里 补 写 其 相应 的 引力 场 方程 ,物质 源 用 理想 流体 的 . 经 计算 ?得 
一 8rGT,or = 志 + 去 + 去 下 豆 + 怀 ( 吝 -只 人]， 


1 一 1r2DX ,2DZ , DX /DX ，2DZ 
arr = 一 志 + 去 + 志 [2 区 + 丈 + 富 ( 福 + 了 外， 
3 DU+DX_DY DZ_ DY/DX , DZ xX DZ 
一 8xGTwr' 一 去 [ 于 坟 学 + 于 -学 (全 + 肥 ) 妆 学 ]， 
在 物质 分 布 以 外 即 ~>m， 源 项 为 零 . 这 时 取 新 变量 (标准 坐标 ) 
pe 


不 难 从 前 两 式 (理解 > 为 标准 坐标 时 则 令 X 等 于 1) 相 减 得 
D'(YZ) =0， 故 YZ= 常 数 =1， 
常数 由 无 穷 远 边界 条 件 定 解 为 1, 代 人 第 三 式 得 
D'(1+D)Z =r* V7 一 0， 
其 定 解 为 ( 施 瓦 氏 (K. Schwarzschild) 解 ,m 为 一 积分 常量 ) 
z=1-29 


T=. 
按 14.5 节 , 如 令 7 为 谐 和 坐标 的 径 向 坐标 ,虽然 我 们 得 到 为 "的 函数 表达 式 , 但 
反 解 则 只 能 得 ”为 r 的 无 穷 级 数 表达 式 . 在 物质 内 部 有 源 项 ,在 标准 坐标 系 中 也 难 
得 明显 的 函数 表达 ,何况 还 要 反 解 . 所 以 一 开始 便 内 外 都 用 级 数 展开 求解 更 方便 . 
界面 上 要 求 的 连续 条 件 ,从 三 个 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导数 为 Z 的 二 阶 ,及 Y 的 一 
阶 和 XX 的 二 阶 ,所 以 共有 五 个 连续 条 件 , 即 Z 与 DZ 及 Y 和 X 与 DX 皆 分 别 连 续 . 


Q@ 有 Dingle 公式 可 代 , 见 托 尔 曼 书 ,R. C. Tolman, Relativity, Thermodynamics and Cosmology， PP. 
253—257,Oxford,1934. 
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这 五 个 条 件 是 独立 的 ,而 从 谐 和 条 件 方程 得 知 DY 也 连续 则 为 其 后 果 . 具体 步骤 可 
先 由 后 两 式 相 减 消去 T," 二 Ts 得 右 侧 为 0 的 另 一 式 . 这 样 ,我 们 共有 三 式 来 定 引 
力 势 中 三 个 变量 X(r),Y(r),Z(r) ,其 右 侧 只 出 现 To" 源 乘 以 因子 G, 然 后 将 两 侧 
都 对 G 作 级 数 展开 ， 


四 四 
和 一 和 十 X 十 和 十， 
中， 电 w 
To = To + To + T= Ty +e 
并 注意 零 级 解 显然 是 


OO) 0 


只 二 呈 二 常数 一 1， 二 常数 二 1. 
而 这 些 常数 由 无 穷 远 边界 条 件 都 定 解 为 1. 这 是 零 引力 情形 . 一 级 近似 时 ,三 个 方 
程 的 左 侧 只 出 现下 列 线性 部 分 (三 个 方程 可 以 合 写 为 矩阵 形式 , 见 下 ), 右 侧 由 于 有 
因子 G, 所 以 出 现 源 的 零 级 近似 量 ,而 这 在 解 一 级 近似 方程 时 是 认为 已 知 . 一 级 引 
力 势 的 定 解 条 件 为 在 原点 有 限 , 在 无 穷 远 为 零 , 及 在 界面 上 满足 前 面 五 个 独立 连续 
条 件 , 结果 定 出 的 一 级 引力 势 ( 见 第 14. 5 节 ) 的 径 向 和 切 向 分 量 相等 ,不 引起 光速 
有 差别 . 从 引力 方程 的 有 解 条 件 即 物 质 平衡 方程 


1T, = DT 十 (T 一 人 9) 4 =0 
(T= T= T= pT =p+pe)s; 
可 积分 求解 物质 内 部 的 一 级 近似 的 压强 ,其 定 解 条 件 为 在 物质 外 部 边界 上 压强 为 


零 . 再 用 物 态 方程 求 出 源 Tu" 的 一 级 近似 量 (顺便 我 们 注意 到 内 能 项 是 从 二 级 量 开 
始 ,到 一 级 近似 时 尚 不 计 人 )， 


fr 0) 
p= dU, 
Le 
mo _ 1ao 
4 写 (88)2， 

ww 
=—U; 


为 求 二 级 引力 势 用 . 二 级 近似 时 , 定 引力 势 的 三 个 方程 的 左 侧 仍 保留 同样 形式 的 线 

性 部 分 ,其 非 线性 部 分 为 一 级 引力 势 的 二 次 式 , 则 是 已 知 ,可 移 项 到 右 侧 作 等 效 源 ， 

只 有 这 部 分 引起 引力 势 径 向 与 切 向 有 差别 ,而 本 来 左 侧 的 那 部 分 源 , 在 二 级 近似 时 
引起 径 向 和 切 向 引力 势 的 变化 则 相等 . 我 们 给 出 一 级 和 二 级 近似 方程 

2+D, 一 2 一 去 D ¥D ? | 

(2 一 D)(I+D)， 一 2+D， C2-—DD| | | 一 cl 

20+D)Y, —2(1+D), 0 中 erGTor 
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2)- 

xX UDU 0 
矩阵 | | 
|= 2U(2 一 D)DU 十 

6 


同 
UGL TD)DU+(DU)z 


四 
— 8xGT o'r 


一 级 近似 的 解 为 尺 一 一 一 纪 =U 而 U 即 密度 为 哇 。 的 牛顿 引力 势 .下面 就 这 几 
出 现 的 线性 微分 方程 组 的 定 解 问 题 作 些 提示 . 注意 ” 为 算 符 的 本 征 函数 ,其 本 
征 值 即 为 n. 容易 计算 矩阵 的 行列 式 为 五 次 式 和 其 根 及 齐 次 矩阵 方程 的 本 征 矢量 


” 生 且 是 -人 < 


对 矩阵 方程 右 侧 的 每 一 个 赛 项 容易 计算 其 相应 的 特 解 , 左 侧 算 符 矩 阵 化 为 数值 矩 
阵 . 如 只 有 一 个 分 界面 , 则 将 上 面 五 个 齐 次 方程 的 解 分 别 乘 以 不 同 的 待定 系数 后 ， 
将 三 个 本 征 值 非 负 者 分 配给 内 区 以 满足 在 原点 有 限 而 将 两 个 本 征 值 为 负 者 分 配给 
外 区 以 满足 在 无 穷 远 处 为 零 . 上 述 五 个 连续 条 件 即 定 解 这 五 个 待定 系数 . 如 有 两 个 
分 界面 ,增加 一 个 中 间 区 并 增加 齐 次 方程 的 五 个 解 和 五 个 待定 系数 . 两 个 界面 的 十 
个 连续 条 件 恰好 定 解 这 十 个 系数 . 
14.9 用 引力 趋 于 零 的 作法 求 狄 拉克 场 的 能 量 动量 密度 张 量 . 提示 : 将 14.7 
节 中 有 引力 时 的 反对 易 关 系 变 分 ,注意 非 对 易 量 的 位 置 
G8G6’) + G’(8G") + (8G")G’ + (8G*)G* = 28g”. 
将 此 处 右 侧 改写 为 
268” 一 去 
与 左 侧 比较 可 见 , 由 于 引力 势 的 变化 产生 的 有 引力 的 伽 马 矩 阵 变化 为 


(GG + 6'G’) g"8gog — 8” (GG + OIG") gw 


6G’ = 一 到 Gevag。 一 二 (Ge 十 Ggn)igo 
从 而 得 偏 导数 (注意 必然 对 引力 势 附 标 对 称 ? 
aG 1 站 
Ey (Grg”* + Gg”). 


按 定义 作对 引力 势 的 变 分 ,从 14. 7 节 的 作用 量 得 


和 9 

wy HO to) (maa te) — wg 
i 人 
十 到 (一 这 +eA,)s “(Grg® + Gg )y 


从 有 引力 的 犹 拉克 方程 和 其 伴随 方程 分 别 左 乘 以 $ 和 右 乘 以 y 而 相 加 ,容易 见 上 
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式 最 后 项 为 零 . 现在 再 令 引力 趋 于 零 , 即 令 g” 一 六 和 G* 一 7 , 便 得 犹 拉克 场 的 能 
量 动量 密度 的 表达 式 . 这 与 狭义 相对 论 中 从 要 求 满足 守恒 恒等式 而 得 到 的 相同 2. 

14.10 在 第 14. 8 节 的 简单 宇宙 模型 中 , 除 物质 源 外 尚 计 及 各 向 同性 的 电磁 
波源 时 , 求 其 对 红 移 距离 关系 的 影响 . 

提示 : 用 切 光 表示 对 各 向 同性 的 电磁 波 的 倒 加 或 平均 , 则 由 对 称 知 

< Ti, DS= Ty DS=& Te D>=— Pp, 
Tb >=p， 其 他 人 Tc >=0 (天 中 . 

从 Te 的 缩 并 为 零 和 协 变 散 度 为 零 得 


记 一 可 ov6. 十 二 (十 加) 全 一 0, 故 pA? = 常量 . 
令 现 在 的 辐射 与 物质 的 能 量 比值 为 x(to), 则 有 红 移 距离 关系 
zs/r= Ep ACto) VI 下 To) = H(to) VIT NA), 
和 更 大 范围 的 红 移 距离 公式 
Hdor= 2{ VIT AIG) — TE +o); 
现在 的 mto) 值 很 小 ,电磁 辐射 影响 很 小 可 忽略 .但 有 


2 -1 = MAW 
7(2) put) nto)a’, a Ay 


可 见 , 足 够 早 时 a 有 足够 的 小 ,使 得 物质 为 主 的 字 宙 转化 为 辐射 为 主 的 宇宙 . 对 黑 
体 辐射 ,其 压强 正比 于 其 温度 的 四 次 方 ,所 以 有 

TCD VAG) 二 常量 ; 
这 辐射 可 以 测量 到 , 称 为 背景 辐射 . 


四 ”参考 WW. Pauli,Die Allgemeinen Prinzipen der Wellen Mechanik( 波 动力 学 的 普遍 原理 ) ,in Handbuch 
der Physik (Geiger-Scheels), KXIV /1,2nd. ed. ,C1933), § 21. 


附录 ”常用 物理 量 单位 和 物理 常量 


(一 ) 常用 物理 量 单位 ?2 
表 1 ST 基本 单位 * 
单位 名 称 

量 的 名 称 英文 符号 
metre m 
Kilogram ke 
second | s 
ampere A 
kelvin K 
mole mol 
candela cd 


a SI 是 国际 单位 制 的 法 文 (Le systeme International d'Unités) 缩 写 . 国际 单位 制 及 其 法 文 缩写 于 1960 年 在 
第 11 届 国 际 计量 大 会 (CGPM) 通 过 . 

b SI 基本 单位 的 定义 如 下 : 

1. 米 等 于 光 在 真空 中 在 时 间 间 隔 为 1/299 792 458 秒 所 传播 的 长 度 . (1983 年 第 十 七 届 国 际 计量 大 会 ， 
决议 1.) 

2. 千克 是 质量 单位 , 它 等 于 国际 千克 原 器 的 质量 . (1889 年 第 一 届 国 际 计量 大 会 和 1901 年 第 三 届 国 际 
计量 大 会 . ) 

3. 秒 是 与 忽 133 原子 基态 两 个 超 精细 能 级 间 了 跃迁 相对 应 的 辐射 的 9 192 631 770 个 周期 的 持续 时 间 ， 
《1967 年 第 十 三 届 国 际 计量 大 会 ,决议 1. ) 

4, 安培 是 一 恒定 电流 , 它 若 保 持 在 处 于 真空 中 相距 一 米 的 两 无 限 长 而 加 截面 可 忽略 的 平行 直 导 线 内 , 则 
在 该 两 导线 之 间 每 米 长 度 上 产生 的 力 等 于 2X10-? 牛 顿 . (1984 年 第 九 届 国际 计量 大 会 ,决议 2 和 7.) 

5。 热力 学 温度 单位 开尔文 是 水 三 相 点 的 热力 学 温度 的 1/273. 16(1967 年 第 十 三 届 国 际 计量 大 会 , 决 
议 4.) 

除 热 力学 温度 (符号 7) 以 外 ,还 有 使 用 下 列 方程 式 定义 的 摄氏 温度 (符号 2 

:=T—T 

式 中 To=273. 15 K. 摄氏 温度 用 摄氏 度 ( 符 号 忆 ) 表 示 . 

6. 摩尔 是 这 样 一 个 系统 的 物质 的 量 ,该 系统 中 所 包含 的 基 元 实体 数 ,与 0. 012 千克 的 碳 12 的 原子 数目 
相等 . (1971 年 第 十 四 届 国 际 计量 大 会 ,决议 3. ) 

7. 次 德 拉 是 在 一 给 定 方向 上 发 射频 率 为 540X 10!? 替 兹 的 单 色 辐 射 , 且 在 此 方向 上 具有 (1/683) 瓦 每 球 
面 度 的 辐射 强度 的 光源 的 发 光 强 度 . (1979 年 第 十 六 届 国 际 计量 大 会 ,决议 3. ) 


@ 引 自 : 全 国 自 然 科学 名 词 审定 委员 会 公布 出 版 的 {物理 学 名 词 ), 科 学 出 版 社 ,1996;250 一 252 页 . 

@ ”基本 单位 定义 转 引 自 :国际 纯粹 物理 与 应 用 物理 联合 会 (IUPAP) 下 属 符号 .单位 术语 .原子 质量 和 
基本 常量 委员 会 (SUNAMCO) 制 定 的 (物理 学 中 的 符号 .单位 .术语 和 基本 常量 》, 王 学 英 译 ,科学 出 版 社 ， 
1992;20 一 22 页 . 
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表 2 SI 词 头 
词 头 名 称 

下 二 英文 区 广 竺 3 

10* yotta 尧 [ 它 ] Y 

10n zetta 泽 [ 它 ] Z 

10™ exa 区 [可 萨 ] E 

10% peta 拍 [ 它 ] P 

10™ tera 太 [ 拉 ] 工 

10? giga 吉 [ 咖 ] G 

108 mega 兆 M 

10 kilo” 千 k 

10? hecto 百 h 

10! deca + da 

107! deci 分 d 

0 centi 厘 c 

10- milli 毫 m 

10™ micro 微 p 

10™ nano 纳 [ 诺 ] n 

10°% pico 皮 [ 可 ] p 

1075 femto 飞 [ 母 托 ] f 

10-™ atto 阿 [ 托 ] a 

mn zepto 帮 [ 普 托 ] z 

10°% yocto 么 [ 科 托 ] y 

表 3 具有 专门 名 称 的 SI 导出 单位 
SI 导出 单位 
量 的 名 称 单位 名 称 符号 “| 由 基本 单位 或 其 他 SI 
汉文 英文 单位 表示 的 关系 式 

[平面 ] 角 贡 度 |radian rd |1rad=1m/m=1 
立体 角 球面 度 steradian sr |1sr=1m:/m:=1 
频率 圭 [ 兹 ] hertz Hz |1H2=1s7 
力 牛 [ 顿 ] newton N 1 N=1 kgm/s’ 
压强 帕 [ 斯 卡 ] pascal Pa 1 Pa 一 1 N/m 
能 [ 量 ], 功 ,热量 焦 [ 耳 ] joule J 1J=1 Nm 
功率 ,辐射 [能 ] 通 量 瓦 [ 特 ] watt W 1 W=1]/s 
电量 ,电荷 库 [ 仑 ] ey G 1C=1As 
电势 ,电势 差 ,电压 ,电动 势 | 伏 [ 特 ] volt V 1V=1 W/A 
电容 | 法 [ 拉 ] farad F 1F=1 C/V 
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( 续 表 ) 
SI 导出 单位 ri 
量 的 名 称 单位 名 称 符号 “| 由 基本 单位 或 其 他 SI 
汉文 美文 单位 表示 的 关系 式 | 
电阻 欧 [ 姆 ] ohm a |10=1V/A 
电导 西 [M 子 ] |siemens Ss |1S=in™ 
磁 通 [ 量 ] 韦 [ 伯 ] |weber Wb |1Wb=1Vs 
磁 通 [ 量 ] 密 度 特 [ 斯 拉 ] |tesla T [iT=1 Wb/m 
电感 |¥[] henry H |1H=1Wb/A 
摄氏 温度 摄氏 度 deeree Cc lic=1k 
| Celsius | 
光 通 量 流 [ 明 ] lumen lm 1 lIm=1 cdsr 
[ 光 ] 照 度 勒 [ 克 斯 ] | tux x | 1x=1 Im/m 
a 发 光 强度 ( 才 德 拉 ) 和 光 通 量 (流明 ) 有 区 别 , 光 通 量 多 球面 度 sr. 
表 4 非 SI 单位 
单位 
量 的 名 称 单位 名 称 
汉文 英文 
度 * degree 
[平面 ] 角 |[ 角 ] 分 ” minute [of angle] 一 而 一 TOrad 
[ 角 ] 秒 - second [of agle] 总 0rd 
分 minute | min |1min=60s 
时 间 * “|[ 小 ] 时 * |hour | nh |ih=60min=3600s 
日 " ,天 * day d 1d=24 h 一 86 400 s 
体积 | 升 * [iitre Li [1L=1 dm =10 mi 
吨 tonne t i t=1 Mg=1 000 kg 
质量 。 | 原子 质量 单位 、 |"ed) atomie au |1a=m = 二 mC2C) 
mass umt 
能 [ 量 ] | 电子 伏 [ 特 了 [eaamer eV llev =(e/O] 
长 度 埃 “ angstrom 和 
截面 | 和 [ 思 ]… bam 
Em bar 
压强 rE a 
EY calorie 


a 有 时间 单位 “年 "的 一 般 符 号 为 a, 法 文 année. 

* ”可 与 Sl 单位 并 用 的 和 属于 国家 法 定 计量 单 位 的 非 SI 单位 、 
** ”专门 领域 中 使 用 的 非 国 家 法 定 计量 单位 . 

**# 不 推荐 使 用 单位 . 
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(二 ) 常用 物理 常量 了 
表 5 常用 物理 常量 2006 年 推荐 值 
括号 中 的 数字 是 在 给 定 值 的 末 位 数字 中 的 标准 偏差 不 确定 度 . 
-| 相对 标准 
物理 量 符号 数值 单位 不 确定 度 凡 
真空 中 光速 |299 792 458 ms (准确 ) 
真空 磁 导 率 Ps 4rX10-7 NA-: 

一 12. 566 370 614…X10-” | NA™ (准确 ) 
真空 电容 率 : 1/poc* eo 8. 854 187 817. X10 Fm-! (准确 ) 
[万 有 ] 引 力 常量 G |6.674 28(67)X10-+ mkg-1s -2 | 1.0X10 一 
普 朗 克 常 量 h |6.626 068 96(33)X10™* Js 5.0X10™ 

4.135 667 33(10) X10 eVs 2.5X10 
h/2x |1.054 571 628(53)X10-* Js 5.0X10™ 
6. 582 118 99(16) X10-" eVs 2.5X10™* 
[ 基 ] 元 电荷 e 1. 602 176 487(40) X10—» C 2.5X10™* 
e/h |2.417 989 454(60) X10 AJ™! 2.5X10™ 
玻 尔 磁 子 : efi/2m。 pm |927.400 915(23)X10-* JT™! 2.5X10™ 
5.788 381 7555(79) X10 eVT- 1.4X10™ 
精细 结构 常数 : 

/4reofic a |7.297 352 5376(50) X107 6.8X10-™ 
ar |137.035 999 679(94) 6.8X107Y 
a |5.325 135 4058(73) X10 1.4X10™ 

里 德 伯 常量 : 
meca? /2h R- |10973731.568 527(73) ml 6.6X10 2 
Roc |3.289 841 960 361(22)X105 Hz 6.6X10-2 
Rhc |2.179 871 97(11)X10- J 5.0X10™* 
13. 605 691 93(34) eV 2.5X10™ 
玻 尔 半径 :a/4rR- ao |0.529 177 208 59(36)X10°" m 6.8X107% 
电子 质量 mi。 |9.109 382 15(45)X10°™ kg 5.0X10™ 
5. 485 799 0943(23) X10 u 4.2X10-%™ 
0. 510 998 910(13) MeV 2.5X10 习 
电子 质量 与 质子 me/me |5.446 170 2177(24) X10 4.3X107% 

质量 之 比 
电子 荷 质 比 —e/m. |—1.758 820 150(44) X107 Ckg 2.5X107 


@ 数据 系 国际 科学 技术 数据 委员 会 (CODATA)2006 年 推荐 值 , 引 自 P.]. Mohr, B. N. Taylor and D. 
B，Newell 的 文章 , 见 Rev. Mod. Phys,80(2008) ,633 一 730. 
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( 续 表 ) 
相对 标准 
和 烛 亿 单位 。 | 不 确定 度 ww 
电子 摩尔 质量 M(e) ,M.|5. 485 799 0943(23) X10 kgmol™! 4.2X10°™ 
康 普 顿 波长 : h/m。c ac |2.426 310 2175(33)X10- m 1.4X10™ 
Ac/2r=aao =at/4nRe| Ke |386.159 264 59(53) X10 m 1.4X10™ 
经 典 电子 半径 : a*ao re |2.817 940 2894(58)X10™'s m 2.1X10™ 
汤姆 孙 截 面 : 

(8r/3)7: oe |0.665 245 8558(27)X10-* mm 4.1X10™ 
电子 磁 矩 pA 一 928.476 377(23) X10-* JT: 2.5X10™* 
质子 质量 m, |1.672 621 637(83)X10°” kg 5.0X10™* 

1.007 276 466 77(10) u 1.0X10-™ 

938. 272 013(23) MeV 2.5X10™ 

质子 质量 与 电子 mp/m. |1836. 152 672 47(80) 4.3X10-% 
质量 之 比 

中 子 质 量 mw |1.674 927 211(84)X10-" kg 5.0X10™ 

1.008 664 915 97(43) u 4.3X10-% 

939. 565 346(23) MeV 2.5X10 

阿 伏 伽 德 罗 常 量 NasL |6.022 141 79(30) X102 mol”! 5.0X10™s 
原子 质量 常量 : 

者 mazC) ms。 |1.660 538 782(83) X10-? kg 5.0X10™ 

931. 494 028(23) MeV 2.5X10™ 
法 拉 第 常量 F |96485.3399(24) Cmol-: 2.5X10™* 
摩尔 气体 常量 R |8.314472(15) Jmol-K- | 1.7X10™ 
玻 尔 效 曼 常量 :R/N。 k 1.380 6504(24) X107” JK™! 1.7X10™ 
8.617 343(15) X10 eVK™! 1.7X10™* 
k/h |2.083 6644(36) X10 HzK”! 1.7X10™ 
k/he |69.503 56(12) mK-! 1.7X10™ 

摩尔 体积 (理想 气体 ): 

RT/p 

T=273. 15K, Va |22.413 996(39) X10 mmol! | 1.7X10™ 
p=101 325 Pa 
洛 施 密 特 常 量 : 

NA/Vn mm |2.686 7774(47) X10 mm 1.7X10™ 
斯 特 落 - 玻 尔 兹 曼 常 量 : a 

C(x/60)K /Be ao |5.670 400(40)X10™* Wm’*K™* | 7.0X10™ 
第 一 辐射 常量 :2xhc a 3.741 771 18(19)X10 Wo 5.0X10™ 
第 二 辐射 常量 :hc/k c |1.438 7752(25) X10 mK 1.7X10™ 
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( 续 表 ) 
相对 标准 
物理 量 符号 数值 单位 不 确定 度 
电子 伏 [ 特 ]， 
(e/OJ={e}J eV |1.602 176 487(40)X10-8 J 2.5X10™ 
11604. 505(20) K 1.7X10- 
1.073 544 188(27) X10— 2.5X10™ 
原子 质量 单位 : 
lu=m, = 吉 m(*O u |1.660 538 782(83)X10” kg 5.0X10™ 
931. 494 028(23) MeV 2.5X10™ 
标准 大 气压 atm |101 325 Pa (准确 ) 
标准 重力 加 速度 9. 806 65 ms 《准确 ) 


阿 伏 伽 德 罗 常量 。 “68 
阿 伏 伽 德 罗 定 律 。 110 
阿 伦 尼斯 关系 。 “169 
艾 林 公式 170 

爱 因 斯 坦 关系 “203 
爱 因 斯 坦 近似 。 178 
安培 定律 。 21 


BBGKY 级 列 [方程 ] 。 140 
BCS 理论 的 模型 哈密 顿 量 。 407 


巴 耳 末 系 227 
半 峰 全 宽 62 
保守 系统 230 
贝 塞 尔 函 数 57 
倍 比 定律 68 
本 构 关系 22 
本 征 函数 259 
本 征 态 252 
本 征 值 。 234 
比 安 基 恒等式 

比 内 能 。 120 
比 业 122 


闭合 恒定 电流 的 磁 偶 极 矩 59 
变 分 法 6,257,304 
变 分 微 扰 法 。 “259 

标量 51,458 

标量 变换 。 93 

标量 函数 51 

标量 积分 元 。 435 
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标 势 29 
标准 径 向 坐标 。 446 


-| 标准 偏差 《4 


标准 状况 ”111 
标准 坐标 系 中 的 谐 和 条 件 。 446 
并 矢 53 


波动 方程 。 23,89,255 


波动 方程 的 基 尔 霍 夫 公 式 。 56 


波动 力学 219 

波 函 数 243 

波 函 数 大 分 量 348 
波 函数 对 称 性 要 求 “285 
波 函数 小 分 量 。 348 
波 阵 面 47 

玻 思 - 奥 本 海 默 定理 330 
玻 恩 - 奥 本 海 默 近似 302 
玻 因 -格林 方程 150 
玻 因 近似 。 280 
玻 尔 半径 。 243 

玻 尔 对 应 原理 218 
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布 拉 开 系 227 
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CGSE 单位 制 。 27 
CGSM 单位 制 27 
c 数 ”219 
参考 系 82 
参数 变易 法 
查理 定律 。 110 
产生 和 潭 没 算 符 
场 算 符 。 399 
尝试 函数 “257 
超 导 电 性 的 BCS 理论 
超 导 转变 温度 。 410 
超过 HF 近似 的 自治 场 理 论 
乘法 规则 229 

程 函 方程 46 

尺 的 长 度 收缩 。 “86 

穿 透 深度 。 “63 

传导 电子 密度 77 

纯粹 随机 过 程 。 204 

磁场 强度 。 22 

磁 导 率 22 

磁感应 强度 。 22 

磁 矩 60 

磁力 线 ”21 

磁 偶 极 32 

磁 偶 极 辐射 33 

磁 四 极 32 


398 


406 


429 


11 


单 电子 波 函数 
单 电子 能 级 
单 电 子 算 符 310 
单位 时 间 跃 迁 概率 
单 重 态 254 
弹性 常量 179 
弹性 位 移 。 180 
弹性 位 移 的 运动 方程 
导电 电子 73 
倒 格 矢 ( 波 矢 7 
倒 晶 格 171 
道 尔 顿 的 原子 假说 。 “68 
道 尔 顿 分 压 定律 。 126 
德 拜 近似 。 176 
德 拜 温度 177 
德 布 罗 意 波 219 
德 哈 斯 - 范 阿尔 芬 效应 
等 程 函 曲面 47 
等 相位 面 上 的 虚 位 移 
等 效 哈密 顿 量 。 330 
低 激发 态 。 254 
低温 转动 热 容量 
狄 拉克 8 函数 78 
狄 拉克 方程 。 339 
狄 拉克 矩阵 341 
狄 拉克 括号 (符号 ) 
狄 拉克 旋 量 。 342 
第 二 位 力 系数 。 “391 
第 二 位 力 系数 的 量子 修正 
第 一 积分 。 443 

点 电荷 近似 。 74 
点 电荷 近似 下 的 洛 伦 兹 公式 80 
点 电荷 系 的 相互 作用 项 。 100 
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电 八 极 32 
电场 强度 22 
电磁 波 22 


电磁 波 在 引力 场 中 的 传播 。 447 
电磁 场 ”21 
电磁 场 的 动力 学 理论 。 21 
电磁 场 的 动量 守 便 方 程 。 91 
电磁 场 的 能 量 守恒 方程 。 91 
电磁 场 的 运动 方程 23 
电磁 场 动量 密度 。 23 
电磁 场 方 程 。 21 

电磁 场 方程 的 四 维 形式 。 87 
电磁 场 能 量 密度 。 23 


电磁 场 能 流 23 
电磁 场 应 力 张 量 。 23 
电磁 场 张 量 。 88 


电磁 场 作用 量 437 
电磁 场 作用 下 的 狄 拉克 方程 。 348 
电磁 势 协 变 矢量 437 
电导 率 22 

电动 力学 74 
电荷 密度 22 
电荷 守 伍 21 
电荷 守恒 定律 。 22 
电荷 守恒 方程 。 32 
电解 定律 。 “68 
电离 能 。 255 

电流 密度 。 22 

电 侦 极 。 32 

电 偶 极 辐射 。 33 
电 候 极 辐射 场 。 33 
电容 率 22 

电 四 极 32 

电 四 极 辐射 33 

电 四 极 矩 34 
电位 移 。 22 

电子 68 
电子 场 作用 量 450 


电子 德 布 罗 意 波 。 219 
电子 电子 散射 ” 285 
电子 气体 的 磁性 。 381 
电子 衍射 实验 。 233 


电子 质量 。 69 
三 加 近似 145 

定 比 定律 68 

定 态 能 级 。 231 

定 态 薛 定 兽 方程 。 233 
定 体 热 容 114 

定 压 平衡 恒 量 。 167 
定 压 热 容 114 

动 理 温度 113 

动量 表象 。 “284 

动量 方程 。 120 
动量 流 密度 。 91 

动量 密度 。 23 
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度 规 张 量 。 186 
短程 线 。 443 
短程 线 [微分 ] 方 程 。 443 
对 称 波 函 数 。 “369 

对 称 破 缺 。 274 
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多 电子 系统 的 辐射 跃迁 288 
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多 普 勒 效应 102 
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厄 米 共 二 。 237 
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二 阶 反 对 称 张 量 。 88 
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F 


发 射 和 吸收 跃迁 概 率 。 “291 


法 拉 第 常量 。 68 
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非 相对 论 近 似 。 100 
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非 佐 实 验 。 84 
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费 米 分 布 。 420 
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费 米面 407 

费 米子 369 

分 波 法 283 

分 离 变量 法 。 242 

分 压强 126 

分 子 磁 偶 极 矩 。 72 
分 子 电荷 ”72 

分 子 电流 72 

分 子 电 偶 极 矩 。 72 

分 子 轨 函 法 (MO 法 ) 。 319 
分 子 轨 函 哈 特 里 - 福 克 方法 。 327 
分 子 轨 函 自治 场 。 329 

分 子 混沌 拟 设 。 142 

分 子 极 化 75 

分 子 假说 68 
分 子 磁 擅 数 。 195 
分 子 数 密度 。 111 
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分 子 自由 程 。 124 

辐射 。 31 

辐射 场 31 

辐射 流 “263 

辐射 能 量 60 
辐射 能 量 密度 “263 
辐射 能 流 34 

辐射 强度 。 263 

辐射 修正 259 

辐射 压强 “96 

辐射 振子 。 220 

辐射 振子 系统 。 “289 
辐射 阻尼 力 74 

辐射 阻尼 四 维 力 97 
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盖 昌 萨 克 定律 。 110 
概率 流 密度 。 280 
概率 密度 。 123,280 
概率 守恒 方程 。 279 
干涉 条 纹 。 83 
感应 电动 势 。 50 

高 Te 超导体 407 
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高 速 粒子 的 辐射 损失 106 
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格 点 171 
格林 爱 森 物 态 方程 。 174 
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共 价 键 。 315 
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光速 实验 83 
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广义 协 变性 434 
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轨道 角 动 量 。 248 
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险 特 里 原子 单位 247 
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亡 姆 堆 效 基本 解 55 
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玄 姆 元 效 自 由 能 。 153 
复原 子 253 
含 时 微 扰 论 。 276 

汉 克 尔 函 数 57 
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黑体 辐射 218 
黑体 辐射 能 量 密度 。 220 
恒定 电流 22 

红 移 454 

胡 克 定律 180 

化 学 反应 方程 166 
化 学 反应 平衡 条 件 。 168 
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化 学 键 76 
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回旋 频率 382 


汇合 型 超 几 何方 程 。 245 
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混 变 二 阶 张 量 。 458 
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混 变 张 量 。 446 
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基 矢 11 
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激活 能 。 169 

吉 布 斯 变 分 原理 《414 
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吉 布 斯 自由 能 。 127,160 
极 化 率 71 

集团 积分 。 387 

集团 展开 法 。 387 
几何 光学 近似 。 46 

加 速度 1 

价 电 子 77 

剪 切 模 量 180 


简 并 性 274 
简单 物质 的 运动 方程 。 439 
简单 物质 的 作用 量 《438 
简单 宇宙 模型 。 454 

简 谐振 动 近似 ”174 

简 谐 振子 。 “16 

交换 关联 贡献 。 《416 
交换 积分 。 262 

交换 势 。 261 
交换 势 的 统计 处 理 。 333 
角 动 量 13 

解 玻 尔 兹 曼 方程 的 矩 方法 139 
介 电 常量 。 22 

介子 寿命 。 87 

金属 电子 热 容 。 386 
金属 反射 性 。 77 
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经 典 磁性 

经 典 统计 力学 275 
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蝇 胞 171 

晶 格 动力 学 171 
晶 格 间距 。 111 
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晶体 热 容 的 德 拜 理论 。 175 
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精细 结构 公式 “358 
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径 向 光速 447 
径 向 平衡 方程 

静 压强 。 113 
静 质 量 95 

旧 量 子 论 。 218 
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矩阵 力学 219 
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巨 配 分 函数 的 梅林 变换 表示 380 
巨 配 分 函数 的 微 护 计算 。 366 
巨 势 。 368 
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绝对 静止 85 

绝对 空间 。 82 

绝对 时 间 82 

绝对 位 置 。 82 

绝对 运动 84 

绝热 压缩 。 440 

均匀 磁场 中 电子 的 运动 。 382 
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抗 磁性 。 381 
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克 里 斯 托 费 尔 符号 。 435 


空间 波 函数 。 255 
空间 反射 87 
库仑 安培 力 21 
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库仑 场 ”245 
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库 珀 不 稳定 性 。 407 
库 珀 对 407 
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快 变量 448 

佛 标 457 
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莱 曼 系 227 
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黎 曼 几何 的 基本 式 。 450 

黎 曼 几何 中 短程 线 方程 的 标准 形式 
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粒子 数 。 184 
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连续 谱 。 245 
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量子 论 。 164 
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量子 统计 模型 。 425 
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黏度 131 
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